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УДК С81.518..3 

А. Н. ПЛАХОТНГОК 
(Краснодар) 

СИНТЕЗ УСТОЙЧИВЫХ МОДЕЛЕЙ КОСВЕННЫХ 
МНОГОПАРАМЕТРОВЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ИСХОДНЫХ ДАННЫХ 

К лннеппым моделям косвенных многопараметровых пзмерегти в 
непрерывной 

j К (и, v) X (и) du ̂  b {v), г ; е [ с , d], ( 1 ) 

или дискретнои 
А х ^ Ъ (2) 

формах прпподят многочисленные некорректные обратные задачи есте-
ствознания, связанные с пнструментальной диагностикой, неразрун1аю-
щим контролем, параметрической идентификацией и автоматически^г уп-
равлением сложными объектами и системами [1 — 4] , где х{и) н х R„ — 
искомые векторы интересующей физической характеристики (парамет-
ра) ; К{и , i;) — интегральный (ядро) и Л е й,„хп — матричный операторы 
прямой задачи (т^п); b{v) и Ъ Rm—векторы значений оператора 
(отклика). При этом в общем случае системы (1) и (2) несовм{>стны 
вследствие определенной степени неадекватности модели реаль!10|"г си-
стеме, т. е. существования прпнцппиально неустранимой мстодическт"! 
погрешности, свойственной физической природе косвенных многопара-
метровых измерений [4], а элементы оператора и правой части содержат 
инструментальные (аппроксимативные) погрешности. 

Линейные модели (1) и (2) обычно являются локальными прибли-
женнями реальных нелинейных обратных задач [2—4] в neKOTopoii огра-
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ппченной окрестности, и вектор решения х в этом случае используется 
в виде поправки, прибавляемой к текущему номинальному решению не-
линейной задачи. Это обстоятельство служит принципиальпым основани-
ем для поиска устойчивых решений систем (1) и (2) на множестве век-
торов X минимальной длины (нормы), приводяш,им к достаточно малым 
погрешностям певязки систем [3, 4 ] , что увеличивает вероятность 
остаться в окрестности, где линейное приближение имеет смысл [5, 6 ] . 

Известные методы синтеза устойчивых линейных моделех! с учетом 
априорной неопределенности данных [5, с. 137—160] используют ее 
лишь частично и взаимно несогласованно, ограничиваясь информацией 
о погрешностях оператора, правой части и поведенрш решения [5, с. 139] 
(последнее обычно бывает неизвестно). Домииируюш;ая часть кажущей-
ся скрытой (из-за погрешностей оператора) априорной информации о 
мере несовместности (неадекватности) модели [6, с. 223—233] при этом 
ие используется, что усугубляет некорректность задачи в целом и рас-
ширяет множество потенциально возможных решений [5, с. 153—160] 
при наличии единственного устойчивого решения, оптимально согласован-
ного с исходной априорной неопределенностью задачи [6] . 

Рассмотрим дискретную форму модели (2) с приближенными дан-
ными, к которой сводится на этапе вычислений большинство задач кос-
венных многопараметровых измерений: 

Лх S Ъ, (3) 

А еБ Етхп, Ь ^ Rm, X ^ Rn прп гпп\ дэиные получаются в результате 
измерений (aппpoкcимaциJI оператора), с евклидовыми нормами погреш-
ностей \\А — А\\ ^ h, \\Ъ — Ы\ ^ б. При этом точная система 

А х ^ Ь (4) 

и ее мера несовместности [6] 
^ = inf||b_ (5) 

X 

неизвестны. 
В общем случае точная система (4) имеет единственное нормальное 

псевдорешение х , устойчивое к погрешностям правой части и неустойчи-
вое к погрешностям оператора [6] ; аналогично ведет себя мера несов-
местности [6, 7 ] . Поэтому задачи определения по приближенным дан-
ным (3) меры несовместности (предельной оценки) и решения (нормаль-
ного псевдорешения) уравнения (4) являются некорректно поставлен-
ными (неустойчивыми) [6] . 

Мажорантная оценка меры несовместности, непрерывная от исход-
ных данных задачи J6, 7] , определяется соотношением 

= inf sup \\Ъ — Ах II, (6) 

где 2 = { (Л, : IU - ЯП ^ й, li& - 511 ^ 6} — класс эквивалентных 
по точности данных (по А. П. Тихонову) . 

Из неравенства для норм 

115 - Ах1\ < 115 - 1х\\ + 115 - 511 + ЦЖ- А)хИ ^ 115 - ЖхИ + б + hWxW 

и (5) следуют оценки: 

ж (7) 

X 

где вычисляется до решения основной задачи. 
Используя информацию об априорной неопределенности задачи, на-

ходим устойчивую модель косвенных многопараметровых измерений ме-
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тодом оптимальной невязки В. А. Морозова с вектором решения х: 
X II = mm IIXI 

X 
(S) 

удовлетворяющим условию суммарной невязки 

А . = l l 6 - 2 d l = i I + 6 + / i i l x l i . ( 9 ) 

Следует заметить, что обычно оптимальное устойчивое решение задачи 
X (из-за разлнчрш невязок) суш;ественно отличается от решения ж из (7 ) : 

? = arg inf { II 6 - Ь I + S + /i II II 

опреде.чяющего мажорантную оценку меры несовместимости и ошпиочно 
А в (3) (без предварительного традиционного перехода к системе нор-
мальных уравнений) на основе сингулярного разложения [5] . Это но-
зволяет улучшить обусловленность задачи, упростить анализ получаемых 
соотношений н воспользоваться существующими, высокоэффективными 
программными средствами, например подпрограммой сингулярного раз-
ложения SVD и ее модификациями [5] . Для матрицы А имеем 

S,. 
А = и (mxm) 

^(пхп) 
О (т—п)хп (пхп)' (10) 

где т>п-, rank Л = А; s£ ге; 5 = diag(iS'i, . . . , iSn) — упорядоченная по 
^ 52 ^ . . • Ss ^ О диагональная матрица сингулярных чисел (неко-

торые из них могут быть равны нулю при к<.п)\ U и V— ортогональ-
ные матрицы левых и правых собственных векторов. Подставляя (10) 
в (3 ) , получим 

V О V^x ^ Ь, ( И ) 

откуда при I = У х и р = V^b — нормированных векторах решения и 
правой части с учетом свойства ортогональных матриц сохранять норму 
при преобразовании 

имеем 
11̂11 = 11̂ 11, 11Р11 = 1|М1 

- S' 
р - 1) = 6 — Л-с 

(12) 

При полном ранге матррщы А (то же для S), к = п, 

^(пхп) Е Г 1 Р(пХ1) 
S(nxi) = й(21 

^(т—п)Х1 

следует, что норма невязки системы равна 

ш = \\Ь-Ах 1 = 1 6(2) II = 2 I 
i=n-|-l 

1/2 
(13) 

а компоненты вектора псевдорешения 
жениями 

li = f>i/Si, г = 1, . . . , п; 
1/2 

V = ll?ll = 
.1=1 

и его норма определяются выра-

( 1 4 ) 

. ( 1 5 ) 

/ 

13 



из которых видно, что нормальное псевдорешение § имеет ограниченные 
компоненты лишь для > О и неустойчиво к изменению элементов А . 

Можно показать, что вычисление оптимального устойчивого реше-
ния X из (8) и (9) эквивалентно параметрической регуляризации по 
А. Н. Тихонову нормальной системы к (12 ) : 

(52 + = (16) 

— с параметром регуляризации ос ^ [О, <»), управляюп];им нормами ре-
шения 

и невязки 

7(а) = 

ю ( а ) = I Ь — = 

1/2 

г и / „я \ •> П 1/2 

(17) 

(18) 

и обеспечивающим устойчивое вычисление компонентов регуляризован-
ного решения |а: 

•̂ iPi 
Sf 

г = 1, ..., п. (19) 

Если rank ^ = А; < и, то суммирование в (17) и (18) производится по 
i = i, . . к ш i = к + i, . . т , а lai = О при i> к. ^ 

Определение значения параметра регуляризации ао для вычисления 
оптимального устойчивого решения ^ао и Хао целесообразно осуш,ествлять 
методом Ньютона из уравнения 

F (а ) = 0) (а ) - [(А + б + /17 (а ) ] = О, (20) 

полученного из (9) на основе (17) и (18) . При начальном приближении 
^(0) = «max, определение которого рассматривается ниже, JIaблюдaлacь 
быстрая сходимость итерационного процесса. Компоненты |ао при ао и 
ХаО = FgaO вычисляются из (19) . 

Для вычисления оптимального устойчивого решения прелюде всего 
необходимо доопределить задачу, вычислив оценку меры несовместно-
сти из ( 7 ) ; для этого воспользуемся выражениями (17) и (18) , откуда 

•fl (a) = inf {йз(а) + б + Лг(а)}- (21) 

Исследуем функцию { . . .} в (21) , определив производную 

h 
(О (а ) у {а) 

(22) 

Если при о°) найдется «о, при котором то в (21) inf 
соответствует min и из (22) следует, что при а = «о существует соот-
ношение _ _ 

а о Ь J I = hlib - АхаоК (23)' 

из которого можно определить а(0) итерационным методом: 

«(,)== ;^co(a( j_ i ) ) / (7 (a( j - i ) ) ) , / = 1, 2, . . . . (24), 

При начальном приближении «(О) = сстах обеспечивалась достаточно быст-
рая сходимость итерационного процесса. 

Представляется возможным оценить интервал существования а s 
^ [ 0 , ctmai], для которого выполняется соотношение (23) . Из неравен-
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ства для норм выражения (16) 

l l f j ^ + 

справедливого и для «о, уравнения (23) и неравенства 

116 - i J a l l ^ 11611 = llpll, 

получим верхнюю предельную оценку для «о: 
^llPllll^f 0 < а^а^: 

(1) — /г1 (25) 

которая справедлива при > Allpll. 
Если ЛИрИ, то естественно принять ао • 

ет |ао = ^ао = О, оценке меры несовместности ijx = 
дачи 1а = Ха = 0. 

Друго11 крайний случай возникает, когда прн любом а е [О, а„мх] 
производная т. е. из (22) следует 

alball - / г 1 1 б ' - I x a l l > О 

и для |1 из (21) существует inf при ао = О, равный 
1/2 

+ оо̂  TJXO соответству-
Sll + б и решению за-

(26) 

п / 6- \ 2 ' 

2 № г=1 
- б . 27) 

— ^̂  ^̂  ^ ^„лл. и - /1-, X J11 m Xi / ^ iicUbiVlcl 
малыми Si отбрасываются. Возможно также использовать классическую 
регуляризующую оценку (21) при «о = е > 0. 

Таким образом, при данной постановке задачи рассмотрены все воз-
можные на практике случаи получения устойчивых оценок меры несовме-
стности и оптимальных решений задачи косвенных многопарамотровых 
измерений, согласованных с априорной неопределенностью исходных 
данных. Если погрешности элементов матрицы и правой части (3) су-
щественно неоднородны, то следует выполнить нормирование в соответ-
ствии с рекомендациями [5, с. 137—145] . 

На основе стандартной подпрограммы сингулярного разложения 
SVD [5] и представленной в настоящей статье методики разработан 
программный пакет для моделирования и синтеза оптимальных устойчи-
вых систем косвенных многопараметровых измерений для комплексного 
неразрушающего электромагнитного контроля поверхностного и объем-
ного упрочнений ферромагнитных изделий. 

Алгоритм и программа апробированы на специальном тест-примере 
из [5, с. 153—160] ; благодаря этому обстоятельству представилась воз-
можность сравнить эффективность предложенной методики с множеством 
наиболее известных современных методик, широко применяемых в на-
шей стране и за рубежом: сингулярного анализа, нсевдоранга, пошаговой 
и гребневой регрессий. Так, для рассматриваемого примера: т = 15, 
п = Ъ, h = 4,3 • 1^-8, й = 1,9 . 10-4 _ выполняется соотношение > 
>/г11р11, поэтому S o e [0, , где из (25) = 4,43 • Ю"» и из (24) 
за 3—4 итерации находим «о = 1,17 • 1 0 - _ оптимальное значение па-
раметра регуляризации для оценки меры несовместности |я = 3,2954 • 1 0 " ! 
которая оказалась примерно в 2 раза больше б-погрешности отклика. 
Оценка являясь наименьшей оценкой полной невязки, при невязке 
системы (1)ао = 1,3932 • 10"^ имеет место для 

"— 2,8373911 -
0,59819891 

— 0,37354642 
0,39464945 

_ 3,9353651 _ 
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Из (9) вычисляем допустимую невязку: Дг = 5,1954 + 4,3 X 
X 10"®il2:all, по которой из (20) методом Ньютона с а,0) = «.„ах на 3—4 
итерации находим ао = 1,234 • 10~®—оптимальное значение тга1)аметра 
регуляризации единственного (оптимального) устойчивого решения за-
дачи пз (19) : 

'̂ ао 

10, с. 1 0 0 , 1 0 D J 

"•(3) 

- - 2,4691 • 
— 0,51787 
— 0,16122 

1,6034 
3,4189 _ 

2,4857328 ' 
— 0,52913252 
-0 ,18414114 

1,6156794 
3,4547871 _ 

1 = 4,5443; (о„ = 5,1 • 10"^ s^ А.-. 

(3) = 4,5868; С0(з) - 1,4-1(1 

при котором невязка Ы(3), хотя п меньше соао (одного порядка), но само 
решение Х(3) менее устойчиво, чем Хао, так как не согласовано с уров-
нем As [6] . 

Метод псевдоранга [5, табл. 26.2] дает модель, близкую к вариан-
ту (3) сингулярного анализа. 

В пошаговой и гребневой регрессиях не учитывается погрешность 
оператора, поэтому неверно оценивается мера пеадекватпости модели; 
в гребневой регрессии отсутствует надежный метод определения пара-
метра регуляризации (Левепберга— Марквардта). 

Во всех рассмотренных альтернативных методах, как следует из 
проведенного анализа, отсутствует объективный колнчестпепный крите-
рий отбора моделей, согласованных с неопределенностью исходных дан-
ных А, б и |л. 

В статье не рассматривается теоретическая метрологическая_оценка 
погрешности предлагаемого регулярного метода по норме Чхао — xW, кото-
рая в обш,ем случае достаточно сложно представляется через оценочную 
функцию и минимум которой при Л, б ^ О по сравнению с другими ме-
тодами гарантируется [6, с. 72—88] . 

Для эффективной численной реализации изложенного метода необ-
ходимо теоретически обосновать устойчивую сходимость итерационных 
схем определения оптимальных значений параметров регуляризации для 
оценки параметров модели «о и меры несовместности ао. 

В соответствии с методом Ньютона из (20) для / = 1, 2, . . . имеем 
сходяш;уюся к точке а = ао последовательность 

«(i) = ( i - i ) f ' { а V (28) 

так как из (17) и (18) следует, что F (а ) = со ( а ) — [ ц + б + / г ^ ( а ) ] — мо-
нотонно возрастающ;ая функция от а, поскольку со ( а ) — возрастающая, 
а 7 ( a ) — убывающая функции с производной 

h 
со (а) ^ Y (а) ^^{st+.y 

: > 0 , 
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и выполняется соотношение 
- О п»)и а = а^; 

< О при а < a^; 

> О при а > «д. 

(29) 

Устойчивую сходимость при произвольном начальном приближении обес-
печивают также модифицированный метод Ньютона [6, с. 219] и более 
простой в применении метод последовательных приближений, основан-
ный на равенстве (9 ) , для которого последовательность (/ = 1, 2, . . . ) 

' ( « ( i - i ) ) 
(30) 

будет сходяш;ейся к точке а = ао, так как функция Ф ( а ) монотонно убы-
вает от а и выполняется соотношение 

•= 1 при а = а^; 

Ф (а) = > 1 при а < «д; (31) 

. < 1 при а > сёр, 

а функция а Ф ( а ) — монотонно возрастающая от а , что доказывается ана-
логично [9]. Тогда при «(0) < «о выполняется соотношение а(0) < « ( i , = 
= а(С)Ф(а(0))< «(0) = аоФ{ссо), откуда следует сходимость (30) к ао 
снизу (при а(0) > «о — сверху). 

Вычисление оптимального значения параметра регуляризации ао для 
оценки jo, осуш;ествлялось методом последовательных приближений; из 
(23) для / = 1, 2, . . . имеем сходящуюся последовательность к точ-
ке а = «о: _ 

^ " ( « g - i ) ) 

так как 

¥ ( а ) = 7(a) 

( V . > ) . 

о2 т 

(32) 

1/2 

— убывающая функция, поскольку [ . . . ] и 'у ( а ) — у б ы в а ю щ и е функ-
ции, принимающие равные значения в точке «о. Поэтому выполняется 
соотношение 

= 1 при а = а^; 

> 1 при а < ад-, 

< 1 при а > «р, 

(33) 

а функция аЧ' ' (а ) , очевидно, монотонно возрастающая. Как показал вы-
числительный эксперимент, рассмотренные итерационные схемы имеют 
б ы с т р у ю с х о д и м о с т ь п р и н а ч а л ь н о м п р и б л и ж е н и и Ct(0) = « (О) =CCmai 
из (25) . 

В заключение выражаю глубокую признательность В. А. Морозову 
за постоянное внимание к работе и В. Н. Кармазину за обсуждение и 
ценные замечания. 
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