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Ðàññìàòðèâàþòñÿ îòêàçîóñòîé÷èâûå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû ìàññîâîãî ïà-
ðàëëåëèçìà ñî ñâÿçÿìè «òî÷êà–òî÷êà». Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîë-
æåíèåì èçó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè âëîæåííîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî öèðêóëÿíòíîãî
ãðàôà îò íóìåðàöèè âåðøèí ãðàôà, â êîòîðûé îñóùåñòâëÿåòñÿ âëîæåíèå. Â êà-
÷åñòâå ãðàôà, â êîòîðûé îñóùåñòâëÿåòñÿ âëîæåíèå (ðàáî÷èé ãðàô), èñïîëüçóåò-
ñÿ ãðàô ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Âëîæåíèå îñíîâàíî íà ðàç-
áèåíèè ðàáî÷åãî ãðàôà íà ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå ñòåïåíåé âûáðàííîãî
ýëåìåíòà. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñòðóêòóðíàÿ æèâó÷åñòü âëîæåííîãî
ãðàôà â öåëîì èëè åãî ôðàãìåíòîâ íå çàâèñÿò îò ïðèìåíÿåìîé íóìåðàöèè.

Ââåäåíèå. Äèàãíîñòè÷åñêèå ñâîéñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì (ÂÑ) ñ
ìàññîâûì ïàðàëëåëèçìîì, â êîòîðûõ ñóáúåêòàìè è îáúåêòàìè äèàãíîñòèêè
ïðè ìíîæåñòâåííûõ îòêàçàõ ñëóæàò ïîëíûå îáðàáàòûâàþùèå ìîäóëè, çàâè-
ñÿò îò ñòðóêòóðû ñâÿçåé ìåæäó òåñòèðóþùèìè è òåñòèðóåìûìè ìîäóëÿìè
[1]. Äëÿ ïîëó÷èâøèõ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå îäíîðîäíûõ ñòðóêòóð (ðàáî-
÷èå ñòðóêòóðû), â êîòîðûõ êàæäûé ìîäóëü ñâÿçàí ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì äðó-
ãèõ ìîäóëåé, ïðèìåíåíèå ïîäõîäà [1] äàåò ìàëûå çíà÷åíèÿ êðàòíîñòè t äîïó-
ñòèìûõ íåèñïðàâíîñòåé ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ÷èñëîì ìîäóëåé ñèñòåìû è,
ñëåäîâàòåëüíî, íåâûñîêóþ æèâó÷åñòü ÂÑ, ò. å. ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû ê ïðî-
äîëæåíèþ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ â ïðèñóòñòâèè íåèñïðàâíûõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ óâåëè÷åíèÿ æèâó÷åñòè ÂÑ áåç óâåëè÷åíèÿ âåðøèííîé ñòåïåíè ãðà-
ôà, ïðåäñòàâëÿþùåãî åå ñèñòåìó ìåæìîäóëüíûõ ñâÿçåé, â [2] ïðåäëîæåíî
ðåàëèçîâàòü äèàãíîñòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êàê âëîæåííóþ â ðàáî÷óþ. Äèàãíî-
ñòè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó òåñòèðóþùèì è òåñòèðóåìûì ìîäóëÿìè, êîòîðûå íå
ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè â ðàáî÷åé ñòðóêòóðå, îáðàçóþòñÿ â âèäå ñîñòàâíûõ êà-
íàëîâ, ôîðìèðóåìûõ â ìåæìîäóëüíîé ñåòè ñâÿçè. Ïðè ýòîì çàäà÷à ôîðìèðî-
âàíèÿ äèàãíîñòè÷åñêîãî ãðàôà ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå íóìåðàöèè âåðøèí ãðà-
ôà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ðàáî÷óþ ñòðóêòóðó ÂÑ. Â ðàáîòå [2] ðàññìîòðåíà ïðîá-
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ëåìà âëîæåíèÿ äèàãíîñòè÷åñêîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà, îáåñïå÷èâàþùåãî
t-äèàãíîñòèðóåìîñòü áåç ðåìîíòà [1], â ðàáî÷óþ ñòðóêòóðó, â êà÷åñòâå êîòî-
ðîé èñïîëüçîâàí äâóìåðíûé òîð (ãðàô ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï). Ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ñòðóêòóðíûõ õàðàêòåðèñòèê âëîæåííîãî äèà-
ãíîñòè÷åñêîãî ãðàôà îò ñïîñîáà íóìåðàöèè. Ïîñëåäíèé îñíîâàí íà ðàçáèå-
íèè ãðóïïû íà ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé öèê-
ëè÷åñêóþ ãðóïïó ñòåïåíåé âûáðàííîãî (ïîðîæäàþùåãî) ýëåìåíòà ãðóïïû.

Â [3] ââåäåíû ïîêàçàòåëè, ïîçâîëÿþùèå îöåíèâàòü æèâó÷åñòü âëîæåí-
íîé äèàãíîñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, è èçó÷åíà çàâèñèìîñòü ýòèõ ïîêàçàòåëåé îò
âûáîðà ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà. Öåëüþ ïðåäëàãàåìîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èñ-
ñëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ñòðóêòóðíîé æèâó÷åñòè îò ïîðÿäêà íóìåðàöèè ýëå-
ìåíòîâ êëàññîâ ñìåæíîñòè ïðè çàäàííîì ïîðîæäàþùåì ýëåìåíòå.

Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ñòðóêòóðà ìåæìîäóëüíîé ñåòè ñâÿçè ìàñ-
ñîâî-ïàðàëëåëüíîé ÂÑ, èñïîëüçóåìîé äëÿ ðåàëèçàöèè äèàãíîñòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ñèñòåìû, ïðåäñòàâëåíà ðàáî÷èì ãðàôîì G V E� � �( , ), â êîòîðîì V –
ìíîæåñòâî âåðøèí, ñîïîñòàâëåííûõ ñ îáðàáàòûâàþùèìè ìîäóëÿìè ñèñòå-
ìû, à E� – ìíîæåñòâî ðåáåð, îòîáðàæàþùèõ ìåæìîäóëüíûå ñâÿçè. Ðàáî÷èé
ãðàô åñòü äâóìåðíûé òîð – äèàãðàììà Êýëè ãðóïïû E2 ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ íîðìàëüíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï CH è CW (äàëåå E2-ãðàô):

E C CH W2 � � ,

ãäå H è W – ïîðÿäêè öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï; �– ñèìâîë ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ. ×èñëî âåðøèí E2-ãðàôà N H W V� � � | |. Îòìåòêàìè ðåáåð E2-ãðàôà
ñëóæàò ñèìâîëû îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ g 0 è g1 ïîäãðóïï CW è CH ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Â êà÷åñòâå äèàãíîñòè÷åñêîãî ãðàôà èñïîëüçóåòñÿ öèðêóëÿíò D �
� ( ; , , ... , ),N s s st1 2 ãäå N – ÷èñëî âåðøèí ãðàôà è 0 1 2� � � �s s st... ; t – êðàò-

íîñòü äîïóñòèìûõ ñèñòåìíûõ îòêàçîâ [1]: t N� � � 	( ) .1 2 Âåðøèíû öèðêó-

ëÿíòà ïåðåíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 0 äî N �1, ïðè÷åì i-ÿ âåðøèíà
( )0 1
 
 �i N ñìåæíà ñ âåðøèíàìè i s i s i s Nt� � �1 2, , ... , ( ).mod Â [1] óñòà-

íîâëåíî, ÷òî öèðêóëÿíò, â êîòîðîì s s s Nt1 21 2 1 2� � � � � 	, , ... , ( ) , ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì ãðàôîì t-äèàãíîñòèðóåìîé áåç ðåìîíòà ñèñòåìû. Îïòèìàëü-
íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî äóã äèàãíîñòè÷åñêîãî ãðàôà (÷èñëî òåñòîâ íàä ìî-
äóëÿìè ñèñòåìû) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ îäíîçíà÷íîé
èäåíòèôèêàöèè âñåõ ïðèñóòñòâóþùèõ â ñèñòåìå íåèñïðàâíûõ ìîäóëåé (äèà-
ãíîñòèðîâàíèå áåç ðåìîíòà).

Ïðè âëîæåíèè â ðàáî÷èé ãðàô äèàãíîñòè÷åñêîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà
[2] åãî âåðøèíû åñòü âåðøèíû ðàáî÷åãî ãðàôà, à äóãè, ñîïîñòàâëåííûå ñî
ñâÿçÿìè ïàð ìîäóëåé «òåñòèðóþùèé–òåñòèðóåìûé», èëè òåñòîâûìè ñâÿçÿ-
ìè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè ðàáî÷åãî ãðàôà.
Ýòè ïóòè èñ÷èñëÿþòñÿ èñõîäÿ èç ñîîòâåòñòâèÿ ïðèñâîåííûõ âåðøèíàì ðàáî-
÷åãî ãðàôà óíèêàëüíûõ íîìåðîâ (àáñîëþòíûõ àäðåñîâ âåðøèí âëîæåííîãî
öèðêóëÿíòà), ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ îò 0 äî N �1, èõ ãðóïïîâûì îïèñà-
íèÿì. Èñïîëüçóåìîå â [2, 3] è â äàííîé ðàáîòå âëîæåíèå äèàãíîñòè÷åñêîãî
ãðàôà îñíîâàíî íà ðàçáèåíèè ãðóïïû E2 íà ñìåæíûå (äëÿ îïðåäåëåííîñòè –

ïðàâûå) êëàññû ïî ïîäãðóïïå � ( , ),x y ñîñòîÿùåé èç âñåõ ñòåïåíåé âûáðàííîãî

ýëåìåíòà g gx y
0 1

ãðóïïû, íàçûâàåìîãî ïîðîæäàþùèì. Çäåñü 0 2
 
 � 	x W ,

0 2
 
 � 	y H .
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Ïðè ðåàëèçàöèè äèàãíîñòèðîâàíèÿ ñèñòåìû íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ
âëîæåííîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî ãðàôà â êà÷åñòâå òåñòîâûõ ñâÿçåé ìîãóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ëþáûå ïóòè, ôîðìèðóåìûå ìåæäó òåñòèðóþùèì è òåñòèðóå-
ìûì ìîäóëÿìè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè, êîòîðûå ïðèìåíÿ-
þòñÿ äëÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé. Ïîýòîìó òåñòîâàÿ ñâÿçü îäíîçíà÷íî õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ïàðîé êîíöåâûõ âåðøèí (íåîðèåíòèðîâàííîãî) ïóòè (äàëåå
ìàðøðóò), ïðåäñòàâëÿþùåãî ýòó ñâÿçü â ðàáî÷åì ãðàôå. Ïóñòü i è j – àáñî-

ëþòíûå íîìåðà òåñòèðóþùåé è òåñòèðóåìîé âåðøèí( , ,( )),i j N� �0 1 à g gx yi i

0 1

è g g
x yj j

0 1
– èõ ãðóïïîâûå îïèñàíèÿ. Òîãäà òåñòîâîé ñâÿçè ( , )i j ñîîòâåòñòâóåò

ñëîâî g g g g
x x W y y H x yj i j i ij ij

0 1 0 1

( ) ( )
,

� �
�

mod mod
ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé àäðåñ âåðøè-

íû j îòíîñèòåëüíî âåðøèíû i.
Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Îïèñàíèåì òåñòîâîé ñâÿçè ( , )i j íàçîâåì ïàðó

÷èñåë (| |, | | ) ~ ( , ).x y w i jij ij �

Ñîåäèíåíèåì çàäàííîé ïàðû âåðøèí i è j äëÿ íåîäíîðîäíîãî ãðàôà íàçû-
âàþò ñîâîêóïíîñòü èç min( , )v vi j íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðàò÷àéøèõ ìàðøðó-
òîâ ìåæäó íèìè (çäåñü v vi j, – ñòåïåíè âåðøèí i è j ñîîòâåòñòâåííî). Æèâó-
÷åñòü ñîåäèíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëèíû
ìàðøðóòà â ñîåäèíåíèè, ðàññ÷èòûâàåìîãî ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó êîíöåâûìè âåðøèíàìè è ïîðÿäêîâ W H, íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï CW è
CH ðàáî÷åãî ãðàôà. Èñïîëüçóåìûé â [3] è â äàííîé ðàáîòå èíòåãðàëüíûé
÷èñëåííûé ïîêàçàòåëü 
 æèâó÷åñòè ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñðåä-
íåííîå ïî âñåì âîçìîæíûì òåñòîâûì ñâÿçÿì çíà÷åíèå æèâó÷åñòè ñîîòâåòñò-
âóþùèõ èì ñîåäèíåíèé. Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ æèâó÷åñòü ñîåäè-
íåíèÿ ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ H è W ðàáî÷åãî ãðàôà è çíà÷åíèÿõ x è y ïî-
ðîæäàþùåãî ýëåìåíòà íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ
îïèñàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé òåñòîâîé ñâÿçè. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð îïèñà-
íèé âñåõ âîçìîæíûõ òåñòîâûõ ñâÿçåé ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íîé èíôîðìàöèåé äëÿ
ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëÿ 
.

Ñòðóêòóðû ñ÷èòàþò ýêâèâàëåíòíûìè ïî æèâó÷åñòè [3], åñëè ñîâïàäàþò
ðàññ÷èòûâàåìûå äëÿ íèõ çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ 
. Ýòî ñîâïàäåíèå ìîæåò
áûòü: 1) ðåçóëüòàòîì èäåíòè÷íîñòè íàáîðîâ îïèñàíèé òåñòîâûõ ñâÿ-
çåé; 2) ðåçóëüòàòîì óñðåäíåíèÿ ïî ìàðøðóòàì, ñîñòàâëÿþùèì ñîåäèíåíèå;
3) ðåçóëüòàòîì óñðåäíåíèÿ ïî ñîåäèíåíèÿì; 4) ñëåäñòâèåì îêðóãëåíèÿ ïîëó-
÷àåìûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé.

Â äàííîé ðàáîòå àíàëèçèðóþòñÿ óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè âû÷èñëèòåëü-
íûõ ñèñòåì ïî ñòðóêòóðíîé æèâó÷åñòè, êîòîðàÿ îáóñëîâëåíà òîëüêî èäåí-
òè÷íîñòüþ íàáîðîâ îïèñàíèé òåñòîâûõ ñâÿçåé.

Â ðàáîòå [2] ïîêàçàíî, ÷òî âñå âåðøèíû, âõîäÿùèå â îäèí êëàññ ñìåæ-
íîñòè ïî ïîäãðóïïå � ( , ),x y èìåþò îäèíàêîâûå íàáîðû îïèñàíèé òåñòîâûõ

ñâÿçåé.
Ïðè ðàçáèåíèè ãðóïïû íà ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå � ( , )x y ìíîæåñò-

âî âåðøèí ðàáî÷åãî ãðàôà, èìåþùåãî ñòðóêòóðó H W� , äåëèòñÿ íà P íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ (íàçûâàåìûõ êëàñòåðàìè) ïî Q âåðøèí â êàæäîì:
PQ N� . Êëàñòåð ñîñòàâëÿþò ýëåìåíòû âñåõ êëàññîâ ñìåæíîñòè, îáðàçîâàí-
íûõ ïî ïîäãðóïïå � ( , )x y (âêëþ÷àÿ ýëåìåíò ïîñëåäíåé). Âñå êëàñòåðû èìåþò
ñòðóêòóðó ðåøåòêè ðàçìåðîì h w� , ãäå h w Q� � è Q � 2; ïðè ýòîì âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: H P h W P wH W� �; , ãäå PH è PW – öåëûå
÷èñëà. Êëàñòåðû îáðàçóþò ïîêðûòèå ðàáî÷åãî ãðàôà áåç ïðîñâåòîâ è íàëîæå-
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íèé. Â êàæäîì èç êëàñòåðîâ îäíîèìåííûå ïîçèöèè, õàðàêòåðèçóåìûå çíà÷å-

íèÿìè ( , ), , ( ), , ( ),j i j h i w� � � �0 1 0 1 ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó

ñìåæíîñòè. Áóäåì íóìåðîâàòü êëàñòåðû ÷èñëàìè îò 0 äî P�1 â íàïðàâëåíèè
ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà, íà÷èíàÿ ñ êëàñòåðà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò
âåðøèíà ñ íîìåðîì 0, ñîïîñòàâëåííàÿ ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ãðóïïû E2.
Íàçîâåì ýòîò êëàñòåð îïîðíûì èëè 0-êëàñòåðîì; êëàñòåð ñ íîìåðîì f –
f-êëàñòåðîì.

Âûáîð ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà g gx y
0 1

äëÿ ñòðóêòóðû, çàäàííîé çíà÷åíè-

ÿìè H è W, îïðåäåëÿåò ïàðàìåòðû w h, êëàñòåðîâ è èõ ðàçìåùåíèå â ñòðóêòó-
ðå. Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷åòâåðêà ( , , , )H W x y çàäàåò âëîæåíèå
äèàãíîñòè÷åñêîãî ãðàôà â ðàáî÷èé.

Íà÷àëüíûìè íàçîâåì âåðøèíû ñ íîìåðàìè îò 0 äî Q �1 äëÿ âëîæåíèé,
äàþùèõ êëàñòåðû ñ ÷èñëîì Q âåðøèí. Ñîãëàñíî ïðèíÿòîìó ñïîñîáó íóìåðà-
öèè [3] íà÷àëüíûå âåðøèíû îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì êëàññàì ñìåæíîñòè; òàêèì
îáðàçîì, íîìåð íà÷àëüíîé âåðøèíû çàäàåò íîìåð êëàññà ñìåæíîñòè, â êîòî-
ðûé îíà âõîäèò.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Íåñìåùåííîé íàçîâåì íóìåðàöèþ, ïðè êîòîðîé
íà÷àëüíûå âåðøèíû âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïðèíàäëåæàò îïîðíîìó êëàñòåðó.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íóìåðàöèÿ áóäåò ñìåùåííîé.

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ íåñìåùåííûå íóìåðàöèè.
Ïðèíàäëåæíîñòü âåðøèí êëàñòåðîâ êëàññàì ñìåæíîñòè çàäàäèì ìàòðè-

öåé M , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé:

M m j h i wji� � � � �, , ( ), , ( ).0 1 0 1

Îíà ñîñòîèò èç w ñòîëáöîâ è h ñòðîê. Ýëåìåíòû mji òîïîëîãè÷åñêîé ìàòðèöû
òàêæå íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè. Îíè íóìåðóþòñÿ ñâåðõó âíèç ïî ñòðî-
êàì è ñëåâà íàïðàâî ïî ñòîëáöàì. Ïðè íåñìåùåííîé íóìåðàöèè ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûå çíà÷åíèÿ ] , [j i èç äèàïàçîíà q Q� �0 1,( ) ïðèñâàèâàþòñÿ ýëåìåíòàì

òîïîëîãè÷åñêîé ìàòðèöû îïîðíîãî êëàñòåðà ïðîèçâîëüíî. Ñîïîñòàâèì êàæ-
äûé êëàñòåð ñ îòäåëüíîé ìàòðèöåé âèäà M. Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó ñèììåòðè÷-
íîñòè ðàáî÷åãî ãðóïï-ãðàôà, îäíîèìåííûå ýëåìåíòû âñåõ òàêèõ ìàòðèö ñî-
îòíåñåíû ñ ýëåìåíòàìè îäíîãî è òîãî æå êëàññà ñìåæíîñòè. Îäíàêî çíà÷åíèÿ
] , [j i îäíîèìåííûõ ýëåìåíòîâ òîïîëîãè÷åñêèõ ìàòðèö çàâèñÿò îò íîìåðà
êëàñòåðà è çíà÷åíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ýëåìåíòà mji îïîðíîãî êëàñòåðà.

Íà ðèñ. 1, a c� ïîêàçàíû íåêîòîðûå ñïîñîáû âëîæåíèÿ äëÿ ( )6 15� -ãðàôà
è íóìåðàöèÿ êëàñòåðîâ äëÿ ðàçíûõ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ïðè Q �6. Íà
ðèñóíêå óçëû ðåøåòêè îòîáðàæàþò âåðøèíû ðàáî÷åãî ãðàôà (âåðøèíû
îïîðíîãî êëàñòåðà âûäåëåíû æèðíûìè òî÷êàìè), à æèðíûå ëèíèè – ëèíèè
ðàçäåëåíèÿ íà êëàñòåðû. Ïîäïèñè ïîä ðèñóíêàìè âèäà ( , )x y óêàçûâàþò ñòå-
ïåíè ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà. Â èñïîëüçóåìîì ãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè
âåðøèíà ðàáî÷åãî ãðóïï-ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåìåíòó m00 òîïîëîãè÷å-
ñêîé ìàòðèöû îïîðíîãî êëàñòåðà, ðàñïîëàãàåòñÿ â ëåâîì âåðõíåì óãëó ðå-
øåòêè, à íàïðàâëåíèå îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ g 0 è g1 åñòü íàïðàâëåíèå ñëåâà
íàïðàâî è ñâåðõó âíèç ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 1, d ïðåäñòàâëåíà íåêîòîðàÿ
íåñìåùåííàÿ íóìåðàöèÿ îïîðíîãî êëàñòåðà è êëàñòåðîâ S �1è S äëÿ âëîæå-
íèÿ, õàðàêòåðèçóåìîãî çíà÷åíèÿìè ( , ) ( , ).x y � 3 2
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Ãðàô ïðåäñòàâèòåëåé. Ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè äèàãíîñòè÷åñêîãî
ãðóïï-ãðàôà ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ñòðóêòóðíóþ æèâó÷åñòü çàäàííîãî âëîæå-
íèÿ ñòðóêòóðíîé æèâó÷åñòüþ ïîäãðàôà ïðåäñòàâèòåëåé òåñòèðóþùèõ è òåñ-
òèðóåìûõ âåðøèí. Ïðèìåì, ÷òî ïðåäñòàâèòåëÿìè òåñòèðóþùèõ âåðøèí ñëó-
æàò íà÷àëüíûå âåðøèíû êëàññîâ ñìåæíîñòè. Äëÿ íåñìåùåííîé íóìåðàöèè
ýòî âåðøèíû 0-êëàñòåðà, ñîñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâî A q Q� �{ , , ... , , ... , }.0 1 1
Îáîçíà÷èì B q( ) ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé òåñòèðóåìûõ âåðøèí äëÿ q-ãî
ïðåäñòàâèòåëÿ òåñòèðóþùèõ âåðøèí. Òîãäà B q q q q t( ) { , , ... , };� � � �1 2

t N� � � 	( ) ;1 2 q Q� �0 1,( ). Íàïðèìåð, äëÿ ( )6 15� -ãðàôà ïðè Q �6 è t � 44

èìååì B( ) { , , ... , , }5 6 7 48 49� (ñì. ðèñ. 1, d ).
Ãðàô G V E� ( , ) ïðåäñòàâèòåëåé âëîæåííîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî ãðàôà D –

ýòî îðèåíòèðîâàííûé âçâåøåííûé ïîäãðàô ãðàôà D, èíäóöèðîâàííûé ìíî-

æåñòâîì âåðøèí V A B q
q

Q

� �
�

�

( ).
0

1

� Äóãàì ãðàôà G ïðèñâàèâàåòñÿ âåñ; âåñ

äóãè ( , )i j ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïèñàíèå ~( , )w i j òåñòîâîé ñâÿçè ìåæäó âåðøè-
íàìè i è j. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðàô ïðåäñòàâèòåëåé, à ïîä òåñòèðóþ-
ùèìè è òåñòèðóåìûìè âåðøèíàìè áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ïðåäñòàâèòåëåé ñî-
îòâåòñòâóþùèõ âåðøèí.

Ïî îïðåäåëåíèþ äèàãíîñòè÷åñêîãî ãðàôà D êàæäàÿ òåñòèðóþùàÿ âåð-

øèíà èìååò ñâÿçè ñ t-òåñòèðóåìûìè, t N� � � 	( ) ,1 2 òàê ÷òî | | ,V t Q� � è â

ïîäãðàôå G èìååòñÿ � � � �t Q 1 âåðøèí, òåñòèðóåìûõ õîòÿ áû îäíîé

òåñòèðóþùåé. Ìíîæåñòâî V ñîñòîèò èç S t Q Q� � � 	( ) «ïîëíûõ» êëàñòåðîâ,

âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òåñòèðóþùèìè èëè òåñòèðóåìûìè âåðøè-
íàìè, è îäíîãî «íåïîëíîãî», ñîñòîÿùåãî èç

r t Q SQ� � �( ) (1)

òåñòèðóåìûõ âåðøèí. Ïîëíûå êëàñòåðû èìåþò íîìåðà îò 0 äî S �1, à íå-
ïîëíûé – íîìåð S.
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Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî r ïðèíèìàåò îãðàíè÷åííîå ÷èñëî çíà÷åíèé â çàâèñè-
ìîñòè îò ÷åòíîñòè N P, è Q r Q: ,� �1 åñëè N è P ÷åòíûå; r Q� �( ) ,2 1 åñëè N
÷åòíîå è P íå÷åòíîå; r Q� �( ) ,1 2 åñëè N è P íå÷åòíûå. Çàìåòèì, ÷òî ñòðóê-
òóðà, èìåþùàÿ ÷åòíîå N è íå÷åòíûå P è Q , íå ñóùåñòâóåò; ïðè r Q� �1çíà-
÷åíèå Q ìîæåò áûòü ÷åòíûì èëè íå÷åòíûì, à ïðè r Q� �1÷åòíîñòü Q ñîâ-
ïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ N.

Ïðåäñòàâèì B q( ) â âèäå òðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ B q( ) �
� � �B q B q B q( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 1 2 òàêèõ, ÷òî

B q A B q q q Q( ) ( )( ) ; ( ) { , , ... , };0 0 1 2 1� � � � �

B q Q Q Q S Q( ) ( ) { , , , ... , ( ) };1 1 2 1 1� � � � �

B q S Q S Q t q( ) ( ) {( ) ,( ) , ... , }.2 1 1 1� � � � �

Ýëåìåíòàìè óêàçàííûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ âåð-
øèí ãðàôà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè ïîäãðàôà ãðàôà G, èíäóöèðóåìûõ ìíî-
æåñòâàìè âåðøèí V V( ) ( ),0 1 è V ( ):2

G V E V A B q A
q

Q
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ); ( ) ;0 0 0 0 0

0

1

� � � �
�

�

�

G V E E V A B q
q

Q
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ); ( );1 1 1 0 1 1

0

1

� � � �
�

�

�

G V E E V A B q
q

Q
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ); ( ),2 2 2 0 2 2

0

1

� � � �
�

�

�

ãäå E E( ) ( ),0 1 è E ( )2 – ìíîæåñòâà äóã, èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì èç V V( ) ( ),0 1 è

V ( ).2

Ï ð è ì å ð. Äëÿ ( )6 15� -ãðàôà ïðè t � 44èQ �6èìååì: A �{ , , , , , },0 1 2 3 4 5
V ( ) { , , , , , },0 0 1 2 3 4 5� V ( ) { , , , , , , ... , },1 0 1 2 3 4 5 41� V ( ) { , , , , , , ... , , ... , }.2 0 1 2 3 4 5 42 49�

Ýêâèâàëåíòíûå íóìåðàöèè. Êàê áûëî îòìå÷åíî, ñòðóêòóðíàÿ æèâó-
÷åñòü äèàãíîñòè÷åñêîãî âëîæåííîãî ãðàôà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðå÷èñëåíèåì
îïèñàíèé òåñòîâûõ ñâÿçåé åãî ãðàôà ïðåäñòàâèòåëåé, êîòîðîå íàçûâàåì ðÿ-
äîì îïèñàíèé (RD). ×àñòü ðÿäà îïèñàíèé, îòíîñÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ïîä-
ãðàôó G1 ãðàôà ïðåäñòàâèòåëåé, îáîçíà÷àåì RD( ).G1

Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Òåñòîâûå ñâÿçè ñ îïèñàíèÿìè ~ (| |, | | )w x yij ij1 � è
~ (| |, | | )w x ykl kl2 � íàçûâàåì ýêâèâàëåíòíûìè: ~ ~ ~ ,w w1 2 åñëè | | | |x xij kl� è
| | | |.y yij kl�

Ñîåäèíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýêâèâàëåíòíûì òåñòîâûì ñâÿçÿì, äëÿ çà-
äàííîãî âëîæåíèÿ èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ 
 ñòðóêòóðíîé
æèâó÷åñòè [3]. Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðèìåíèìû òàêæå ê ðÿäàì îïè-
ñàíèé â öåëîì è ê ëþáûì âûäåëåííûì èõ ôðàãìåíòàì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4. Ïóñòü num1 è num2 – íåêîòîðûå íóìåðàöèè äëÿ
çàäàííîãî âëîæåíèÿ ( , , , ),H W x y à RD(num1) è RD(num2) – ïîðîæäàåìûå
èìè ðÿäû îïèñàíèé. Åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà RD(num1) íàéäåòñÿ ýê-
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âèâàëåíòíûé åìó ýëåìåíò RD(num2), òî óêàçàííûå ðÿäû îïèñàíèé ýêâèâà-
ëåíòíû: RD(num1) ~ RD(num2), à ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ
ñòðóêòóðíîé æèâó÷åñòè ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, RD(num1) ~ RD(num2) �
� 
 
(num1) = (num2).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäãðàôû G G G( ) ( ) ( ), ,0 1 2 è îòíîñÿùèåñÿ ê íèì ôðàã-

ìåíòû ðÿäà îïèñàíèé RD.
Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ çàäàííîãî âëîæåíèÿ ( , , , )H W x y ÷àñòü

RD( , )( ) ( )G G0 1 èíâàðèàíòíà ê íåñìåùåííîé íóìåðàöèè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîäãðàô G ( )0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèåíòè-
ðîâàííûé ïîäãðàô ïîëíîãî (îðèåíòèðîâàííîãî) ãðàôà K V Ep p� ( , ),( )0 èíäó-

öèðîâàííîãî ìíîæåñòâîì V ( ),0 è òàêîé, â êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ îòíîøåíèå

ñìåæíîñòè ãðàôà K p.
Â ñàìîì äåëå, äëÿ çàäàííîãî V Q( ) { , , ... , }0 0 1 1� � êàæäîìó ñî÷åòàíèþ ýëå-

ìåíòîâ èç V ( )0 ïî äâà îòâå÷àåò ïàðà ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûõ äóã ïîë-

íîãî ãðàôà. Çíà÷èò, äëÿ ãðàôà K p ðÿä îïèñàíèé ñîäåðæèò îïèñàíèÿ âñåõ âîç-
ìîæíûõ òåñòîâûõ ñâÿçåé ìåæäó åãî âåðøèíàìè.

Ïî ïîñòðîåíèþ â ïîäãðàôåG ( )0 êàæäàÿ âåðøèíà q1 ñâÿçàíà ñî âñåìè âåð-

øèíàìè q2 , óäîâëåòâîðÿþùèìè îòíîøåíèþ q q1 2� . Ýòî îòíîøåíèå êàæäîé
ïàðå ( , )q q1 2 ãðàôà K p ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå â òî÷íîñòè îäíó äóãó ( , )q q1 2 �

�E ( )0 ãðàôà G ( ).0 Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîé íóìåðàöèè â RD( )( )G 0 âõîäèò

îïèñàíèå òåñòîâîé ñâÿçè ( , )q q1 2 èëè ( , )q q2 1 äëÿ âñåõ q q V1 2
0, .( )� Ýòî äî-

êàçûâàåò, ÷òî RD( )( )G 0 íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà íóìåðàöèè âåðøèí îïîðíîãî

êëàñòåðà.
Ãðàô G ( )1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô: G K Q Z

( )
, ,1 � ãäå

Z V A� �( ) .1 Ñâîéñòâà èñïîëüçóåìîé íóìåðàöèè òàêîâû, ÷òî èçìåíåíèå âçà-

èìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íîìåðîâ â îïîðíîì êëàñòåðå íå ìåíÿåò ñîñòàâà äðóãèõ
êëàñòåðîâ è âåäåò òîëüêî ê ïåðåìåíå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íîìåðîâ â
êàæäîì îòäåëüíîì êëàñòåðå. Ïîëíîòà G ( )1 îçíà÷àåò, ÷òî RD( )( )G 1 ñîäåðæèò

îïèñàíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ òåñòîâûõ ñâÿçåé èç A â B q
q

Q
( ) ( ).1

0

1

�

�

� Ñëåäîâàòåëüíî,

RD( )( )G 1 òàêæå íå çàâèñèò îò èñïîëüçîâàííîé íóìåðàöèè.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ çàäàííîãî âëîæåíèÿ ( , , , )H W x y çíà÷åíèå 
( , )( ) ( )G G0 1

íå çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîé íåñìåùåííîé íóìåðàöèè.
Îñíîâûâàÿñü íà óòâåðæäåíèè 1, ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ

ðàñ÷åòà ñòðóêòóðíîé æèâó÷åñòè ïðè ñðàâíèòåëüíîì èçó÷åíèè íóìåðàöèé
(äëÿ çàäàííîãî âëîæåíèÿ ÷èñëî íóìåðàöèé ðàâíî ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê èç Q
ýëåìåíòîâ). Ðàññ÷èòûâàòü íåîáõîäèìî òîëüêî ÷àñòü RD, ñâÿçàííóþ ñ
RD( ).( )G 2 Ñëîæíîñòü ýòîé çàäà÷è èìååò ïîðÿäîêO Q( ),2 òîãäà êàê ñëîæíîñòü

îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðíîé æèâó÷åñòè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ óòâåðæ-
äåíèÿ 1 èìååò ïîðÿäîê O tQ( ).

Îáîçíà÷èì M �è ��M òîïîëîãè÷åñêèå ìàòðèöû, îòíîñÿùèåñÿ ê êëàñòåðàì
S �1è S. Òîãäà ïðè íåñìåùåííîé íóìåðàöèè, åñëè â M òîïîëîãè÷åñêèé ýëå-
ìåíò mji èìååò çíà÷åíèå q q Q, { , , ... , },� �0 1 1 âî-ïåðâûõ, â M � òîïîëî-

ãè÷åñêèé ýëåìåíò �mji ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ( )S Q q� �1 (äëÿ ïðîñòîòû áóäåì
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çàïèñûâàòü ýòî â âèäå ] [ ( ) ),� � � �m S Q qji 1 à, âî-âòîðûõ, â ��M òîïîëîãè÷åñ-

êèé ýëåìåíò ��mji ïðèíèìàåò çíà÷åíèå SQ q� , êîãäà Q r� � �1 0 è q r� , â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå �� � �mji . Íàçîâåì ýëåìåíòû �mji è ��mji ïåðâè÷íûì è âòî-

ðè÷íûì îáðàçàìè ýëåìåíòà mji; ýëåìåíò mji ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì ýëåìåíòîâ
�mji è ��mji.

G
(2) -ãðàô. Ãðàô G V E( ) ( ) ( )( , )2 2 2� áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü

÷åòûðåõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ G G G G
1

2

2

2

3

2

4

2( ) ( ) ( ) ( ), , , , èíäóöèðîâàííûõ ñîîò-

âåòñòâåííî ìíîæåñòâàìè âåðøèí: V A B Sc1

2 1( ) { , ( )},� � V A B Sr r2

2 1( ) { , ( )},� �

V A B Sc r3

2 1( ) { , ( )},� � V A B Sr r4

2( ) { , ( )}.�

Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâîV A( )2 � â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîäìíîæåñòâ òåñòè-

ðóåìûõ âåðøèí èç êëàñòåðîâ S �1è S :

B q B S B S B Sc r r

q

Q
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),2

0

1

1 1� � � � �
�

�

�

ãäå B S B qc

q

Q

( ) ( )( )� �
�

�

1 2

0

1

� – ìíîæåñòâî âåðøèí èç ( )S �1 -êëàñòåðà, òåñòèðóå-

ìûõ âñåìè âåðøèíàìè èç A; B Sr ( )�1 – îñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí èç

( )S �1 -êëàñòåðà; B S SQ SQ SQ rr ( ) { , , ... , }� � � �1 1 – ìíîæåñòâî òåñòèðóå-
ìûõ âåðøèí èç S-êëàñòåðà.

Êàê áûëî îòìå÷åíî, r B Sr� ( ) . Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ r Q� �1

ìîùíîñòü m ìíîæåñòâà B Sc ( )�1 ñîñòàâëÿåò m Q r Q r� � � � � �( ) ,1 1 èëè
m Q� � �2 , à B S Q mr ( ) .� � �1

Îáîçíà÷èì A Ac � òàêîå, ÷òî A mc � �{ , , , ... , },0 1 2 1 è A A Ar c� � . Ïóñòü
A* � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A. Ìíîæåñòâî A* îáùåãî âèäà

îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.
Ñâîéñòâî 1. Äëÿ ëþáîãî A A* � âûïîëíÿåòñÿ

B q S Q S Q t q
q A

( )
min( ) {( ) , ( ) , ... , },

*

2 1 1 1� � � � �
�
�

ãäå q min – ýëåìåíò èç A*, èìåþùèé íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñâîéñòâî 2. Åñëè A Ar
* ,� òî B q B S

q Ar

( ) ( ) ( ).2 1� �
�
�

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ âñÿêèõ íóìåðàöèé num1 � num2 çàäàííîãî âëîæå-
íèÿ ( , , , )H W x y

RD num1 RD num2( , : ) ~ ( , : ).( ) ( ) ( ) ( )G G G G
1

2

2

2

1

2

2

2

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ïîñòðîåíèÿ ãðàôà G ( )2 ñëåäóåò, ÷òî äâó-

äîëüíûé ãðàô, èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì V
1

2( ), ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Èç
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ñâîéñòâà 2 âûòåêàåò, ÷òî äâóäîëüíûé ãðàô, èíäóöèðóåìûé ìíîæåñòâîì V
2

2( ),

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Çíà÷èò, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè ðÿäà îïèñàíèé èí-
âàðèàíòíû ê èñïîëüçóåìîé íóìåðàöèè âåðøèí îïîðíîãî êëàñòåðà, ÷òî è òðå-
áîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ñðàâíåíèè íóìåðàöèé äîñòà-

òî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì RD( , ).( ) ( )G G
3

2

4

2

Âåëè÷èíà m B Sc� �( )1 ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå
ïðè r Q� �1. Â ýòîì ñëó÷àå â ãðàôå G ( ):2 A Ac � , B S B Sc ( ) ( ),� � �1 1

B Sr ( ) .� ��1 Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè r Q� �1 ãðàô G ( )2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

äâóäîëüíûé ãðàô, èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí { , ( )}.A B Sr Îí ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ïîëíîãî îðèåíòèðîâàííîãî âçâåøåííîãî äâóäîëüíîãî ãðà-
ôà KA B S, ( ) , èíäóöèðîâàííîãî ìíîæåñòâîì { , ( )},A B S ãäå B S( ) – ïåðâè÷íûå
îáðàçû ýëåìåíòîâ îïîðíîãî êëàñòåðà, îïèñûâàåìûå ìàòðèöåé M �.

Ïðåäñòàâèì ãðàô KA B S, ( ) â ÿðóñíîé ôîðìå. ßðóñû ñîïîñòàâèì ñ ýëåìåí-
òàìè òîïîëîãè÷åñêîé ìàòðèöû M è óïîðÿäî÷èì ïî âîçðàñòàíèþ èíäåêñîâ åå
ýëåìåíòîâ; íóìåðàöèÿ ÿðóñîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ Q. Â ãðàôå KA B S, ( )

ê ÿðóñó k k Q, , ( ),� �0 1 îòíîñÿòñÿ ýëåìåíò mji ìàòðèöû M, äëÿ êîòîðîãî âû-

ïîëíÿåòñÿ k jw i Q� �( ) ,mod è îáðàç ýòîãî ýëåìåíòà, ò. å. ê îäíîìó ÿðóñó îò-
íîñÿòñÿ ýëåìåíòû èç îäíîãî êëàññà ñìåæíîñòè. Ýëåìåíòû k-ãî ÿðóñà îáî-

çíà÷èì Lk è �Lk , ãäå L Ak � è � �L B Sk ( ). Âåñ äóãè ( , ),L Lk k1 2
� k k Q1 2 0 1, ,( ),� �

ãðàôà KA B S, ( ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïèñàíèå òåñòîâîé ñâÿçè ( , ).m mji ji� Îí

îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìåñòîì ýëåìåíòîâ, ñîïîñòàâëåííûõ ñ âåðøè-
íàìè Lk1

è �Lk2
, â ìàòðèöàõ M è M � ñîîòâåòñòâåííî. Ýòîò âåñ íå çàâèñèò îò

èñïîëüçóåìîé íóìåðàöèè (ò. å. îò çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ýëåìåíòîâ òî-
ïîëîãè÷åñêîé ìàòðèöû). Â ñâÿçè ñ ýòèì ñàì ãðàô è âåñà åãî äóã íàçûâàåì òî-
ïîëîãè÷åñêèìè.

Íóìåðàöèÿ âåðøèí ðàáî÷åãî ãðàôà îòîáðàæàåòñÿ ïðèñâîåíèåì âåðøè-
íàì KA B S, ( ) âåñîâ, êîòîðûå ðàâíû çíà÷åíèÿì ñîïîñòàâëåííûõ èì ýëåìåíòîâ
òîïîëîãè÷åñêèõ ìàòðèö M è M �. Òàêèì îáðàçîì, âåñà âåðøèí ãðàôà KA B S, ( )

çàäàþò ïîäãðàô G V E( ) ( ) ( )( , )2 2 2� ñîãëàñíî ïðàâèëó: äóãà ( , ) ,( )L L Ek k1 2

2� �

åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ âåñîâ vk1
è �vk 2

âåðøèí Lk1
è �Lk2

âûïîëíÿåòñÿ

v vk k t
1 2
� � � .
Ïî óìîë÷àíèþ èñïîëüçóåì âåñà âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèþ

ýëåìåíòîâ òîïîëîãè÷åñêîé ìàòðèöû îïîðíîãî êëàñòåðà ñîãëàñíî ïðàâèëó
] , [ .j i wj i� �

Êîíñòðóêöèÿ äâóäîëüíîãî ãðàôà KA B S, ( ) äëÿ ðàáî÷åãî ( )4 8� -ãðàôà ïðè

t �15, Q � �1 4è r Q� � �1 3ïîêàçàíà ïóíêòèðîì íà ðèñ. 2, a. Ïðåäñòàâëåííî-
ìó íà ýòîì ðèñóíêå âëîæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò g g0 1 , à
íóìåðàöèè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 2, b, – âåñà âåðøèí ãðàôà KA B S, ( ) . Äóãè

ãðàôà G ( )2 çäåñü âûäåëåíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè.

Ñâîéñòâî 3. Â ãðàôå G ( )2 ïðè r Q� �1:

3.1. Äëÿ âñÿêèõ q A� è q t Q q� � � � , q B S�� ( ), ñòåïåíè âåðøèí q è q�
ðàâíû çíà÷åíèþ q.
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3.2. Äëÿ âñÿêîãî q A q Q� �, , ,1 âûïîëíÿåòñÿ B S B q t q( ) ( ) { ,� � �
t q t� � �1 1,... , }.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû mji è �mji çàíèìàþò îäíî è òî æå òîïîëîãè÷åñêîå
ìåñòî â ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàñòåðàõ, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà, íå
çàâèñÿùèå îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà r.

Ñâîéñòâî 4. Äëÿ ëþáûõ m m M1 2, � è èõ îáðàçîâ � � � �m m M1 2, âûïîëíÿ-
åòñÿ ~( , ) ~ ~( , ).w m m w m m1 1 2 2� �

Ñâîéñòâî 5. Äëÿ ëþáûõ m m M1 2, � è èõ îáðàçîâ � � � �m m M1 2, âûïîëíÿåò-
ñÿ ~( , ) ~ ~( , ).w m m w m m1 2 1 2� �

Ïóñòü mi – íåêîòîðûé ñòîëáåö, à mj – íåêîòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû M. Îïè-
ðàÿñü íà ñâîéñòâà 4 è 5, ëåãêî ïîëó÷èòü

Ñâîéñòâî 6. Äëÿ ëþáûõ m m mi1 2, � è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà m Mk � �
êîìïîíåíòû x îïèñàíèÿ ñâÿçåé ~( , )w m mk1 è ~( , )w m mk2 ñîâïàäàþò: x m mk1, �
� x m mk2 , .

Ñâîéñòâî 7. Äëÿ ëþáûõ m m mj1 2, � è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà m Mk � �
êîìïîíåíòû y îïèñàíèÿ ñâÿçåé ~( , )w m mk1 è ~( , )w m mk2 ñîâïàäàþò: ym mk1, �
� y m mk2 , .

Çàìåòèì, ÷òî, áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè ( )S �1 - è S-êëàñòåðîâ è îïîðíîãî,
ïðè r Q� �1àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà èìåþò ìåñòî òàêæå äëÿ ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèö M è ��M .

Ðàññ÷èòàåì çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò îïèñàíèÿ òåñòîâîé ñâÿçè ìåæäó ïðîèç-
âîëüíî âûáðàííûì ýëåìåíòîì îïîðíîãî êëàñòåðà è åãî ïåðâè÷íûì îáðàçîì
äëÿ âëîæåíèÿ, èìåþùåãî r Q� �1, ò. å. îïðåäåëèì âåñà äóã òîïîëîãè÷åñêîãî
ãðàôà KA B S, ( ) , èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì îäíîãî ÿðóñà. Îáîçíà÷èì êîìïî-
íåíòû ýòîé òåñòîâîé ñâÿçè ïî íàïðàâëåíèþ îáðàçóþùèõ g 0 è g1 ÷åðåç KW è

KH ñîîòâåòñòâåííî.
Ëåììà 1. Åñëè äëÿ âëîæåíèÿ ( , , , )H W x y âûïîëíÿåòñÿ r Q� �1, òî

K
W W

W �
�
�
�

��

2

0

, åñëè åòíîå;

â ïðîòèâíîì ñëó àå,

x

x

K
H H

H �
�
�
�

2

0

, åñëè åòíîå;

â ïðîòèâíîì ñëó àå.

x

x

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå (1) çíà÷åíèå r èç
óñëîâèÿ ëåììû, ïîëó÷èì t SQ Q Q SQ� � � � � �1 1. Ïîñêîëüêó ïðè r Q� �1

6*
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çíà÷åíèå N ÷åòíî, òî t N� �( ) .2 2 Îòñþäà ( ) ,N SQ� � �2 2 1 èëè N SQ�2 .
Òàê êàê N PQ� , òî P S�2 . Äðóãèìè ñëîâàìè, S-êëàñòåð, ñîäåðæàùèé òåñòè-
ðóåìûå âåðøèíû, ðàâíîóäàëåí îò îïîðíîãî êëàñòåðà íà S øàãîâ ïî íàïðàâëå-
íèþ ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà g gx y

0 1
è íà S øàãîâ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî m Mji � è åãî îáðàçà � � �m Mji ïóòü èç mji â �mji

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ( )g gx y S
0 1

èëè â âèäå ( ) ,g gx y S
0 1

� � îòêóäà ( )g gx y S
0 1

�

� � �( ) ,g gx y S
0 1

èëè g g ISx Sy
0
2

1

2 � . Ýòîìó ãðóïïîâîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñîîòâåòñò-

âóåò ñèñòåìà ñðàâíåíèé

2 0

2 0

Sx W

Sy H

 

 

�
�
�

mod

mod

;

.

(2)

Ïîñêîëüêó S-êëàñòåð íå ñîâïàäàåò ñ îïîðíûì, âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç
íåñðàâíåíèé:

Sx W

Sy H

�

�

�
�
�

0

0

mod

mod

;

.

(3)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè àíàëèçà, ïðèìåì, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ ïåðâîå èç íåñðàâíåíèé (3). Ïóñòü Sx K WW mod , ãäå KW – öåëîå è
KW � 0. Ðàññìîòðèì êîëüöåâîé ãðàô ïîðÿäêà W. Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ

2 0Sx W

Sx K WW

 

 

�
�
�

mod

mod

;

,

èëè 2K cWW � , ãäå c – öåëîå; îòñþäà K cWW � 2. Èç ñâîéñòâ êðàò÷àéøåãî
ïóòè â êîëüöåâîì ãðàôå ñëåäóåò, ÷òî KW åñòü ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ
ïðè c�{ , }.0 1 Âåëè÷èíà KW íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ x è ïðèíèìàåò öåëî÷èñëåí-
íîå çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò íóëÿ, òîëüêî äëÿ ÷åòíîãî W. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
íå÷åòíîì W ïîëó÷àåì KW �0, à ïðè ÷åòíîì – K WW � 2. Äîêàçàòåëüñòâî ëåì-
ìû çàâåðøåíî.

Àíàëîãè÷íûé àíàëèç, âûïîëíåííûé äëÿ r Q� �1, äàåò ñëåäóþùèå ðå-
çóëüòàòû.

Ëåììà 2. Åñëè äëÿ âëîæåíèÿ ( , , , )H W x y âûïîëíÿåòñÿ r Q� �( ) ,2 1 òî

K
W x W x x W W x

x
W �

� �( ) ,2 2åñëè è åòíîå è èëè åñëè è íå åòíîå;x x

2 2, ,åñëè è åòíîå èW x x Wx �

�
�
�

K
H x H y y H H y

y
H �

� �( ) ,2 2åñëè è åòíîå è èëè åñëè è íå åòíîå;x x

2 2, .åñëè è åòíîå èH y y Hx �

�
�
�

Ëåììà 3. Åñëè äëÿ âëîæåíèÿ ( , , , )H W x y âûïîëíÿåòñÿ r Q� �( ) ,1 2 òî

K W x

K H y

W

H

� �

� �

�
�
�

( ) ;

( ) .

2

2
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Ïðè r Q� �1 âåñà äóã òîïîëîãè÷åñêîãî ãðàôà, èíöèäåíòíûå âåðøèíàì
îäíîãî ÿðóñà, îäèíàêîâû. Îïðåäåëèì òåïåðü âåñà äóã ìåæäó âåðøèíàìè ðàç-
íûõ ÿðóñîâ òîïîëîãè÷åñêîãî ãðàôà.

Ëåììà 4. Ïðè r Q� �1 äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ m m Mj i j i1 1 2 2
, � òà-

êèõ, ÷òî ] [j i i1 1 � è ] [ ,j i j2 2 � i j i j A� �, , , âûïîëíÿåòñÿ ~( , ) ~ ~( , ).w i j w j i� �
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì g g g g g g g gx y x y x y x y

i i j j i i j j

0 1 0 1 0 1 0 1
, , ,� � � �

ãðóïïîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ âåðøèí i j i j, , ,� � ñîîòâåòñòâåííî. Â òåðìèíàõ òåî-
ðèè ãðóïï âûðàæåíèå ~( , ) ~ ~( , )w i j w j i� � çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

g g g g
x y x yj i j i j i j i

0 1 0 1

| | | | | | | |, , , , .� � � �� Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ ñèñòåìû ñðàâ-

íåíèé

x x x x W

y y y y H

j i i j

j i i j

� �

� �

�  �

�  �

�
�
�

��

mod

mod

;

.
(4)

Ñðàâíåíèÿ (4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìî, êàê ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
êîëüöåâûõ ãðàôîâ ñ ÷èñëîì âåðøèí W è H.

Ðàññìîòðèì äëÿ êîíêðåòíîñòè óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ
èç (4). Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 6 îïèñàíèÿ òåñòîâûõ ñâÿçåé ïî êîìïîíåíòå x ñîâïà-
äàþò äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñòîëáöû, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò
âåðøèíû i j i j, , , .� � Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáåðåì i è j i j, ,� èç íóëåâîé ñòðî-
êè îïîðíîãî êëàñòåðà: i j w, { , , ... , ( )}.� �0 1 1

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí êîëüöåâîé ãðàô ïîðÿäêà W, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
ïðîåêöèþ ðàáî÷åãî ãðàôà íà öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó CW ; x x x xi i j j, , ,� � –
ïðîåêöèè íà CW ñòîëáöîâ òîïîëîãè÷åñêîé ìàòðèöû, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò
ýëåìåíòû i i j j, , ,� �ñîîòâåòñòâåííî. Âñëåäñòâèå ñâîéñòâà 5 âûïîëíÿåòñÿ ñî-

îòíîøåíèå x x x x aj i j i� � � �� � ; äëÿ ýëåìåíòà i è åãî îáðàçà i� âûïîëíÿåò-

ñÿ x x x x Ki i j j W� �� � � � . Ðàññìîòðèì îïèñàíèÿ òåñòîâûõ ñâÿçåé ( , )x xi j � è

( , ).x xj i � Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî äëèíà ñâÿçè ( , )x xi j � ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó

( ),K aW � à äëèíà ñâÿçè ( , )x xj i � – âåëè÷èíó ( ).K aW � Ïî óñëîâèþ î äëèíå

êðàò÷àéøåãî ïóòè K WW 
 � 	2 . Êðîìå òîãî, ðàññòîÿíèå a w
 �1, ïðè÷åì

w W
 � 	2 . Ñëåäîâàòåëüíî, ( ) .K a WW � � � 	2 Óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ îïèñàíèÿ

òåñòîâûõ ñâÿçåé ( , )x xi j � è ( , )x xj i � ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( ) ( ) ,K a K a WW W�  � mod (5)
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èëè ( ) ( ) ,K a K a WW W�  � � mod ãäå �  �p W W p Wmod mod( ) . Èç ïîñëåä-
íèõ äâóõ ñðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî ( ) ( ) ,K a K a WW W�  � � mod îòêóäà 2KW  
 0modW. Òîãäà ñðàâíåíèå (5) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè KW ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà{ , },0 2W ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âûïîëíÿåòñÿ ëèøü
ïðè r Q� �1.

Ïîñêîëüêó äëÿ çàäàííîãî W ïðè ëþáîì h ðàáî÷èé ãðàô èìååò îäèíàêî-
âóþ ïðîåêöèþ íà öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó CH , âûøåïðèâåäåííîå ñïðàâåä-
ëèâî òàêæå äëÿ h �1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè r Q� �1 âûïîë-
íÿåòñÿ âòîðîå âûðàæåíèå èç (4).

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè r Q� �1 äëÿ ëþáûõ i j A, � âûïîëíÿåòñÿ ~( , ) ~w i j �
~ ~( , ).w j i�

Èòàê, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè r Q� �1 ãðàô KA B S, ( ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ðàâíîâåñíîñòè: äëÿ ëþáîé ïàðû ÿðóñîâ äâóäîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ãðàôà

KA B S, ( ) , ñîäåðæàùèõ âåðøèíû L Li i, � è L Lj j, ,� i j Q, , ( ),� �0 1 âåñà äóã ( , )L Li j�

è ( , )L Lj i� ñîâïàäàþò.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïðè r Q� �1äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåñìåùåííûõ íóìåðà-
öèé num1 è num2 RD num1 RD num( ( )) ~ ( ( )).( ) ( )G G2 2 2

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàçîâåì äóãè ãðàôà KA B S, ( ) , ñâÿçûâàþùèå

âåðøèíû ðàçíûõ ÿðóñîâ, òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷àþùèìèñÿ. Ïðè ÷èñëå ÿðó-

ñîâ Q â ãðàôå KA B S, ( ) èìååòñÿ â òî÷íîñòè f Q k
k

Q

( ) �
�

�

!
0

1

ïàð òîïîëîãè÷åñêè

ðàçëè÷àþùèõñÿ äóã. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäãðàô G ( )2 ãðàôà KA B S, ( ) ïðè íóìå-

ðàöèè, èñïîëüçóåìîé äëÿ âåðøèí òîïîëîãè÷åñêîé ìàòðèöû M (íàçîâåì åå
num1), ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí ýêçåìïëÿð êàæäîé èç òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè-
÷àþùèõñÿ äóã. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîäãðàô G ( ) ( )2 1num ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì îò-

íîñèòåëüíî îïåðàöèè âêëþ÷åíèÿ â íåãî òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷àþùèõñÿ äóã.
(Îòìåòèì äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ, ÷òî äóãè âèäà ( , )L Li i� íå âõîäÿò â ïîäãðàô
G ( ) ( ).)2 1num Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íóìåðàöèè num2 ñîîòâåòñòâóþùèé ïîäãðàô

G ( ) ( )2 2num ñ íåâçâåøåííûìè äóãàìè èçîìîðôåí ïîäãðàôó G
3

2 1( ) ( )num ñ íå-

âçâåøåííûìè äóãàìè. Ýòî ðåçóëüòàò òîãî, ÷òî â ãðàôå G V E( ) ( ) ( )( , )2 2 2� äóãà

( , ) ,( )i j E� � 2 i A j B S� ��, ( ), åñëè è òîëüêî åñëè i j t� �� . Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé

íóìåðàöèè â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäãðàôå G
3

2( ) íåò íè îäíîé ïàðû òîïîëîãè-

÷åñêè îäèíàêîâûõ äóã, òî ïîäãðàôû G
3

2 1( ) ( )num è G
3

2 2( ) ( )num ñ âçâåøåííûìè

äóãàìè òàêæå èçîìîðôíû, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Èç óòâåðæäåíèé 1 è 3 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 3. Ïðè r Q� �1äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåñìåùåííûõ íóìåðàöèé

num1 è num2 çàäàííîãî âëîæåíèÿ ( , , , )H W x y âûïîëíÿåòñÿ 
 �( )num1
�
( ).num2

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî âåëè÷èíà r ñëóæèò ïðèçíàêîì íåçàâè-
ñèìîñòè ñòðóêòóðíîé æèâó÷åñòè âëîæåíèÿ îò íóìåðàöèè. Èñïîëüçîâàíèå
ýòîãî ïðèçíàêà ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü òðóäîåìêîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ
W è H ðàáî÷åé ñòðóêòóðû ÂÑ è íóìåðàöèè åå ìîäóëåé, ïðè êîòîðûõ äîñòèãà-
åòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñòðóêòóðíîé æèâó÷åñòè âëîæåííîãî äèàãíîñòè-
÷åñêîãî ãðàôà.
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Çàêëþ÷åíèå. Èçó÷åíû ñâîéñòâà öèðêóëÿíòíîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî ãðà-
ôà, âëîæåííîãî â ðàáî÷èé ãðàô ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.
Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ ââåäåííîãî ïîêàçàòåëÿ ñòðóê-
òóðíîé æèâó÷åñòè ôðàãìåíòîâ âëîæåííîãî ãðàôà îò íóìåðàöèè åãî âåðøèí.
Íàéäåíû ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå ïðèçíàêè èíâàðèàíòíîñòè ñòðóêòóðíîé
æèâó÷åñòè âëîæåííîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî ãðàôà ê èñïîëüçóåìîé íóìåðàöèè.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷
àíàëèçà è ñèíòåçà ÂÑ ìàêñèìàëüíîé æèâó÷åñòè, ïîñòàâëåííûõ â [3].
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