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Ðàññìîòðåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè òåëà ïî çàäàííûì ïîëîæåíèÿì îò-
äåëüíûõ åãî òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíÿõ òðåõìåðíîé ìîäåëè èëè íà ïî-
âåðõíîñòè. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïðîâåäåíèè ñïåöèàëüíûõ îð-
òîãîíàëüíûõ ëèíèé ïîëîæåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü óãëû îðèåíòàöèè è âû-
ïîëíÿòü íîðìàëèçàöèþ îáúåêòà äëÿ ïîñëåäóþùèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé.
Ïðèâåäåí ïðèìåð îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè òðåõìåðíîãî òåëà, ïðåäñòàâëåííî-
ãî íàáîðîì òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ïîâåðõíîñòè êîíóñà.

Ââåäåíèå. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè òåëà â òðåõìåðíîì ïðîñò-
ðàíñòâå âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ, íàïðèìåð ïðè ðàñ÷åòå òðàåê-
òîðèé è óïðàâëåíèè êîñìè÷åñêèìè àïïàðàòàìè, êîãäà íåîáõîäèìî îïåðèðî-
âàòü òðåõìåðíûìè ïîâîðîòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî òðè âåêòîðà îäíîçíà÷íî çàäà-
þò ïîëîæåíèå è îðèåíòàöèþ íåñèììåòðè÷íîãî òðåõìåðíîãî îáúåêòà â ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïåðâûé âåêòîð (îñü òåëà) îïðåäåëÿåò ëèíèþ ïîëîæåíèÿ îáúåêòà,
âòîðîé – íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì îáðàùåí îáúåêò, òðåòèé âåêòîð – ïîâîðîò íà
óãîë âîêðóã ãëàâíîé îñè. ×òîáû ïîëíîñòüþ çàäàòü îðèåíòàöèþ îáúåêòà, íå-
îáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî íàéòè íàïðàâëåíèå âäîëü ãëàâíîé îñè. Íàèáîëü-
øèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè, êîãäà íàáëþ-
äàåìîå òåëî ïðåäñòàâëåíî çàäàííûì ÷èñëîì õàðàêòåðíûõ íàáëþäàåìûõ
(ðåïåðíûõ) òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò èìåòü ñâîé «âåñ» èëè ÿðêîñòü.
Ðàíåå ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü äëÿ ïëîñêîãî ïîëóòîíîâîãî èçîáðà-
æåíèÿ [1]. Â ðàáîòå [2] çàäà÷à îðèåíòàöèè áûëà ïîñòàâëåíà äëÿ òðåõìåðíîãî
ñëó÷àÿ è ðåøàëàñü ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ïðåäëàãà-
åòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè îáúåêòîâ â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ëèíèè ïîëîæåíèÿ
òåëà â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü òðåõìåðíîå òåëî çàäàíî íàáîðîì N òî÷åê c êîîð-
äèíàòàìè ( , , ), , ... , ,x y z k Nk k k �1 êîòîðûì ïðèïèñàíû âåñà qk , èìåþùèå
ñìûñë, íàïðèìåð, ÿðêîñòè èëè âåñà. Âåñà òî÷åê âëèÿþò íà öåíòð ìàññ òåëà,
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ïîýòîìó èõ èçìåíåíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê íåîðäèíàðíîé ôîðìå òðàåêòîðèè
äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ è èçìåíåíèþ îðèåíòàöèè ñàìîãî òåëà. Â ýòîì ñìûñëå
î÷åíü âàæíî â íà÷àëå çàäà÷è îáåñïå÷èòü ïðàâèëüíîå çàäàíèå ðåïåðíûõ òî÷åê
îáúåêòà (òâåðäîãî òåëà) íà åãî ïîâåðõíîñòè.

Íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ïðÿìóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ëèíèþ òàê, ÷òîáû
ñóììà S êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò âñåõ òî÷åê íàáîðà äî äàííîé ëèíèè, óìíî-
æåííûõ íà âåñà òî÷åê, áûëà ìèíèìàëüíîé:
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ãäå ( , , )x y z – êîîðäèíàòû åãî öåíòðà òÿæåñòè.
Ëèíèÿ ïîëîæåíèÿ îáðàçóåò óãëû 
 � �, , ñ îñÿìè êîîðäèíàò OX OY OZ, , ,è

åå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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ãäå l m n, , – óãëîâûå êîýôôèöèåíòû ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå äîëæíû
áûòü îïðåäåëåíû â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è; x y z, , – êîîðäèíàòû ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè îáúåêòà.

Ðàññòîÿíèå îò k-é òî÷êè îáúåêòà äî èñêîìîé ëèíèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå [3]
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Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
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Âåëè÷èíû A F, ... , íàçîâåì ìîìåíòàìè èíåðöèè è â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì
êàê ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñëåäóåò íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåí-
íûì l m n, , è ïðèðàâíÿòü èõ ê íóëþ.
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ïîñëå íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
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êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [2]. Ïðåä-
ñòàâèì áîëåå ýôôåêòèâíûé ìåòîä åå ðåøåíèÿ.

Ìåòîä ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó
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Ïðèâåäåì ïîäîáíûå â ñèñòåìå (3) è ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:
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Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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Çäåñü « , »� � – çíàêè âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèé ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìó (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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Ëåììà 1. Ñèñòåìà (4) èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Iw w� � ,
ãäå � – íåêîòîðîå ÷èñëî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, «íàòÿíóòîãî» íà âåêòîðû w è
Iw, ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè âåêòîðû êîëëèíåàðíû.

Óðàâíåíèå Iw w� � èìååò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå, òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà � – ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû I.
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Ìàòðèöà îïåðàòîðà ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, ñëå-
äîâàòåëüíî, åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû [4]. Ñîáñòâåííûå âåêòî-
ðû ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè è ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâëÿþùèì âåêòîðàì ýë-
ëèïñîèäà, îïðåäåëÿþùåãî ïîëîæåíèå òåëà â ïðîñòðàíñòâå. Äëèíû îñåé ýë-
ëèïñîèäà ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì ÷èñëàì. Ïðè÷åì ìàêñèìàëüíîå ñîáñò-
âåííîå (õàðàêòåðèñòè÷åñêîå) ÷èñëî ñîîòâåòñòâóåò èñêîìîìó íàïðàâëåíèþ
ëèíèè ïîëîæåíèÿ. Âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé âòîðîìó ïî âåëè÷èíå ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ, çàäàåò íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì îáðàùåí îáúåêò. Òðåòèé ñîá-
ñòâåííûé âåêòîð îïðåäåëÿåò ïîâîðîò íà óãîë âîêðóã ãëàâíîé îñè.

Ïðèìåð îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè. Ðàññìîòðèì 25 òî÷åê áèíàðíîãî
èçîáðàæåíèÿ, ðàñïîëîæåííûõ íà êîíóñå x y z2 2 2 100� � â ñëó÷àéíîì ïî-

ðÿäêå (ñì. òàáëèöó). Öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ â òî÷êå (0,992, 0,352, 24,570). Ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû (4792,49, 121,27, 69,82). Îíè ñîîòâåòñòâóþò ñîáñò-
âåííûì âåêòîðàì (0,018, –0,069, –0,998), (0,043, –0,998, 0,040), (1,167, 0, 0).

Ïîëó÷åííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü íîð-
ìàëèçàöèþ îáúåêòà, ò. å. ïðèâîäèòü îáúåêòû ê ñòàíäàðòíîìó ïîëîæåíèþ äëÿ
ïîñëåäóþùåãî ñðàâíåíèÿ òðåõìåðíûõ îáúåêòîâ [2].

Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå ïîäõîä îïðåäåëåíèÿ îðè-
åíòàöèè òåëà îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ëèíèé ïîëîæåíèÿ. Â îòëè÷èå îò ðàíåå
ðàññìîòðåííîãî ïîäõîäà [2] îí îáõîäèòñÿ áåç ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòî-
äà ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Íàéäåííûå ëèíèè ïîëîæåíèÿ
ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü íîðìàëèçàöèþ è êîððåêòíîå ñîâìåùåíèå òðåõìåðíûõ
ìîäåëåé îáúåêòîâ, ÷òî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè
ñðàâíåíèÿ ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ.
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i xi yi zi i xi yi zi

1 2,014 0,3278 20,410 14 –2,832 1,9930 34,630

2 –2,120 3,9380 44,730 15 0,562 0,9030 10,640

3 0,515 –0,1550 5,373 16 0,029 –1,4900 14,910

4 –0,010 –0,7949 7,950 17 0,644 4,7720 48,150

5 –2,024 –1,1100 23,080 18 –2,840 –2,5600 38,200

6 0,690 –0,2440 7,320 19 0,568 1,3920 15,030

7 1,294 0,4052 13,560 20 –0,686 3,0180 30,950

8 –1,597 3,8280 41,480 21 –2,472 –1,9300 31,340

9 0,124 0,2372 2,676 22 2,735 –0,2700 27,480

10 2,580 –1,8500 31,790 23 –0,068 0,8384 8,411

11 3,136 3,1030 44,120 24 0,041 2,3280 23,290

12 –0,811 –1,8200 19,920 25 1,220 –4,5100 46,760

13 1,600 –1,5400 22,180
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