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Рассматривается возможный способ построения замкнутых систем оптимального быстро-
действия для не полностью определённых линейных моделей объектов управления с рас-
пределёнными параметрами параболического типа, обеспечивающий идентификацию в ре-
альном времени их параметрических характеристик по результатам наблюдения состо-
яния объектов. Структурно-параметрический синтез предлагаемых регуляторов исполь-
зует альтернансный метод расчёта оптимальных программных управлений. Приводится
представляющий самостоятельный интерес пример построения системы оптимального по

быстродействию управления процессом индукционного нагрева в характерных условиях

интервальной неопределённости значений начальной температуры и уровня тепловых по-
терь.
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родействию управление, альтернансный метод, функция переключения, структурно-пара-
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Введение. Классические методы построения алгоритмов и систем управления (СУ)
динамическими объектами разработаны применительно к соответствующим формальным

моделям управляемых процессов с полным объёмом необходимой информации об их свойст-
вах. В связи с этим возникает актуальная задача синтеза управляющих алгоритмов в прак-
тически всегда реализуемых условиях неопределённости характеристик объекта, обуслов-
ленной прежде всего неточным знанием его параметров и действием неконтролируемых

внешних возмущений.
В типичных ситуациях речь идёт об ограниченной (интервальной) неопределённос-

ти неизвестных величин, вся информация о которых исчерпывается заданными граница-
ми диапазона изменения их возможных значений. Указанная проблема является одной из
центральных и наиболее сложных в современной теории управления. Известные теоре-
тические результаты приводят к весьма сложному с точки зрения технической реализа-
ции алгоритмическому обеспечению предлагаемых стратегий управления неопределённы-
ми объектами даже для сравнительно простых модельных постановок подобных задач. В
соответствии с вышеизложенным самостоятельный интерес приобретает проблема разви-
тия прикладной теории управления динамическими объектами в условиях ограниченной
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неопределённости, позволяющей на основе дополнительной информации о фундаменталь-
ных закономерностях конкретной предметной области построить предельно упрощённые

в рамках заданной точности выполнения предъявляемых требований и технически реали-
зуемые структуры СУ.

В данной работе предлагаются возможные пути решения этой проблемы в наименее

изученной области управления объектами с распределёнными параметрами (ОРП), опи-
сываемыми уравнениями в частных производных параболического типа, применительно к
центральной задаче синтеза оптимальных по быстродействию регуляторов в характерных

условиях интервальной неопределённости параметрических характеристик ОРП.
Постановка задачи. Пусть управляемая функция состояния Q(x, t) ОРП описыва-

ется в зависимости от пространственной координаты x ∈ [x0, x1] и времени t ∈ [0, T ]
бесконечной системой дифференциальных уравнений для коэффициентов zn(t) разложения
Q(x, t) в сходящийся в среднем бесконечный ряд по некоторой полной ортонормированной
системе базисных функций ϕn(x), n = 1, 2, . . .:

dzn
dt

= fn(z, u, w, t), zn(0) = z0n, t ∈ [0, T ], n = 1, 2, . . . , (1)

Q(x, t) =
∞∑
n=1

zn(t)ϕn(x), x ∈ [x0, x1], (2)

применительно к типовой модели ОРП в форме стационарного пространственно одномер-
ного уравнения в частных производных параболического типа с краевыми условиями Ди-
рихле, Неймана или их линейной комбинацией [1]. Здесь z = (zn) — бесконечномерный

вектор фазовых координат; u(t) — сосредоточенное скалярное управляющее воздействие,
принадлежащее к классу кусочно-непрерывных функций; w ∈ Eq, 1 ≤ q < ∞, — вектор

неизменных во времени неопределённых параметров объекта, характеризующих внешние
и параметрические возмущения, и заданные функции fn удовлетворяют обычным требо-
ваниям по их гладкости.

Пусть далее информация о начальном состоянии z0 = (z0n) и значениях w исчерпыва-
ется условиями их принадлежности к компактным множествам Z0 и W :

z0 ∈ Z0; w ∈ W, (3)

а допустимые значения управления стеснены ограничением с известными величинами umin

и umax:

u(t) ∈ U ; ∀ t ∈ [0, T ], U = {u(t): umin ≤ u(t) ≤ umax ∀ t ∈ [0, T ]}. (4)

Каждой фиксированной паре значений неопределённых факторов y = (z0, w) ∈ Y =
= Z0×W при любом допустимом управлении u(t) соответствует определяемая решением
системы уравнений (1) траектория процесса z(t, u(·), y), оканчивающаяся в точке z1(y, T ) =
= z(T, u(·), y) в заданный или не фиксированный заранее конечный момент времени t = T ,
и управляемая функция состояния

Q(x, u(·), y, t) =
∞∑
n=1

zn(t, u(·), y)ϕn(x) (5)

согласно (2), а объединение этих траекторий по всем возможным величинам y при одном
и том же управляющем воздействии образует ансамбль [2]

Z(t, u(·), y) = Z(t, u(·), z0, w) =
⋃
{z(t, u(·), z0, w) | z0 ∈ Z0, w ∈ W, t ∈ [0, T ]}. (6)
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При заданных достижимых целевых множествах требования к конечному состоянию

системы, которые должны быть выполнены для всех y ∈ Y , в достаточно общем слу-
чае предъявляются в виде некоторого условия, гарантирующего «попадание» ансамбля с
допустимой погрешностью ε0 в заданную конечную точку z

∗ при любой возможной реа-
лизации значений z0 и w в предположении управляемости объекта (1)–(6) относительно
области фазового пространства, удовлетворяющей указанным требованиям. Если при этом
целевое множество определяется характерными для приложений чебышевскими оценками

допусков отклонения от z∗ [3], то такое условие может быть записано в форме допустимой
точности ε0 > 0 равномерного приближения конечного состояния объекта Q(x, u(·), y, T ) к
заранее фиксированному распределению Q∗(x) для всех возможных величин y ∈ Y [4]:

max
y ∈Y

[
max

x∈ [x0, x1]
|Q(x, u(·), y, T )−Q∗(x)|

]
≤ ε0, (7)

где Q∗(x) и z∗ связаны соотношением (2).
Пусть качество процесса управления оценивается функционалом

I1(u(·), y, T ) =

T∫
0

f0(z(t, u(·), y), u(t), y, t)dt+ F0(z(T, u(·), y), y, T )→ min
u(·)∈U

, (8)

где f0 и F0 — заданные достаточно гладкие функции своих аргументов.
При отсутствии дополнительной информации, снижающей степень неопределённости

исходных данных (3), можно сформулировать в соответствии с принципом гарантирован-
ного результата следующую минимаксную задачу робастной оптимизации при управлении

ансамблем траекторий (6) управляемого процесса.
Требуется найти программное оптимальное управление u∗(t) ∈ U , которое обеспечи-

вает для объекта (1)–(6) выполнение условия (7) при минимальном значении критерия
оптимальности

I2(u(·), T ) = max
y ∈Y

I1(u(·), y, T )→ min
u(·)∈U

. (9)

Способ решения этой задачи на основе альтернансного метода решения задач про-
граммного управления ОРП предложен в [5].

Если в крайней ситуации в СУ может быть получена в реальном масштабе времени

достоверная информация о реализуемой в каждом конкретном случае величине y = ỹ ∈ Y
путём наблюдения за поведением управляемой величины, то дальнейшая проблема сводит-
ся к детерминированной задаче построения замкнутой системы оптимального управления

с обратными связями, обеспечивающей перевод объекта (1), (2), (4) в конечное состояние
вида (7) с заданной точностью ε̃0(ỹ) ≤ ε0 при минимальном значении функционала (8) для
каждой из допустимых величин y = ỹ = (z̃0, w̃) ∈ Y :

max
x∈ [x0, x1]

|Q(x, u(·), ỹ, T )−Q∗(x)| ≤ ε̃0(ỹ). (10)

Очевидно, что в таком случае может быть обеспечен значительный выигрыш как по

величине критерия (9), так и по предельно достижимым значениям ε̃0(ỹ) в (10) по сравне-
нию с ε0 в (7). В пренебрежении инерционностью и погрешностями процедур наблюдения и
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идентификации величина ỹ определяется по некоторой заранее фиксированной детермини-
рованной зависимости F (Q(x, t)) от результатов всегда неполного наблюдения за текущим
состоянием Q(x, t) ОРП:

ỹ = (z̃0, w̃) = F (Q(x, t)), (11)

где F (Q(x, t)) следует выбрать из условий минимальной сложности технической реализа-
ции СУ на множестве возможных вариантов, обеспечивающих требуемую точность вы-
числения ỹ.

Достаточным основанием для подобного идеализированного описания идентификато-
ра, реализуемого в форме (11), является известная теорема разделения [6], согласно кото-
рой такое представление становится возможным при надлежащем проектировании наблю-
дателя состояния с требуемыми динамическими свойствами, эффективно функционирую-
щего в условиях воздействия случайных помех.

В итоге возникает задача проектирования идентификатора (11) и синтеза регулятора
u∗ = u∗(Q(x, t)), обеспечивающих решение детерминированной краевой задачи (1), (2), (4),
(10), (11) с минимальным значением критерия оптимальности (8) при z0 = z̃0, w = w̃ в (3).

Задача синтеза оптимальных по быстродействию систем управления де-
терминированными моделями ОРП. Рассмотрим сначала соответствующую детер-
минированную задачу (1)–(5), (8), (10), (11) синтеза оптимальной по быстродействию СУ
с f0(·) ≡ 1, F0(·) ≡ 0 в (8) для любого заранее фиксированного значения y = ỹ = (z̃0, w̃) ∈ Y .
Применительно к базовому критерию быстродействия оптимальное программное управле-
ние u∗(t) объектом (1), (2), (4), (10) при y = ỹ следует искать в классе релейных функций,
попеременно принимающих на промежутке [0, T ] только свои предельно допустимые зна-
чения umin и umax в (4) [7]. Тем самым u∗(t) определяется априори с точностью до числа
N и длительностей ∆i, i = 1, N , интервалов своего постоянства.

Синтез оптимального регулятора по общему методу фазового пространства [8] приво-
дит в такой задаче к технически нереализуемому алгоритму релейного управления

u∗(z) =
umax + umin

2
± umax − umin

2
signh(z) (12)

с обратными связями по всем координатам вектора z и гиперповерхностью переключения
h(z) = 0 в бесконечномерном пространстве состояний объекта (1), построение которой
практически невозможно.

Переход к реализуемой замкнутой СУ с неполным измерением состояния Q̃(x, t) =
= (Q(x̃j , t)) = Qj(t)), j = 1, N , в некоторых N точках x̃j ∈ [x0, x1] обеспечивается выбором

другой, отличной от h(z), функции переключения h1(Q̃, ỹ) в форме линейной комбинации
N сигналов обратной связи по измеряемым величинам Qj(t) с коэффициентами передачи
ρj(ỹ) [4]:

h1(Q̃, ỹ) =
N∑
j=1

ρj(ỹ)(QTj (ỹ)−Qj(t)), (13)

где QTj (ỹ) = Qj(T ) — значения Qj в конце оптимального процесса управления.

Если выбрать в качестве ρj(ỹ) нетривиальные решения однородной системы N − 1
линейных уравнений с N неизвестными:

N∑
j=1

ρj(ỹ)(QTj (ỹ)−Qj(t̃s)) = 0, s = 1, N − 1, (14)
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где t̃s, s = 1, N − 1, — расчётные моменты переключения оптимального по быстродейст-
вию программного управления u∗(t) релейной формы с N интервалами постоянства дли-
тельностью ∆∗i , i = 1, N , определяемые вместе с Qj(t̃s) и Q

T
j (ỹ) для заданной величины

ε̃0(ỹ) при расчёте u∗(t) альтернансным методом [4, 9, 10], то h1(Q̃, ỹ) в (13) меняет знак
при переходе через нуль вместе с h(z) при t = t̃s и только в эти моменты времени в силу
чебышевских свойств функции h1(Q̃, ỹ), которая не может иметь более N − 1 нулей на
[0, T ] 3 t [4, 9].

Здесь предполагается, что N = const ∀ ỹ 3 Y , например, в характерной ситуации ра-

венства ε̃0(ỹ) = ε
(N)
min(ỹ), когда допустимая погрешность равномерного приближения ε̃0(ỹ) в

(10) принимается равной её минимально достижимой величине ε
(N)
min(ỹ) в классе релейных

управлений рассматриваемого вида с N интервалами постоянства [4, 9, 10].

Таким образом, при замене h(z) в (12) величиной h1(Q̃, ỹ) из (13) алгоритм (13)
обеспечивает автоматическую отработку оптимального по быстродействию программного

управления u∗(t) для заранее фиксированного значения ỹ ∈ Y . В итоге получаем уравнение
оптимального регулятора в детерминированной задаче быстродействия

u∗(Q̃, ỹ) =
umax + umin

2
± umax − umin

2
signh1(Q̃, ỹ). (15)

Идентификация неопределённых факторов в реальном масштабе времени.
Построение замкнутой системы оптимального по быстродействию управления с регуля-
тором (13)–(15) в условиях интервальной неопределённости значений y ∈ Y требует до-
полнения её структуры идентификатором (11) реализуемых величин y = ỹ по результа-
там наблюдения текущего состояния QC(x, t) = (Q(x̄j , t) = Q̄j(t)) в некоторых r точках
x̄j ∈ [x0, x1], j = 1, r, частично или полностью совпадающего с измеряемыми величинами

Q̃(x, t) в (13)–(15) в зависимости от соотношения между числом N интервалов постоянст-
ва u∗(t) и размерностью r вектора y = (ym), m = 1, r, учитываемого в рассматриваемой
конкретной ситуации:

Qj(t) = Q̄j(t), j = 1, µ, µ = min{N, r}. (16)

Для некоторого заданного момента времени t0 ∈ (0,∆∗1) в пределах первого интервала
постоянства оптимального управления u∗(t) интегрирование уравнений (1) модели ОРП
позволяет найти в форме (2) непрерывные и непрерывно дифференцируемые зависимости
gj(y, t

0) от y для каждой из величин Q̄j(t
0), j = 1, r, при всех y ∈ Y .

Соответствующая система равенств

Q̄j(t
0) = gj(y1, y2, . . . , yr, t

0), j = 1, r, y ∈ Y, (17)

определяет значения y в окрестности некоторой заданной номинальной точки y = yH =
= (ymH), m = 1, r, как неявно заданные, однозначные, непрерывные и непрерывно диффе-
ренцируемые по всем аргументам функции

ym = Fm(Q̄1(t
0), Q̄2(t

0), . . . , Q̄r(t
0)), m = 1, r, (18)
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от наблюдаемых переменных Q̄j(t
0), если якобиан системы (17)

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂g1
∂y1

∂g1
∂y2

. . .
∂g1
∂yr

. . . . . . . . . . . .

∂gr
∂y1

∂gr
∂y2

. . .
∂gr
∂yr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y= yH

(19)

отличен от нуля в точке y = yH [11]. Последнее условие, как правило, можно считать
выполненным для системы r линейно независимых функций Q̄j(t), j = 1, r. По извест-
ным правилам дифференцирования неявно заданных функций [11] могут быть заранее
вычислены при заданных зависимостях gj(y, t

0) в (17) производные всех функций Fm в

(18) любого порядка по соответствующей комбинации переменных Q̄j в точке y = yH при
Q̄j = Q̄j(yH , t

0), j = 1, r. В частности, здесь

(∂ym
∂Q̄j

)
y= yH

=
1

J

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂g01
∂y1

. . .
∂g01

∂ym− 1
0

∂g01
∂ym+1

. . .
∂g01
∂yr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂g0j
∂y1

. . .
∂g0j

∂ym− 1
1

∂g0j
∂ym+1

. . .
∂g0j
∂yr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂g0r
∂y1

. . .
∂g0r

∂ym− 1
0

∂g0r
∂ym+1

. . .
∂g0r
∂yr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y= yH

,

g0k = gk(y1, . . . , yr, t
0)− Q̄k(t0), k,m, j = 1, r.

(20)

Аналогичным образом можно получить по правилам [11] и производные более высо-

кого порядка, например, следующие выражения для вторых производных
∂2ym

∂Q̄j∂Q̄s
:

( ∂2ym
∂Q̄j∂Q̄s

)
y= yH

= − 1

J

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂g01
∂y1

. . .
∂g01

∂ym− 1
Φ1js

∂g01
∂ym+1

. . .
∂g01
∂yr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂g0r
∂y1

. . .
∂g0r

∂ym− 1
Φrjs

∂g0r
∂ym+1

. . .
∂g0r
∂yr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y= yH

, (21)

где

Φkjs =
{[∂2g0k

∂y21

∂y1
∂Q̄s

+ . . .+
∂2g0k
∂y1∂yr

∂yr
∂Q̄s

] ∂y1
∂Q̄j

+ . . .

. . .+
[ ∂2g0k
∂yr∂y1

∂y1
∂Q̄s

+ . . .+
∂2g0k
∂y2r

∂yr
∂Q̄s

] ∂yr
∂Q̄j

}
y= yH

, k, j, s = 1, r, (22)
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и значения (∂ym/∂Q̄j)y= yH , j = 1, r, вычисляются согласно (20).
По значениям найденных таким способом производных в точке y = yH каждая из

функций Fm в (18) восстанавливается в форме её разложения в бесконечный сходящийся
кратный ряд Тейлора по переменным Q̄j . В линейном приближении, которым можно огра-
ничиваться в типичных ситуациях, подобное представление зависимости (11) приводит к
выполняемому в реальном масштабе времени алгоритму идентификации неопределённых

величин y в форме суммы сигналов линейных обратных связей по наблюдаемым перемен-
ным Q̄j(t

0) с заранее вычисленными по выражениям (20) коэффициентами передачи αmj :

ym = ymH +
r∑

j=1

αmj(Q̄j(t
0)−QjH), αmj =

(∂ym
∂Q̄j

)
y= yH

, QjH = gj(yH , t
0), m = 1, r. (23)

Синтез оптимальной по быстродействию СУ не полностью определёнными

моделями ОРП. При наличии идентификатора (23) могут быть найдены подобные алго-
ритмы определения в реальном времени коэффициентов ρ(ỹ) обратных связей и требуемые
конечные значения QTj (ỹ) наблюдаемых переменных в структуре функции переключения

(13) для вычисленных в процессе управления значений y.
По известным зависимостям ρi(y), i = 1, N , которые определяются предварительным

решением систем уравнений (14) для различных значений y ∈ Y в окрестности yH , нахо-
дятся их линейные приближения с заранее рассчитанными коэффициентами βmi:

ρi(y) = ρi(yH) +
r∑

m=1

βmi(ym − ymH), βmi =
( ∂ρi
∂ym

)
y= yH

, i = 1, N. (24)

После подстановки в (24) разностей ym − ymH из (23) получим следующий алгоритм
вычисления в реальном времени коэффициентов обратных связей в (13) по наблюдаемым
переменным Q̄j(t

0):

ρi(y) = ρi(yH) +
r∑

j=1

γij(Q̄j(t
0)− Q̄jH), γij =

r∑
m=1

αmjβmi, i = 1, N, (25)

где γij находятся по уже известным величинам αmj и βmi.

Подобным способом вычисляются значения QTi (ỹ), i = 1, N , в (13):

QTi (y) = QTi (yH) +
r∑

j=1

γ∗ij(Q̄j(t
0)− Q̄jH),

γ∗ij =
r∑

m=1

αmjβ
∗
mi, i = 1, N, β∗mi =

(∂QTi
∂ym

)
y= yH

.

(26)

Здесь аналогично (24) коэффициенты β∗mi должны быть найдены по предварительно рас-
считанным при поиске оптимального программного управления альтернансным методом

значениям QTi (y) в окрестности точки y = yH .
Алгоритм управления (13)–(15), (25), (26) (где следует заменить ỹ величиной y в (13)–

(15)) с априори фиксируемыми коэффициентами γij , γ
∗
ij и значениями ρi(yH), Q̄jH , Q

T
i (yH)
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определяет в совокупности процедуру структурно-параметрического синтеза замкнутой
системы оптимального по быстродействию управления ОРП с идентификатором (23) при
неполном измерении состояния объекта в реальном времени в условиях интервальной

неопределённости его параметров y ∈ Y .
Предлагаемый метод синтеза замкнутых систем оптимального быстродействия мо-

жет быть распространён на более сложные пространственно-многомерные модели ОРП с
предварительным определением коэффициентов αmj , βmi и β

∗
mi по результатам численного

моделирования процессов программного управления.
Система оптимального по быстродействию управления индукционным на-

гревом металла. Температурное поле Q(x, t), x ∈ [0, 1], в процессе индукционного на-
грева металлического изделия цилиндрической формы с сосредоточенным управляющим

воздействием u(t) ∈ [0, umax]∀ t ∈ [0, T ] по мощности внутреннего тепловыделения описы-
вается при граничных условиях третьего рода [12] в линейном одномерном приближении
бесконечной системой дифференциальных уравнений (1) в относительных единицах [13]:

fn(z, u, w, t) = −µ2nzn +Wn(ξ)u(t) + µnJ1(µn)Qc(t), zn(0) = Q0n, n = 1, 2, . . . . (27)

Здесь

Wn(ξ) =

1∫
0

W (ξ, x)xJ0(µnx)dx; Q0n =

1∫
0

Q0(x)xJ0(µnx)dx; (28)

Qc(t) — температура окружающей индуктор среды; Q0(x) — начальное распределение

температур; J0(y), J1(y) — функции Бесселя нулевого и первого порядка соответственно;
W (ξ, x) — известная функция радиального распределения электромагнитных источников

тепла для заданного значения характерного параметра ξ, определяемого, в свою очередь,
частотой питающего индуктор тока, электропроводностью нагреваемого материала и раз-
мерами цилиндра; µn — бесконечно возрастающая последовательность µ1 < µ2 < µ3 < . . .
корней трансцендентного уравнения

ψJ0(µ)− µJ1(µ) = 0, (29)

вычисляемых в зависимости от значения безразмерного критерия ψ, характеризующего
уровень тепловых потерь с боковой поверхности цилиндра в окружающую среду [13].

Подстановка решений уравнений (1) с правой частью (27) в формулу (2) приводит
к следующему описанию распределения температурного поля по радиальной координате

x ∈ [0, 1] в форме его разложения в бесконечный ряд с улучшенной сходимостью вида (2)
по собственным функциям J0(µnx) для типичного случая Q0(x) = Qc(t) = Q0 = const [13]:

Q(x, t) = Q0 +
∞∑
n=1

2Wn(ξ)µ2nJ0(µnx)

(µ2n + ψ2)J2
0 (µn)

t∫
0

e−µ
2
n(t− τ)u(τ)dτ. (30)

Пусть далее вся информация о начальной температуре Q0 и величине ψ в (29), харак-
теризующей уровень тепловых потерь, исчерпывается сведениями об их принадлежности
к допустимым интервалам возможных значений

Q0 ∈ [Q0min, Q0max]; ψ ∈ [ψmin, ψmax] (31)

с известными границами Q0min, Q0max, ψmin, ψmax.
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Рассмотрим теперь сформулированную выше задачу синтеза оптимальной по быстро-
действию системы управления объектом (1), (27) в условиях ограниченной неопределён-
ности его характеристик, порождаемой вектором y = (y1, y2) ∈ Y , y1 = Q0, y2 = ψ, не
полностью определённых факторов (31), где Y — множество всех допустимых по ограни-
чениям (31) комбинаций величин Q0 и ψ.

Пусть в соответствии с требованиями вида (10) к конечному температурному со-
стоянию необходимо обеспечить равномерный нагрев тела до заданной температуры

Q∗ = const с предельно достижимой точностью ε̃0(ỹ) = ε
(2)
min(ỹ) в классе оптимальных по

быстродействию двухинтервальных (N = 2) управляющих воздействий релейной формы
для любого реализуемого значения ỹ ∈ Y вектора неопределённых величин в (31) [13–16]:

u(t) =

{
umax, t ∈ (0,∆1),

0, t ∈ (∆1,∆1 + ∆2).
(32)

При синтезе СУ предлагаемым способом функция переключения (13) формируется при
N = 2 сигналами обратной связи по непосредственно измеряемым температурам Q1(t),
Q2(t) в двух точках x̃1, x̃2 по радиусу цилиндра, в роли которых можно принять [4, 13]
точки x̃1 = 1, x̃2 = 0 на его поверхности и оси соответственно. Согласно известным аль-
тернансным свойствам результирующих температурных состояний оптимального процес-
са индукционного нагрева [13–16] конечные значения QT1 и Q

T
2 температур в этих точках

должны быть одинаковы и равны Q∗ − ε(2)min. Если принять для определённости ρ1 = 1, то
функция переключения (13) в таком случае будет иметь следующий вид:

h1(Q1, Q2, ỹ) = Q∗ − ε(2)min(ỹ)−Q1(t) + ρ2(ỹ)(Q∗ − ε(2)min(ỹ)−Q2(t)), (33)

а алгоритм оптимального управления с обратными связями запишется выражением (15) с
заменой ỹ неопределённой величиной y ∈ Y :

u∗(Q1, Q2, y) =
umax

2
[1± signh1(Q1, Q2, y)], (34)

где для каждого фиксированного значения y = ỹ ∈ Y коэффициент обратной связи ρ2 и ми-

нимакс ε
(2)
min в (33) могут быть найдены при расчёте альтернансным методом оптимального

программного управления с использованием равенств (14).
Алгоритм идентификации реализуемых в процессе управления значений y принимает

в линейном приближении вид (23) при r = 2. Здесь зависимости gj(y1, y2, t
0), j = 1, 2, в

(17)–(20) определяются выражением (30) для выбранного момента t = t0 в пределах перво-
го интервала постоянства оптимального управления u∗(t). При независящем от значения
y стартовом управлении u∗(t) = umax ∀ t ∈ (0, t0) получим согласно (30)

gj(Q0, ψ, t
0) = Q0 + umax

∞∑
n=1

2Wn(ξ)J0(µnx̃j)

(µ2n + ψ2)J2
0 (µn)

(1− e−µ
2
nt

0
), j = 1, 2, x̃1 = 1, x̃2 = 0. (35)

В таком случае будем иметь на основании (20), (35) выражения для коэффициентов об-
ратных связей αmj , m, j = 1, 2, в (23):

α11 =
1

J

(∂g2
∂ψ

)
y= yH

; α12 = − 1

J

(∂g1
∂ψ

)
y= yH

;

α21 = −α22 = − 1

J
, J =

(∂g2
∂ψ
− ∂g1
∂ψ

)
y= yH

, yH = (Q0H , ψH).

(36)
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Вычисление ∂gk/∂ψ, k = 1, 2, в (36) должно быть выполнено с учётом зависимостей
собственных чисел µ2n в (35) от ψ согласно равенству (29), дифференцирование которого
по ψ позволяет найти производные

dµn
dψ

=
cos2 µn

sinµn · cosµn + µn
, n = 1, 2, . . . .

Линейные приближения зависимостей коэффициента обратной связи ρ2(y) и значений

температур QT1 (y) = QT2 (y) = Q∗ − ε
(2)
min(y) от y = (Q0, ψ), фигурирующих в выраже-

нии (33) для функции переключения h1(Q1, Q2, y), принимают вид (25), (26), где должны
быть предварительно найдены, наряду с αmj , коэффициенты βmj и β

∗
mi для m, i = 1, 2 в

(24), (26).
Поскольку эти коэффициенты являются сложными и неявно заданными функциями

yH , они могут быть определены с удовлетворительной точностью по приближённым вы-
ражениям

βmi =
( ∂ρi
∂ym

)
y= yH

≈ ρi(y
(m))− ρi(yH)

ym − ymH
;

β∗mi =
(∂QTi
∂ym

)
y= yH

≈ QTi (y(m))−QTi (yH)

ym − ymH
, m, i = 1, 2,

y(1) = (y1, y2H), y(2) = (y1H , y2),

(37)

при достаточно малых фиксированных значениях приращений ym − ymH , m = 1, 2, где
соответствующие значения ρi(y

(m)) находятся альтернансным методом при расчёте опти-

мального программного управления для детерминированной задачи c ỹ = y(m).
В итоге алгоритм управления (33), (34) после замены ỹ величиной y в (33) с иден-

тификацией состояния (23) по наблюдаемым значениям Q̄1(t) = Q1(t), Q̄2(t) = Q2(t) в
соответствии с (16) при N = r, с автоматической коррекцией обратных связей (25) и
требуемых конечных температур (26) при априори фиксируемых коэффициентах в выра-
жениях (25), (26) согласно (36), (37) полностью определяет структуру замкнутой системы
оптимального по быстродействию управления объектом (27)–(30) в условиях (31) интер-
вальной неопределённости параметров Q0 и ψ (рис. 1).

Для исходных номинальных данных, отвечающих процессу индукционного нагрева
цилиндрических слитков из титановых сплавов диаметром 0,54 м перед последующей

операцией горячего прессования [13–16] ξ = 4, ψH = 0,7, Q∗ = 1050 ◦C, Q0H = 30 ◦C,
umax = 393 кBт/м3, получены следующие значения коэффициентов в (23)–(26) на основа-
нии (35)–(37):

α11 = −0,19, α12 = 1,19, α21 = −0,06, α22 = 0,06,

β12 = −0,002, β22 = 2,07, γ21 = −0,12, β11 = β21 = 0,

β∗11 = β∗12 = 0,04, β∗21 = β∗22 = −48,33,

γ11 = γ12 = 0, γ22 = 0,12, γ∗11 = γ∗21 = 2,87, γ∗12 = γ∗22 = −2,84.

На рис. 2 приведены некоторые результаты компьютерного моделирования системы
оптимального по быстродействию управления, построенной по схеме рис. 1 для указанных
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a11b12 + a21b22

a12b12 + a22b22

a11b12 + a21b22
* *

* *a12b12 + a22b22

a11b11 + a21b21
*

g11
*

g12
*

g21
*

g22

g21

g22

*

*

* *a12b11 + a22b21

t0 0

0

t

t0 0t

u*

T

Q2H

Q1H

Q1(t)h1(Q1, Q2, y)
Q2(t)

Q1(y)

umax

ÎÐÏ

TQ2(y)

TQ2(yH)

TQ1(yH)

r2(y)

r2(yH)

Рис. 1. Структурная схема замкнутой системы оптимального по быстродейст-
вию управления процессом индукционного нагрева с идентификатором парамет-

ров объекта при ε0 = ε
(2)
min

x, ì

Q(x, u*, T) _ Q*, oC
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Рис. 2. Результирующее распределение температур Q(x, u∗, T ) по радиусу слит-

ка при ε0 = ε
(2)
min в системе оптимального по быстродействию управления про-

цессом индукционного нагрева для детерминированных (сплошные кривые) и
не полностью определённых (штриховые кривые) моделей ОРП: 1 — Q0 = Q0H ,

ψ = ψH = 0,7; 2 — Q0 = Q0H , ψ = 1,05; 3 — Q0 = Q0H , ψ = 0,5
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конкретных значений параметров объекта с использованием конечномерного приближения

модели объекта (27)–(30) в виде параллельного соединения достаточно большого числа
типовых апериодических звеньев [1]. Полученные данные, в частности, свидетельству-
ют об удовлетворительной точности приближения оптимальных процессов в замкнутом

контуре в характерном для типовых ситуаций широком диапазоне изменения значения

ψ ∈ [0,5ψH , 1,5ψH ], ψH = 0,7, к детерминированным алгоритмам управления (13)–(15) для

соответствующих заранее фиксированных значений ψ̃ ∈ [0,5ψH , 1,5ψH ].
Предлагаемый метод структурно-параметрического синтеза оптимальной по быст-

родействию системы управления процессом индукционного нагрева может быть распро-
странён на характерные задачи оптимизации температурных режимов с фазовыми огра-
ничениями, в том числе с типичным ограничением на максимальную температуру

Qmax(t) = max
x∈ [0, R]

Q(x, t) ≤ Qd ∀ t ∈ [0, T ] (38)

с заданной предельно допустимой величиной Qd [13–16]. Если в оптимальном по быстро-
действию режиме нагрева с двухинтервальным управлением вида (32) нарушается нера-
венство (38), то оптимальная программа u∗(t) дополняется участком поддержания Qmax

на уровне Qd с помощью управления ud(t), определяемого непосредственно из условий дви-
жения по ограничению (38) [13–16]:

u∗(t) =


umax, t ∈ (0, td),

ud(t), t ∈ (td,∆1),

0, t ∈ (∆1,∆1 + ∆2),

(39)

где td — момент достижения равенства в (38) при u∗ = umax.
Тогда, полагая с малой погрешностью [13], что Qmax(t) = Q1(t), t ∈ (0,∆1), получаем

вместо (34) следующий алгоритм управления в замкнутой системе оптимального быстро-
действия [4]:

u∗ =


(umax/2)[1 + signh1(Q1, Q2, y)] = umax ∀Q1, Q2: h1 > 0, Q1 < Qd,

ud(t)∀Q1, Q2: h1 > 0, Q1 = Qd,

(umax/2)[1 + signh1(Q1, Q2, y)] = 0 ∀Q1, Q2: h1 < 0, Q1 < Qd.

(40)

Функция переключения h1(Q1, Q2, y) в (40) сохраняется в форме (33) с изменяемыми

значениями ρ2(ỹ), ε
(2)
min(ỹ), которые для каждого фиксируемого априори значения ỹ по-

прежнему находятся вместе с ud(t) при расчёте программного управления альтернансным
методом, но теперь уже согласно алгоритму (39) вместо (32) с новой расчётной величиной
t̃1 = ∆1 в (14) [4]. При этом сохраняются прежние значения параметров идентификато-
ра (23) в (36) при выборе t0 < td в (35), но изменяются величины коэффициентов βmj ,
β∗mi (и, следовательно, γij , γ

∗
ij) в зависимостях (25), (26). Структура замкнутой системы

оптимального быстродействия с алгоритмом управления (33), (34) (см. рис. 1) должна
быть теперь дополнена согласно (40) узлом задержанной отрицательной обратной связи
по температуре Q1 [4] (рис. 3), где коэффициент обратной связи ρ3 определяется требуемой
точностью стабилизации Q1 на уровне Qd.

На рис. 4 представлены результаты компьютерного моделирования процесса управле-
ния индукционным нагревом слитка из титановых сплавов с фазовым ограничением (38)
в замкнутой системе оптимального быстродействия с регулятором (40), полученные для
вышеуказанных значений параметров объекта.
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Рис. 3. Структурная схема замкнутой системы оптимального по быстродействию управ-
ления процессом индукционного нагрева с ограничением на максимальную температуру
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Рис. 4. Оптимальный по быстродействию процесс управления нагревом слитка в замкнутой
системе с ограничением на максимальную температуру (Q0 = Q0H , ψ = ψH , Qd = 1100 ◦C):

a — оптимальное управление; b — температурное поле (1 — Q1(t), 2 — Q2(t))
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Заключение. Предлагаемый в данной работе метод позволяет построить технически
реализуемую замкнутую систему оптимального по быстродействию управления широким

кругом ОРП с линейными обратными связями по неполному наблюдению состояния объ-
екта в характерных условиях интервальной неопределённости его параметрических ха-
рактеристик. Метод обеспечивает достаточно малую ошибку по сравнению с детермини-
рованными алгоритмами оптимизации по критерию быстродействия в условиях полного

объёма информации о величинах этих параметров.
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