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Показано, что задача оценивания неизмеряемых внешних возмущений с математической
точки зрения эквивалентна задаче оценивания части переменных состояния расширенного

объекта. Предложен алгоритм оценивания неизмеряемых внешних возмущений с использо-
ванием функционального наблюдателя и сформулированы условия разрешимости задачи

синтеза. Полученное решение основано на применении технологии канонизации матриц.
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Введение. Задача компенсации внешних возмущающих воздействий относится к фун-
даментальным проблемам современной теории автоматического управления. Она является
весьма актуальной при управлении по выходу линейными и нелинейными, устойчивыми
и неустойчивыми объектами. Необходимость в оценивании и компенсации внешних воз-
мущений возникает, например, при решении задач управления [1–3], контроля парамет-
ров и диагностирования [4, 5], идентификации объектов управления [6, 7] и др. Вместе с
тем оценка неизмеряемых внешних возмущений — далеко не тривиальная задача. В слу-
чае рассмотрения многосвязных динамических систем представляет интерес специальный

класс алгоритмов наблюдения [8, 9], получивших название функциональных наблюдате-
лей, особенность которых заключается в восстановлении лишь некоторой линейной ком-
бинации переменных состояния. Построение функциональных наблюдателей для оценки
неизмеряемых внешних возмущений, являясь специфическим развитием наблюдателей для
систем с сигнальными возмущениями [10], позволит эффективно решать задачи адаптив-
ного [3, 11] и робастного управления [12].

Постановка задачи. Пусть рассматривается динамический объект, описываемый
уравнениями в пространстве состояний

ẋ = Ax+Bu+Hw; y = Cx+Dw. (1)

Здесь x ∈ Rn, u ∈ Rs, y ∈ Rm, w ∈ Rk — векторы состояния, управления, выхода и внеш-
них возмущений; A,B,C,H,D — числовые матрицы соответствующих размеров. Предпо-
лагается, что все матрицы коэффициентов известны, векторы состояния и внешних воз-
мущений недоступны непосредственному измерению, векторы управления и выхода могут
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быть измерены с высокой точностью, все строки матрицы C являются линейно независи-
мыми, n ≥ max(m, s, k).

Требуется синтезировать динамическую систему порядка k, которая формировала бы
по известной информации о сигналах y и u вектор ŵ такой, что

ε(t) = ŵ(t)− w(t)→ 0 при t→∞. (2)

Предварительные соотношения. Для решения поставленной задачи воспользуем-
ся известным подходом, заключающимся в расширении изучаемого объекта путём отне-
сения к нему процесса формирования вектора внешних возмущений [13].

Предположим, что изменение вектора внешних воздействий подчиняется уравнению

ẇ = Pw. (3)

Тогда, объединив уравнения (1)–(3), получим модель расширенного объекта в прост-
ранстве состояний 

(
ẋ
ẇ

)
=

(
A H
0 P

)(
x
w

)
+

(
B
0

)
u,

y =
(
C D

)( x
w

)
.

(4)

Применение известных методов оценивания неизмеряемых внешних возмущений пред-
полагает построение наблюдателя полного порядка или редуцированного наблюдателя

Люенбергера [13]. В первом случае размерность наблюдающего устройства составит n+k,
а во втором — n+k−m. Для снижения количества уравнений (и, как следствие, уменьше-
ния требуемых при расчёте вычислительных ресурсов) воспользуемся функциональным
наблюдателем, описанным в работе [9].

Для дальнейшего вывода расчётных соотношений будут использоваться технология

канонизации матриц и методы решения линейных матричных уравнений, подробное опи-
сание которых приведено в работе [14]. Здесь лишь кратко напомним, что суть указанной
технологии заключается в том, что некоторой матрице M размера m×n ставится в соот-
ветствие четвёрка матриц M̃L, M̃R, M̄L, M̄R, удовлетворяющих равенству[

M̃L

M̄L

]
M
[
M̃R M̄R

]
=

[
I 0
0 0

]
,

где M̃L, M̃R — левый и правый матричные делители единицы, M̄L, M̄R — левый и правый

матричные делители нуля. Матрица M̃ = M̃RM̃L называется сводным канонизатором.
Преобразуем второе уравнение системы (4):

Cx = y −Dw.

Используя общие формулы решения линейных матричных уравнений, получим

x = C̃(y −Dw) + C̄Rµ, (5)

если выполняется условие разрешимости C̄L(y−Dw) = 0. Здесь µ — неизвестный вектор

размерности n−m.
Согласно принятому ранее допущению все строки матрицы C линейно независимы,

следовательно, она не имеет левого делителя нуля и решение (5) существует всегда.
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С учётом соотношения (5) уравнение динамики системы (4) может быть записано в
новых координатах:

(
C̃ C̄R −C̃D
0 0 I

) ẏ
µ̇
ẇ

 =

(
A H
0 P

)(
C̃ C̄R −C̃D
0 0 I

) y
µ
w

+

(
B
0

)
u. (6)

Отметим, что при принятых допущениях матрица перехода к новым координатам
является невырожденной. Для доказательства этого представим матрицу перехода в виде
произведения:

(
C̃ C̄R −C̃D
0 0 I

)
=

( [
C̃R C̄R

]
−C̃D

0 I

)
[
C̃L 0
0 I

]
0

0 I

 .

Учитывая свойства делителей нуля и канонизаторов, а также отсутствие левого дели-
теля нуля матрицы C, можно показать, что матрицы-сомножители в правой части при-
ведённого выше равенства являются квадратными невырожденными. Следовательно, мат-
рица перехода в левой части также является квадратной невырожденной.

Обозначим символом T невырожденную блочную матрицу T = ( C̃ C̄R ).
Умножим обе части уравнения (6) на невырожденную матрицу и запишем результат

с учётом принятого обозначения: ẏ
µ̇
ẇ
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Проведя преобразования матриц коэффициентов, получим ẏ
µ̇
ẇ

 =

(
T−1AT T−1H + T−1C̃DP − T−1AC̃D

0 P

) y
µ
w

+

(
T−1B

0

)
u.

Для повышения удобства записи последующих операций введём обозначения:

T−1AT =

(
A11 A12

A21 A22

)
, T−1H + T−1C̃DP − T−1AC̃D =

(
A13

A23

)
, T−1B =

(
B1

B2

)
. (7)

Тогда динамика расширенного объекта в новых координатах будет описываться матрич-
ным уравнением  ẏ

µ̇
ẇ

 =

 A11 A12 A13

A21 A22 A23

0 0 P

 y
µ
w

+

 B1

B2

0

u. (8)

Таким образом, получена модель, представляющая изменение состояния расширенного
объекта в новых координатах. При этом новый вектор состояния включает в себя три
составляющие: измеряемый выход, неизмеряемые вспомогательные переменные, внешние
возмущения. Отметим, что для решения поставленной задачи достаточно будет оценивать
только третью из перечисленных составляющих.
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Синтез наблюдающего устройства. Сформируем уравнение динамики наблюда-
ющего устройства, выделив из системы (8) третье уравнение и дополнив его рассогласо-
ванием между реальным значением вектора внешних возмущений и его оценкой:

˙̂w = Pŵ + L(A13w − A13ŵ).

Определив реальное значение вектора A13w из первого уравнения системы (8), полу-
чим уравнение наблюдающего устройства

˙̂w = (P − LA13)ŵ − LA11y − LA12µ− LB1u+ Lẏ. (9)

Так как вектор µ недоступен непосредственному измерению, его следует исключить
из уравнения динамики наблюдателя. Для этого должно выполняться условие LA12 = 0,
откуда L = ηĀL

12, где η — некоторая произвольная матрица соответствующего размера.
Тогда уравнение (9) может быть представлено в виде

˙̂w = (P − ηĀL
12A13)ŵ − ηĀL

12A11y − ηĀL
12B1u+ ηĀL

12ẏ. (10)

Объединив уравнение (10) и третье уравнение системы (8), запишем выражение для
динамики ошибки оценивания

ε̇ = ˙̂w − ẇ = (P − ηĀL
12A13)ε.

Если пара (P, ĀL
12A13) полностью наблюдаема по Калману, то выбором матрицы η

можно обеспечить любую требуемую динамику процесса оценивания.
В случае если непосредственное дифференцирование выходного сигнала не допуска-

ется по тем или иным причинам, можно модифицировать расчётную схему.
Введём переменную χ = ŵ − ηĀL

12y. Тогда уравнение (10) будет иметь вид

χ̇ = (P − ηĀL
12A13)χ+ [(P − ηĀL

12A13)ηĀ
L
12 − ηĀL

12A11]y − ηĀL
12B1u. (11)

При этом оценка вектора внешних возмущений определяется уравнением

ŵ = χ+ ηĀL
12y. (12)

Построенный наблюдатель, описываемый уравнением (10) или уравнениями (11), (12),
имеет порядок k и позволяет асимптотически оценивать интересующий нас вектор внеш-
них возмущений при условии наблюдаемости пары (P, ĀL

12A13).
Следует отметить, что необходимым условием построения наблюдателя является су-

ществование левого делителя нуля матрицы A12, имеющей m строк и n − m столбцов.
Таким образом, если m > n−m, то существование матрицы ĀL

12 обеспечено, в противном
случае её существование не гарантируется. Иными словами, для построения наблюдателя
внешних возмущений практически всегда требуется измерение более чем половины пере-
менных состояния исходного объекта.

В частном случае возмущающее воздействие может быть постоянной величиной, при
этом матрица P в уравнении (3) тождественно равна нулю. Тогда матрица динамики
наблюдателя будет задаваться выражением

A∗ = −ηĀL
12A13.

Для обеспечения асимптотического процесса оценивания все собственные числа мат-
рицы A∗ должны иметь отрицательную действительную часть, а, значит, сама матрица
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должна быть невырожденной квадратной матрицей размера k. Проанализируем условие,
при котором это становится возможным.

Матрица A∗ является произведением трёх матриц размера k×r, r×m и m×k, где r —
некоторое число, большее или равное 2m−n. Известно [15], что ранг произведения матриц
не превосходит наименьший из рангов матриц-сомножителей, т. е. rankA∗ ≤ min(k, r,m).
Следовательно, должны выполняться неравенства k ≤ m, k ≤ 2m−n (это является необхо-
димым, но не достаточным условием разрешимости задачи). Иными словами, для асимп-
тотического оценивания постоянного возмущающего векторного сигнала требуется, чтобы
количество возмущающих воздействий было меньше количества измеряемых выходов, при
этом измерению должны быть доступны более половины переменных состояния исходного

объекта.

Обобщённый алгоритм синтеза наблюдающего устройства. С учётом полу-
ченных соотношений можно сформулировать в общем виде алгоритм аналитического син-
теза функционального наблюдателя внешних возмущений.

Пусть заданы числовые матрицы коэффициентов из уравнений (1) и (3), а также об-
ласть комплексной плоскости, в которой должны располагаться собственные числа мат-
рицы динамики наблюдателя.

Решение задачи может быть найдено по результатам выполнения следующих этапов:
1. Провести канонизацию матрицы C и вычислить матрицу T .
2. Определить коэффициенты уравнения (8) по формулам (7).

3. Вычислить ĀL
12. Если Ā

L
12 = �, то задача не разрешима и следует завершить алго-

ритм, в противном случае можно перейти к следующему этапу.
4. Вычислить матрицу ĀL

12A13 и оценить наблюдаемость пары (P, ĀL
12A13). Если ука-

занная пара не наблюдаема, то предложенный алгоритм для решения задачи не применим,
в противном случае можно перейти к следующему этапу.

5. Решить задачу модального управления, определив матрицу η такую, что все собст-
венные числа матрицы P − ηĀL

12A13 располагаются в требуемой области комплексной

плоскости.
6. Если дифференцирование выходного сигнала допускается, то уравнение наблюдате-

ля имеет вид (10), в противном случае — (11), а оценка внешнего возмущения находится
по формуле (12).

Когда внешнее возмущение полагается постоянным, матрица P при расчётах прини-
мается равной нулю.

Прим е р. Пусть некоторый динамический объект описывается системой уравнений
в пространстве состояний вида (1), при этом матрицы коэффициентов принимают следу-
ющие значения:

A =


0 1,000 0 0 0
0 −0,072 2,054 3,019 0
0 −6,608 −0,100 0 10,207
0 −327,100 0 −42,000 0
0 0 −489,900 0 −87,500

 , B =


0 0 0

18,000 0,117 0,351
0 0 0

0,792 35,000 0,478
0,317 0,948 50,000

 ,

H =


0

−0,377
0

−0,680
0

 , C =

 1,000 0 0 0 0
0 0 1,000 0 0
0 0 0 1,000 0

 , D =

 0
0
0

 .
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Известно, что на объект оказывает воздействие кусочно-постоянное внешнее возмуще-
ние, амплитуда которого неизвестна и изменяется каждые 2 секунды. Требуется построить
наблюдатель неизмеряемого внешнего воздействия при условии, что дифференцирование
выходного сигнала не допускается.

Проанализируем предварительно поставленную задачу. Размерность динамического
объекта n = 5, число измеряемых переменных m = 3, размерность вектора внешних воз-
мущений k = 1. Следовательно, вектор состояния расширенного объекта состоит из шести
элементов, построенный для него наблюдатель полного порядка также будет иметь раз-
мерность 6, а размерность наблюдателя Люенбергера равна 3. В то же время применение
функционального наблюдателя позволит оценивать внешнее возмущение с помощью урав-
нения первого порядка.

Учитывая длительность импульсов возмущающего сигнала, потребуем, чтобы полюс
наблюдателя располагался в точке комплексной плоскости с координатой (−10, 0j). Так
как внешнее возмущение полагается постоянным, коэффициент P в уравнении (3) равен
нулю.

Для решения поставленной задачи воспользуемся вышеизложенным алгоритмом.

1. Проведём канонизацию матрицы C (здесь и далее использовались программные
средства из работы [16]) и вычислим матрицу T :

C̄L = �, C̃L =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

C̄R =


0 0
1 0
0 0
0 0
0 1

 , C̃R = C̃ =


1 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , T =


1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

 .

2. Найдём коэффициенты уравнения (8) по формулам (7):

T−1AT =

(
A11 A12

A21 A22

)
=


0 0 0 | 1, 000 0
0 −0,100 0 | −6,608 10,207
0 0 −42,000 | −327,100 0

−−− −−− −−− −−− −−− −−−
0 2,054 3,019 | −0,072 0
0 −489,900 0 | 0 −87,500

 ,

T−1H + T−1C̃DP − T−1AC̃D =

(
A13

A23

)
=


0
0

−0,680
−−−
−0,377

0

 ,
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Графики изменения с течением времени возмущающего воздействия (1) и
его оценки (2)

T−1B =

(
B1

B2

)
=


0 0 0
0 0 0

0,792 35,000 0,487
−−− −−− −−−
18,000 0,117 0,351
0,317 0,948 50,000

 .

3. Вычислим левый делитель нуля матрицы A12: Ā
L
12 = ( 327,100 0 1,000 ).

4. Вычислим ĀL
12A13: Ā

L
12A13 = −0,680.

5. Определим η из условия −ηĀL
12A13 = −10. Получим η = −14,706.

6. Так как дифференцирование выходного сигнала не допускается, то оценка внешнего
возмущения будет определяться системой уравнений вида (11), (12):

χ̇ = −10χ+ ( 48102,941 0 −470,588 )y + ( 11,647 514,706 7,162 )u,

ŵ = χ+ ( −4810,294 0 −14,706 )y.

Для проверки корректности полученных результатов было проведено цифровое мо-
делирование процесса оценивания с использованием системы компьютерной математики

MATLAB. Результаты для нулевых начальных условий представлены на рисунке. Как
видно на графике, оценивание внешнего возмущения осуществляется с достаточно высо-
кой точностью и приемлемой скоростью.

Заключение. В данной работе предложен алгоритм аналитического синтеза функ-
ционального наблюдателя для оценивания неизмеряемых внешних возмущений путём по-
строения модели расширенного объекта и невырожденного преобразования вектора состо-
яния с использованием технологии канонизации матриц. Полученные результаты могут
быть полезны в тех случаях, когда требуется оценивать только величину внешних воз-
мущений без восстановления неизмеряемых переменных состояния объекта для снижения

размерности задачи и уменьшения требуемых ресурсов вычислительной системы.
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