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УДК 517 

О. Е. Трофимов 
(Новосибирск) 

к ЗАДАЧЕ ВОССТАНОВЛЕНИЯ ФУНКЦИИ 
ТРЕХ ПЕРЕМЕННЫХ ПО ЕЕ ИНТЕГРАЛАМ 

ВДОЛЬ ПРЯМЫХ, ПЕРЕСЕКАЮЩИХ ЗАДАННУЮ КРИВУЮ 

Рассматривается задача трехмерной томографической реконструкции 
(задача восстановления функции трех переменных по ее интефалам вдоль 
прямых, пересекающих заданную пространственную кривую). Для функции, 
входящей в формулу обращения Кириллова — Туя, дано выражение в виде 
свертки, позволяющее строить эффективные численные алгоритмы. 

В компьютерной рентгеновской томографии трехмерный объект 
представляется обычно в виде набора тонких срезов. Для восстановления 
плотности среза решается задача обращения двумерного преобразования 
Радона. Для исследования ряда объектов более естественной является 
другая схема, когда источник излучения движется по некоторой 
пространственной кривой. Каждой точке кривой соответствует конус 
лучей, проходящих через эту точку. Исходными данными являются 
данные об ослаблении излучения при прохождении через объект. 
Математически задача ставится как задача восстановления функции трех 
переменных по интегралам вдоль прямых, проходящих через заданную 
кривую. Решению этой задачи для различных классов функций и для 
различных типов кривых посвящены работы [1—6]. 

В [2 ] получена формула обращения для функций, имеющих финитный 
носитель, и для кривых, удовлетворяющих определенным условиям. 
Главным в этих условиях является то, что любая плоскость, пересекающая 
объект, пересекает кривую, по которой движется источник. Пример 
кривой, удовлетворяющей условиям [2], — совокупность двух единичных 
окружностей, лежащих во взаимно перпендикулярных плоскостях. Однако 
построение численных алгоритмов непосредственно на основании форму-
лы, приведенной в [2], затруднительно (см. [9], с. 201). Дело, в 
частности, в том, что формула обращения основана на преобразовании 
Фурье от функции, получаемой из исходных данных, причем преобра-
зование Фурье понимается в смысле обобщенных функций, а преобразо-
вание Фурье в обычном смысле может не существовать. В настоящей 
работе приводятся выражения для используемого преобразования Фурье, 
позволяющие при построении численных алгоритмов применять метод. 
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предложенный в [8—11]. Устанавливаются также некоторые соотношения 

00 

А) = //(Ф(Я) + ta)dt = - r f r // i^Pi^) + ' 7 ^ ) ^^^ 
— 00 

функция g(a, Я) есть интеграл от функции f(x) вдоль прямой, проходящей 
через точку Ф(А) = (Ф1(Л), Ф2(А), Фз(Я)) в направлении вектора 
а = (ai, аг, аз). 

В работе [2] дается формула для восстановления функции Дх) по 
функции g{a): 

где fi = (cos0 • cos^, sin0 • coisy?, siny>), a Я такое, что скалярное произве-
дение ф, х) равно ф, ip{X)) и ф, Ф'(Я)) не равно нулю. Предполагается, 
что такое Я существует для любого х, принадлежащего носителю функции 
f{x). Функция Сф, Я) есть трехмерное преобразование Фурье от функции 
g(a,X) по переменной а. Однако из равенства (1) следует, что 
преобразование Фурье от функции g(a. Я), понимаемое в обычном смысле: 

может не существовать, так как на бесконечности g{a,X) имеет порядок 
1/1 а I. Это связано с переходом от исходных данных, заданных на 
поверхности 1а I = 1, к однородной функции, заданной во всем 
пространстве. В [2 ] преобразование Фурье понимается в смысле 
обобщенных функций [12], т. е. Gx — преобразование Фурье от 
g{a. Я) — такой функционал, что его действие на ) совпадает с 
действием g(a, Я) на преобразование Фурье от 

( С А , Ч ' ( | ) > = {g{a, Я ) , Ф ( А ) ) = / G ( A , Х)Ща)с1а. 

Здесь W — любая бесконечно дифференцируемая функция, убывающая 
на бесконечности быстрее любой степени I, например гауссоида. Ее 
пребразование Фурье W обладает теми же свойствами, и последний 
интеграл сходится в обычном смысле. Для того чтобы понимать в формуле 
(2) интеграл в обычном смысле, нужно найти регулярную функцию 

которой задается функционал Gx, т. е. функцию, удовлетворяю-
щую равенству 

Отметим, что не любой функционал над рассматриваемым пространством 
задается регулярной функцией, наиболее известный пример подобного 
рода — 6-функция. В [2] дается выражение, позволяющее вычислить 

Я) при отличном от нуля, но оно использует искомую функцию 

f{x). 
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Итак, перейдем к нахождению А). Сначала будут приведены 
рассуждения, в которых символ интеграла используется формально, без 
обсуждения вопросов существования и уточнения смысла, в котором 
понимается интеграл. Затем будет дано более строгое доказательство, 
использующее результаты [3]. Пусть G(|) есть преобразование Фурье от 
gipc) (параметр А пока опускаем): 

Переходя к сферическим координатам, получаем 

2л яг/2 00 
G(|) = / / c o ^ j ^'^dpdfde, 

о - J t / 2 О 

где уЗ = ^{tp, в) = (cos^-cosyj, sin6-cosy>, siny?), f G [-ж/!, л/2], в E [О, л]. 
Выделим при интегрировании по (р интервал [ - j r / 2 , 0], т. е. рассмотрим 
интеграл 

2я о « 
/ = / /cosy»/ ^^dpd(pde. 

о - л / 2 О 

Интервал интегрирования по в разобьем на два: [О, я ] и [л, 2л ]. Пусть 
h и 12 — соответствующие интегралы: 

о - ж / 2 О 

Сделав в Ii замену переменных сру = -(р ив^ = в + л, с учетом того, что 
<Р) = -/3(01, f i ) , получаем 

2л л/2 оь 

я о о 
Сделав еще раз замену р = —г, получаем 

2л ж/2 О 

л о 

где уЗ = 6i) = (cos^i -cosf i , sin^i - cosyj, siny?!). 
Аналогичным образом после замены =9,^1 = в - л, р = -г 

находим 

л л/2 00 

О О О 

Учитывая полученные выражения для / j и можно записать 

2яс ж/Ъ 00 
GQ) = / 

0 0 - 0 0 

Из равенства (1) следует, что gip^) = g(fi)/\p\- Учитывая, что 
1 р /\р\ = 1р1, приходим к равенству 
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2л nl2 00 

0 0 - 0 0 

Внутренний интеграл по р есть преобразование Фурье от \р\. В [12. 
с. 446] приводится формула 

/ = -2sin(o7r/2) Г(ст + 1)1у1 - с т - 1 

Равенство понимается в смысле обобщенных функций. Полагая ст = 1 и 
у = -2лф, I) , из (3) получаем 

. 2ж пП ,п , ч 
= - / / (4) 

2л: о о (р. I) 
где уЗ = 0) = (cos0-cosy?, sin^-cosyj, sin^). 

Для согласования с формулой (2) здесь введен параметр А, который 
ранее мы опускали. В соответствии с формулой (1) при любом А функция 
g(a,X) задана для всех а, таких, что 1а I = 1, или, что то же самое, 
для всех /3. Это позволяет вычислить Я) для всех отличных от 
нуля, в частности, для таких, которые удовлетворяют равенству 

I = 1 и используются в формуле (2). Отметим, что знаменатель в (4) 
понимается в смысле обобщенных функций. О том, как использовать эту 
формулу при построении численных алгоритмов, будет сообщено ниже. 

Доказательство формулы (4), приведенное выше, основано на 
формальном использовании символа интеграла. Другое, более строгое 
доказательство, можно получить, используя результаты работ [2, 3]. 
Пусть 

m 

О 

В [2] показано, что для действия на любую Ч'(^) из пространства 
основных справедливо равенство 

Я), = lim<Gm(|, Я),Ч'(^)). (5) 
/П-»оо 

Для функционала Я) в [2] приводится равенство 

о 
В [2] подчеркивается, что в равенстве (6) знак интеграла понимается 
формально, интеграл в правой части (6) может не существовать. Точный 
т ы с л формулы (6) задается равенством (5). Однако если функция 
f(p^) достаточно быстро убывает при /з -* оо (f(x) достаточно гладкая, 
например, имеет третью интегрируемую производную), то интеграл в 
правой части равенства (6) сходится в обычном смысле при любом 
отличном от нуля. В этом случае функционал Gx задается регулярной 
функцией, т. е. 

Как отмечалось выше, для того чтобы по формулам, использующим 
функцию Я), можно было находить f{x), нужно иметь выражения 
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для A) не через / ( | ) , а через g(a,X) — исходные данные интегралов 
вдоль прямых. При определенных условиях, связанных с гладкостью 
f(x), такие выражения можно получить. Одним из них является формула 
(4). Способ восстановления f(x), отличный от формулы (2), предложен 
в [3]. Перейдем к более строгому выводу формулы (4), который 
устанавливает связь между результатами работ [2, 3]. 

Функция g(a,X) симметрична (g(a, X) = g(-a, X)), следовательно, ее 
преобразование Фурье G(|, А) является действительной функцией. Если 
функция f(x) действительна, то ее преобразование Фурье удовлетворяет 
условию = здесь » — знак комплексного сопряжения. 
Следовательно, равенство (6) можно переписать в виде 

(7) 

В правой части равенства (7) — преобразование Фурье от функции 
\p\f(p^) по переменной р. От преобразования Фурье произведения 
перейдем к свертке преобразований Фурье сомножителей. Согласно 
известным соотношениям, между преобразованиями Фурье и Радона [12, 
с. 19] /(уо|) как функция переменной р при любом фиксированном ^ есть 
преобразование Фурье по готД^ , г) — преобразования Радона функции 
fix): 

/ (I, г) = Sf(x)6(r - (I, x))dx. 

Функция 1/91 есть преобразование Фурье в смысле обобщенных функций 

от —Y2 446]. Используя символ интеграла для обозначения свертки 
2л г 

обобщенных функций, получаем 
/ч 

= ^^ .dr. (8 ) 

В работе [3] рассматривается функция 
/N 

(Г - ( X , 

С учетом этого обозначения равенство (8) можно записать в виде 

В [3 ] доказано равенство 

(5.0(1) = / 
1а1=1 

где d^a — усреднение по всем единичным векторам. Напомним, что 
точки и векторы принадлежат трехмерному пространству Яз. Функция 
Rl / в [3] задается равенством 

(Я1/)(х, а) = f/(x + ta)dt. 
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т. е. g{a,X) - {Rif){ip{X),a). Таким образом, получаем равенство 

А ) = 4 / = 4 / 

Равенство (10) есть другая запись равенства (4). Отличие в множителях 
о^ясняется тем, что в (9) интегрирование ведется по всей сфере, а в 
(4) — по половине, так как учтена симметричность функции g(a,X). В 
приведенных выше доказательствах формул (4) и (10) учитывалось, что 
функция g(a,X) задает лучевые данные, т. е. интегралы по прямым от 
некоторой функции. Однако связь, выражаемая формулами (4) и (10) 
является более общей, она задает соотношение между значениями на 
единичнои сфере однородной обобщенной функции и ее преобразования 

1 1 ' Ф^Р^У^^ Интеграл в этой формуле, сводящейся при 
/ 1 - З и Я - - 1 к формуле (10), понимается в смысле аналитического 
продолжения. О построении численных алгоритмов по подобным формулам 
будет сообщено ниже. 

В работе [3] получены формулы для нахождения по функции S 
преобразования Радона функции / , затем по известным формулам можно 
восстановить саму функцию / . Другой способ заключается в использовании 
формул (2) и (4) или (10). 

Напомним, как задается действие обобщенной функции 1/х^ на 
основную [7, с. 74]: 

( 1 / . ^ = ( 1 1 ) 

В работах [10—12] для построения численных алгоритмов обращения 
двумерного преобразования Радона используется способ, суть которого 
заключается в том, что по исходным данным, известным на дискретной 
решетке, строится аппроксимация, для которой сходится интеграл в правой 
части равенства (11). Численные эксперименты и обработка реальных 
данных показывают высокую точность подобных алгоритмов. Этот прием 
может быть применен и при восстановлении функции трех переменных 
по интегр^ам вдоль пространственных прямых, если используются 
формулы (2) и (4) или (10). Для этого формулу (4) нужно преобразовать 
к виду, аналогичному формуле (11). Введем обозначения: 

о 
Если ^ = (О, О, 1), то формулу (4) можно переписать в виде 

Р, Я) , 
(12) о (sin^)^ 

При произвольном ^ для получения формулы типа (12) нужно перейти 
к сферической системе координат, в которой полюсом является 
точка Через <}(^,<р,в,Х) будем обозначать функцию q{<p,e,X) в такой 
системе координат, а через — ее интеграл по в, т. е. 
интеграл от функции q{<p, 0, Я ) по окружности, лежащей на единичной 
сфере и в плоскости, перпендикулярной вектору отстоящей от начала 
координат на расстояние sin^. В указанных обозначениях формула (4) 
приводится к виду 
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(sm<p) 0 (sm^) <p 

Так как g(a. Л) = g(-cc, X), то <p. A) = —(p. A) и равенство (13) 
можно записать в виде 

^-п/2 (siny>) 

Используя (14), получаем 

•cosy>Q(^,y),A) 6 (^ ,0 , А) жП 

о 
(15) 

Различие между равенствами (13) и (15) заключается в том, что 
в (13) интеграл понимается в смысле аналитического продолжения или 
обобщенных функций, а интеграл в (15) для достаточно гладких функций 
Q сходится в обычном смысле, что позволяет его вычислять по дискретным 
данным. Для построения численных алгоритмов необходимы формулы, 
связывающие функцию в, tp. А) с функцией д{в, <р. А) и вектором 

Пусть D — декартова система координат, задаваемая векторами (1, 
О, 0); (О, 1, 0); (О, О, 1), пусть S — согласованная с D сферическая 
система. Координаты {р, <р, в) и (л:, у, z) связаны соотношениями 
X = pcose-cos(p, у = psine-cos(p, Z = psin<p, О < в < 2л, -л/2 < F < л/2. 
(Вместо (р часто используют = л/2 - но в [2 ] взят угол Пусть 
| = — вектор на единичной сфере т а к о й , что 
R\2 = = Г ̂  Q. Пусть D^ — декартова система координат, порож-
денная векторами (Ij//-, - ^ j ^ r , 0); (^^^i/r, kbW^^ -&> ^з)- Непос-
редственной проверкой можно убедиться, что эти векторы образуют 
правостороннюю прямоугольную систему. Пусть — сферическая 
система, согласованная с D^, (/"^(а), <р^{а)) — координаты точки а в 
этой системе. Для любой точки а на единичной сфере (а, = sin^|(a), 
что позволяет формулу (10) записать в виде (13). Для вычисления 
функции <р, в. А) по функции q(ip, в. А) нужно от системы S^ перейти 
к системе D^, т. е. вычислить величины х = cos^cosy?, 
у = sin0 cosy), Z = sinyj, затем от системы D^ перейти к системе D по 
формулам 

= x^j/r + у^^^^/г + z^^, 

y(i) = - x i i / r + + 4 2 , 

и наконец, от системы D перейти к системе S по формулам 

= + у^а) + А^); т = arcsin(z(i)/p(i)); 
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= arctg(XI)/x( |)) при ^ О, 

если = О, то = л:/2 при XI) > О и = Зл/2 при XI) < 0. 

Используя равенство f , Я) = 0(1), Я) и и н т е г р и р у я 
д(§,(р,в,А), получаем функцию Q(^,<p,X), входящую в равенства (13) и 
( 1 5 ) . 
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