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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ 
КВАНТОВАННОГО ПО УРОВНЮ 

СТАЦИОНАРНОГО СЛУЧАЙНОГО СИГНАЛА 

Для непрерывного сигаала, дискретизованного по параметру с интервалом 
Д и квантованному по уровню с шагом q, получены соотношения для распреде-
лений первой и второй конечных разностей при малых значениях величин ^ и А. 

Рассмотрим последовательность равноотстоящих значений стационарного 
случайного сигнала = которые квантуются аналого-цифровым пре-
образователем с характеристикой [1] 

z{x) = q^k\[Q,5q- \ х - k q \ \ , (1) 
к 

где q — шаг квантования по уровню; ![>>] — функция Хевисайда. 
В работе исследуются распределения первой и второй конечных разностей 

сигнала после аналого-цифрового преобразования 

= г(х(в + Д ) ) - г(х(в)), (2) 

&(Д) = -2(х(в)) + 2z(xie + Д)) - z(jc(0 + 2Д)) (3) 

в предположении, что параметры ^ и Д достаточно малы, чтобы можно было 
воспроизвести исходный сигнал х(в) по данным {г*} с высокой точностью. 

Знание асимптотических распределений конечных разностей оказывается 
полезным при оптимизации параметров архиваторов информации о сигнале 
х(в). 

Распределение первой конечной разности. Используем разложение в ряд 
Фурье функции expitz(x), где величина z(x) определяется соотношением (1) 

expitz(x) = 2 ехрг i + ^ k 
Q 

Из (4) вытекает, что в силу стационарности сигнала характеристическая 
функция первой конечной разности rj^A) 
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Я1(0 = / / d x i d x : J ( ^ x u JC2)expi7(z(jC2) - z(xi)) = 

2 2 / 
*2 

ki 

Ч ) 

(5) 

где /(xi, ^2) — двумерная плотность вероятностей значений сигнала дс(0), раз-
деленных интервалом Д; 7 < + ^ Л ь + ^ Л г — двумерная характерис-
тическая функция. 

Основной вклад при малых значениях величин ^ и Д вносят слагаемые при 
к2 = - к \ . С учетом этого обстоятельства 

t + ^ k 
(6) 

Здесь Â  2л — характеристическая функция приращения сигнала х{в) t + —k 
\ " 

на интервале Д — = х(в + Д) - х{9). 
Структура формулы такова, что (6) можно трактовать как характерис-

тическую функцию квантованного (с шагом q) сигнала с характеристической 
функцией [ 1 j Таким образом, распределение первой конечной UyOQt 
разности Tĵ (A) — это распределение квантованной по уровню непрерывной 
величины, являющейся композицией двух независимых величин: прира-
щения сигнала и величины, равномерно распределенной в пределах 
±0,5(7. 

К этому результату можно прийти другим путем. Вероятность Pk = 
= Р(т]2(А) = kg) может быть записана следующим образом: 

= SJdxidx2f(xi, х2)<р^(хи Хг), 
(7) 

где 

<Р,(Хи -^2) = 5] Е 1 
*1 к2 

{0,5д- \х.-к.д\) (8) 

В (8) суммирование производится по всем ki и ki, удовлетворяющим равенству 
k i - ki = к. 

Сделаем в (7) замену переменных Х2 = к2д + Х2 - х\ = rj. Тогда 

Р, = I) ^ f i n , кгд + 
*2 (9) 

где 

П р и ^ ^ О 

= 1[(0,5<7- \Г1 - ^ - кд\){0,5д - (10) 

(И) 
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Поэтому 

(12) 

Выполняя в (12) интегрирование по rj, придем к соотношению, подтверждаю-
щему (6): 

Л = / 4 i + 0,5<7) - - 0,5^)) 1 10,5<7 - 111 ], (13) 

где Л,(>') — интегральный закон распределения приращения »7̂ (А). 
Если изменить порядок интегрирования в ( 1 2 ) , то 

00 
л = - \rj - kq\)llq- \t} - kg\ ]. 

' —00 
(14) 

При фиксированном д и стремлении интервала дискретизации Д к нулю 

Ро^ I = P.i = {\ri\)/2q, (15) 

где (171) — первый абсолютный момент приращения т]^(А). 
Частный случай приведенных выше соотношений использовался для опти-

т у ^ й "2 сжатия, использующих предсказатель с фиксированной апер-

Распределение второй конечной разности. По аналогии с (5) характерис-
тическая функция второй конечной разности qz(A) 

*2 *3 V * ' " 

sin0,5? 
Я V 

sin0,5? sin0,59 
^ ( 

\ 

0,59 i-t + ^ k , 
я ' 

.0,5? 2t + — k.^Q,5q 
^ / я ^ 

(16) 

Если положить в (16) ki = кз= -кг = -к, то 

МО t + ^ k 
sin0,54 

0,59 2t + ^ k 
Я 

sin0,59 
7 

0,5? 
Я 

(17) 

Из (17) следует, что распределение второй конечной разности &(Д) можно 
трактовать как результат квантования по уровню суммы трех независимых 
случайных величин: второй конечной разности непрерывного сигнала 
&(А) - -х{в) + 2х(в + Д) - х{е + 2Д), величины, распределенной равно-
мерно внутри интервала ±q, и величины, распределенной равномерно в пре-
делах ±0,5^. 

Однако это утверждение оказывается справедливым лишь при выпол-
нении определенных условий, которые могут быть выяснены при использо-
вании второго из рассмотренных выше подходов к определению искомого 
асимптотического распределения 

По аналогии с (7) вероятность второй конечной разности ^^(Д) быть равной 
k» 
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00 

Рк = ^^dxidx2dxif{xu Х2, Хг, Хз), 
(18) 

Ж 

<Pk(Xx, Х2, ^Сз) = 2 Е Е ^ 
*1 *2 *3 (19) 

;:;уммирование в (19) проводится по всем индексам суммирования, удовлетво-
)яющим равенству к = -к^ + Iki - кг. После замены переменных хг = kiq + 
f Хз - xi = Г], XI — 2x2 + хз = 5с учетом того, что при ^ ^ О 

*2 

1роинтегрировав по получим 
00 

(20) 

(21) 

де fig, v) — плотность вероятности второй и первой конечных разностей 
игаала х(9); 

<Pk(8,V)=^{iQ- \V - rg\)nOri - гд\ - \g-kQ\)iq- \rj-rq\)] + 
Г 

+ { q - \ \ g - k q \ - \ \ r j - r q \ y x 

X - \ r f - r q \ ) { l q - \g-kq\ - \ri - rq\)] (22) 

J (22) при четных значениях индекса к индекс суммирования г пробегает 
гетные значения, а при нечетных — нечетные. 

Если далее предположить, что выполняется условие 

Г 

О после соответствующей замены переменной и интегрирования по е 

Pk=—JdgnXg)f,{g)^ 
2q -о 

(23) 

(24) 

де 

+ \ ( 2 q - \ g - kq\f\[{\g-kq\ - q){2q - \ g - k q \ ) l (25) 

Формула (25) эквивалентна соотношению (17). Следовательно, при выпол-
[ении условия (23) справедливо приведенное выше утверждение о распреде-
[ении второй конечной разности £г(Д). 

Отметим, что условие (23) нарушается при малом, но фиксированном 
начении шага квантования по уровню q и неограниченном уменьшении ин-
ервала дискретизации Д. 

Изложенный выше подход может быть использован для определения 
симптотических распределений конечных разностей более высокого порядка. 
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Однако это, по-видимому, имеет смысл при соответствующей дифферен-
цируемости сигаала х{в). 
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