
Р О С С И Й С К А Я А К А Д Е М И Я Н А У К 
СИБИРСКОЕ ОТДЕЛЕНИЕ 

А В Т О М Е Т Р И Я 
№ 6 1993 

УДК519.218.82:517.518.85 

В. М. Ефимов 
(Новосибирск) 

УРАВНЕНИЯ ДЛЯ НАХОЖДЕНИЯ АСИМПТОТИЧЕСКИ 
ОПТИМАЛЬНЫХ ФИЛЬТРОВ 

Получена система ленточных уравнений для нахождения асимптотически 
оптимальных интерполяционных фильтров. При составлении уравнений исполь-
зовалось разложение корреляционной функции сигнала в степенной ряд. Приве-
дено решение системы уравнений для марковского и однократно 
дифференцируемого сигнала. Отмечается возможность использования предлагае-
мой методики при определении собственных векторов последовательности отсче-
тов. 

В [ 1 ] изложена методика получения асимптотически оптимальных интер-
поляционных формул, базирующихся на методе наименьших квадратов, в 
предположении, что интерполируемая величина является случайной и 
стационарной с неизвестным (но постоянным) математическим ожиданием, 
влияние которого на результат интерполяции устраняется нормировкой. 
Практическое применение методики связано с асимптотическим решением 
системы линейных уравнений, ее определителем.является корреляционный 
определитель совокупности отсчетов, по которым производится интерпо-
ляция. В [2 ] эта методика конкретизирована для марковского сигнала при 
произвольном расположении отсчетов. Ниже рассматривается случай равно-
отстоящих отсчетов на прямой, что позволяет при определенных условиях 
получить более простую систему ура1внений для нахождения весовых функций 
интерполяционных фильтров. 

Относительно сигнала будем исходить из указанных выше предполо-
жений. Последовательность отсчетов сигнала задана при значениях аргумента 
t = kA (-(п - 1) ^ Л ^ п), ще А — интервал дискретизации параметра t. 
Весовые функции интерполяционного фильтра (как и в [1, 2]) ищутся из 
условия минимума среднего квадрата ошибки интерполяции: 

н 

где 

при условии 

/*(0 = 2 - к А Ж Щ (2) 
*—(I.-1) 

^ н - л а - Л Д ) » ! . (3) 
*—(я-1) 

Конечным результатом исследований является весовая функция скользя-
щего интерполяционного фильтра 
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л-1 
>•''.(0 = - *А )И(1Л - М ) ( ( Л + 1 ) Д - 1/1)], (4) *=о 

где 1 [з»! — функция Хевисайда. 
Эта задача сводится к решению очевидной системы линейных уравнений 

2 Mt - kA)p((k - OA) = p(t - /А) + A, (5) 

гпе —(п — % I < п. вр-лиииня J хм^тывяея' vmonH -̂f̂ ^^ 
предположений показано, что оптимальное разложение непрерывного сигнала 
сводится в асимптотике к решению линейного дифференциального уравнения 
с постоянными коэффициентами. Это обстоятельство наталкивает на мысль о 
существовании соответствующих разностных уравнений, эквивалентных в 
асимптотике системе (5). 

Положим (см. [1, 3 ]), что в асимптотике (p(t) -* 1) 
2т + 1 

(=1 
(6) 

где случай m = О (а^ < 0) соответствует марковскому сигналу, w = 1 («i = 
= О, «2 < О, ttj > 0) — однократно дифференцируемому сигналу и т. д. 

Используя (6) и вычисляя (2т + 2)-ю конечную разность между урав-
нениями системы, для О < т = t/A < 1 получим систему ленточных урав-
нений 

I —т Ср-(„ + 1)(т), 1 ^ р < 2 т + 2, (7) 

О, -(п - 2 - т) < р < I, 2т + 2<р<п-т-1, 

где правая часть уравнения 

2т+2 

i-O 

a коэффициенты левой части уравнения 

т + 1 
Г" = Х* ^2гя + 2 /•_1V + 'n + li. ц2т + 1 Ч - 2J + 1 + 1 11-11 . /ОЧ 

i (m + 1) 

В системе уравнений (7) только (2т + 2) уравнения имеют отличные от нуля 
правые части. Система недоопределена, так как при вычислении конечных 
разностей пропадает 2(т + 1) — одно крайнее уравнение. Из (8) следует, что 
решение системы является кусочно-полиномиальным. При этом степень 
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'(12) 

полинома определяется параметром «гладкости» сигаала т. Получим далее 
решение системы (7) для случаев /п = 0,1ип-*<», 

Сигаал марковского типа ( т = О, ai < О, p{t) а 1 + ayt). В этом случае 
из (9) следует, что С/ = 2, из (8) — Co(t) = 2(1 - T),aCi(T) = 2т. Следователь-
но, 

Wo(T) = 1 - т, = т. (10) 

Весовая функция, определяемая соотношением (4), 

^«(т) = = = (1 - l f l / A ) l [ l - 1<1/А]. (11) 

Для сигнала типа марковского асимптотически оптимальный интерпо-
ляционный фильтр имеет весовую функцию конечной длительности: в интер-
поляции участвуют только два отсчета, между которыми находится 
интерполируемое значение. 

Однократно дифференцируемый сигнал ( т = 1, «2 < О, a j > О, p{t) st 
а 1 + a t̂̂  + «з! В этом случае четыре уравнения системы (7) имеют не-
нулевую правую часть (О < т = f /A ^ 1): 

w-2(t) + 4^-1(1) + wb(T) = 1 - Зт + Зт̂  - т^ 

H'-i(T) + 4wb(T) + H>I(T) = 4 - + ЗТ̂ , 

WO(T) + 4h'i(t) + и^(т) = 1 + Зт + Зт̂  - Зт^ 

WI(T) + 4и^(т) + iv3(t) = т̂ . 

Используем для доопределения системы (12) рекурсию* при п «>: 

= -awk(r), к^ - I , 

Wk + i ( t ) = -awi,(r), к 

ще коэффшщент а является наименьшим корнем уравнения 

- 4а + 1 = О (14) 

и равен 

a = 2 - V 3 . (15) 

В силу симметрии решения 

W-iir) = W-i, i ( t ) + W-i, 2(т), 

>И)(т) = >Vb,l(T) + Wb,2(T), 
(16) 

Wi(t) = Щ, i ( t ) - Wo, 2(r), 

W2(t) = H'-l,i(T) - W-1,2(T), 

ще первые слагаемые (16) — четные функции относительно значения аргу-
мента т = 0,5, ъторые слагаемые — нечетные функции. 

Использование (16), (12) и (13) дает две системы из двух уравнений: 

(13) 

• г'ешение (12) с рекурсией (13) совпадает с решением разностных уравнений (4] при 
п -* ов. 
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(17) 

(18) 

(4 - a)w.i, i(r) + M), i(T) = 1 + 1T(T - 1), 

w-i. i(T) + 5hii,. i(r) = I - I t ( t - 1), 

(4 - a)w-i.2(T) + wo.2(r) = i - r - i (2r - 1)г(т - 1), 

W-l,2(r) + Зик,.2(т) = I - Зт + I (2t - 1)T(T - 1). 

Решение (17) с учетом (16) следующее: 

Н1„(т) = 1 - т - | а г ( т - 1) + (2г - 1)г(т - 1), 

)v.i(T) = 1 (5а - 1)г(т - 1) - I (1 _ За)(2т - i)r(r - 1). 

На основании (18) и (13) 

М0 = н1э(1Г1)1[А- ] + - ( k + l ) A ) x 
k'O 

X 1[(1/1 - (Л + 1)А)((* + 2)А - 1/1)], (19) 

где функции wo(t) и определяются соотношением (18) при т = г/Д В 
соотношение (19) является весовой функцией бесконечной 

® отмечалось, что для однократно дифференцируемого сигнала 
Z e n ^ J n ^ " " ^ " воспроизведения практически д(!<^игается, когда 
интерполирование проводится по четырем отсчетам. При этом 

WO(T) = 1 - т - (3/10)г(г - 1), 

H'-iW = (3/10)г(г - 1) - (1/6)(2т - 1)т(т - 1). 

Построенная на основании (20) весовая функция w,(t) проигрывает wM 

' " " " — ™ 

Построенная на основании полинома Лагранжа весовая функция [1 ] 

WoW = 1 - т - (1/4)т(г - 1), (21) 
wiW = (1/4)т(т - 1) - (1/12)(2г - 1)т(т - 1) 

2 % в значении максимума среднего квадрата 

В заключение отметим, что приведенная выше процедура составления 
разностных уравнений может оказаты:я полезной при 
сл v i r ^ ' ^ " равноотстоящих ^тсчетов^иш™ а Т э т о м 
слу^а^ соответствующая система разностных уравнений принимает^ид 

/~-т /—(m+1) 

где к - номер уравнения, коэффициент С, определяется соотношением (9) 
Л — собственное число, координата собственного вектора. 
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Например, для марковского сигаала уравнение для собственных векторов 
принимает вид 

l a M k = А К -1 - Зн-, + ^ i)- (23) 

Подвергая (23) z-преобразованию (по индексу переменной), получим урав-
нение второго порядка: 

2aiAz = А(1 - z)^ (24) 

решением которого является дискретное косинусное преобразование (см. так-
же [5]). 

Из (24) вытекает формула для собственных чисел Д: 

А„ = - ajAVl + t g ^ m i / ( V l + tg^mf - l ) . (25) 

где m — индекс собственного вектора (m > 0),п — число отсчетов последова-
тельности. 

Для однократно дифференцируемого в среднеквадратичном с гнала соот-
ношение (22) после z-преобразования сводится к возвратному уравнению 
(четвертого порядка): 

2ajA\2z + + 2 z ' ) = Д(1 - z)\ (26) 

Структура решения этого уравнения аналогична рассмотренной в [4 ] струк-
туре решения уравнения для непрерывного случая. 
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