
№ 6 2000 

УДК 681.3.06 

В. д . Борисов, Г. С. Садовой 
(Новосибирск) 

МЕТОД ФРАКТАЛЬНОГО АНАЛИЗА ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ 

Обсуждаются методы фрактального анализа и системы реального времени на 
основе цифровых сигнальных процессоров. Области применения предлагае-
мых систем - исследование физических явлений, контроль и управление тех-
нологическими процессами и объектами. 

Введение. При обработке информации цифровыми методами данные 
представляются в виде временных рядов. Экспериментально установлено 
[1,2], что временные ряды данных, полученные при изучении систем, 
описываемых нелинейными эволюционными уравнениями, обладают фрак-
тальными свойствами (самоподобие, самоаффинность, фрактальная размер-
ность [3-7]), ранее обнаруженными при исследовании разнообразных про-
цессов [8-10]. Для выявления фрактальных свойств разработаны специаль-
ные методы анализа [3, 4, 8, 9]. 

В данной работе ограничимся рассмотрением двух типов задач, решение 
которых требует применения методов фрактального анализа: 1) исследова-
ние физических процессов и явлений; 2) контроль и управление технологи-
ческими объектами и процессами в реальном масштабе времени [11]. При 
аппаратной реализации наиболее предпочтительно применение цифровых 
сигнальных процессоров (СП), ориентированньпс на выполнение в реальном 
масштабе времени алгоритмов обработки сигналов [12-18]. 

Цели данной работы: развитие методов фрактального анализа, разра-
ботка схемотехнических принципов построения систем реального времени 
на основе СП с применением методов фрактального анализа. 

Рассмотрим две системы, которые могут быть применены для решения 
поставленных задач. Первый вариант системы приведен на рис. 1, где 1 -
объект контроля и управления; 2,3 - датчики; 4, 5 - входные масшткирую-
щие усилители; 6 - мультиплексор; 7 - АЦП; 8 - исполнительное устройство; 
9 - сигнальный процессор; 10 - персональный компьютер. 

В данной системе в реальном масштабе времени работает (под управле-
нием программы, написанной на языке Ассемблер и загружаемой по после-
довательному каналу во внешнюю память программ СП) внешний по отно-
шению к PC модуль. Программа выполняет сервисные функции (выбор и 
подключение датчика, обмен информацией с PC и т. д.) и обрабопц^ инфор-
мации по алгоритму, реализующему один из методов фрактального анализа. 
По результатам анализа информации от дагчиков процессор формирует 
управляющее воздействие для исполнительного устройства, а также в памя-
ти данных создает файл, который в фоновом режиме передается в PC по 
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Рис. 1 

последовательному каналу для дальнейшей обработки и графического ото-
бражения, а также сохранения в базе данных. 

Обработка информации в PC осуществляется программой, написанной 
на языке С-н- и работающей в операционной среде типа Windows. При таком 
подходе оказывается возможным широкий выбор существующих пакетов 
для анализа полученных данных. 

Второй вариант системы приведен на рис. 2. Здесь назначение блоков 1-8 
такое же, как и в предыдущем случае (см. рис. 1); 9 - периферийный СП; 10 -
гаавный СП; 11 - шина персонального компьютера. В данной системе пери-
ферийный СП работает по жесткому алгоритму, который выполняет про-
грамму, хранящуюся во внутренней памяти СП. Этот СП принимает коман-
ды от главного СП, выполняет сервисные функции, а также сбор, предвари-
тельную обработку и передачу данных в главный СП по скоростному синх-
ронному последовательному каналу связи. Главный СП обеспечивает обра-
6oTiQf данных, поступивших по последовательному синхронному каналу в 
реальном масштабе времени. Программа обработки загружается в память 
процессора через шину IBM PC и выполняет алгоритм одного из методов 
фрактального анализа. Информация, полученная в результате обработки, по-
ступает в PC для дальнейшего анализа и помещения в базу данных. 

Методы решения. В настоящее время известно несколько методов 
фрактального анализа: метод покрытия, корреляционный метод [8, 9, 14] и 
метод нормированного размаха [3,4,16]. Рассмотрим кратко каждый из них. 

Метод покрытия. Размерность Dg, определенная с помощью этого 
метода, называется «размерностью по покрытию» или «клеточной размер-
ностью» [4]. 
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В качестве примера на рис. 3 приведен график, построенный по 50 значе-
ниям чисел Вольфа [15]. Покроем график клетками шириной Ъа вдоль оси 
времени и длиной Ъа вдоль оси Y. Тогда клеточная размерность Dg с точ-
ностью до постоянного множителя определяется выражением [4] 

- о » 
(1) 

где N{b, а,ст)- число клеток, необходимое для покрытия кривой; ст - интер-
вал времени между выборками; а - минимальный размер клетки по верти-
кальной оси (при Ъ - \ у , Ь - коэффициент пропорциональности. 

Размерность Dg определяется по график зависимости lgiV=/(lgZ>) на 
линейном участке зависимости (рис. 4): 

Alg6 0,4 
(2) 

Корреляционный метод. Пусть имеется iV точек эквидистантной серии 
данных {Х,},^,, Х^ =X{t^). Здесь t̂  - дискретное время. Следуя [9], соста-
вим последовательность и-мерных векторов: 

{X{t,), Xit, +т),.. . , Xit, +(„ - l ) ) t } ( 3 ) 

где т - произвольный интервал времени. 
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Таким образом, получаем множество точек в и-мерном фазовом про-
странстве из исходной временной последовательности, ^ о множество обла-
дает свойствами исходной серии данных (временного ряда). А именно, если 
п достаточно велико ( и > 2Z) +1), где D - размерность Хаусдорфа - Безикови-
ча, то фрактальная размерность полученной временной последовательности 
совпадает с фрактальной размерностью исходного временного ряда. Для по-
следовательности и-мерных векторов вычисляется корреляционный интег-
рал по формуле [14] 

С ( т ) : = l im (4) 

где0(д:)-функция Хэвисайда; |Х, - Ху|-расстояния между г-йиу'-й точками 
полученной временной последовательности. Множество и-мерных векторов 
представляет собой геометрический объект размерностью d. Можно запи-
сать [9]: 

С ( т ) ~ т ' ' , (5) 

значение d вычисляется на линейном участке зависимости IgC(t) от Igx 
(рис. 5). Из (5) получим 

^ =1 A lgC (T) | /i Algx]=1 -3,06 +2,76| /(0,6 -0,4) =1,5. 

Увеличение п приводит сначала к росту размерности а затем достигает 
насыщения {d - й?̂ ) и дальше не изменяется. Величина d^ есть корреляцион-
ная размерность полученной последовательности и-мерных векторов и ис-
ходного временного ряда. 

Метод нормированного размаха [3,4,16]. Этот метод заключается в том, 
что для исследуемого временного ряда вычисляется размах R как функ1щя от 
запаздывания (рассматриваемого промежутка времени) т и времени начала 
этого промежутка t. Затем этот размах нормируется на стандартное средне-
квадратичное отклонение S. Размах можно определить несколькими спосо-
бами, обозначим каждый из них соответствующим индексом. В [3] приведе-
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на формула для вычисления накопленного размаха отклонения нексугорого 
параметра процесса от его среднего значения: 

R, - m ^ ^ w ^ + 0 - ^ ( 0 - о м т + х ) - х т -

- m i n + О - ( / / т ) [ Х ( / + Х ) - Х ( 0 ] } . (6) 

Стандартное среднеквадратичное отклонение определяется по формуле 

Sit,x) = 

t+x 

I ХЧи) 
u = t + l 

t +т 

I Х(ц) 
u = t + \ 

1/2 

(7) 

Для вычисления размаха также можно воспользоваться формулой [16] 

i?2 max X{t + и)- min X(t + и). (8) 
О^и^т OSUST 

Мы предлагаем модификацию метода нормированного размаха, суть ко-
торой состоит в следующем. Размах определяем как максимальное отклоне-
ние Х(Г) от среднего значения Мдля рассматриваемого интервала временит: 

i?3 = max X{t + u)-M, (9) 
причем нормируем R^ относительно М. 

Следует отметить, что R•̂  и Лд учитывают предысторию процесса на рас-
сматриваемом интервале т, тогда как R^ учитывает лишь экстремальные зна-
чения X{t) на интервале т. 

На практике (см., например, [19]) возникает необходимость восстановле-
ния отсчетов по известным значениям нормированного размаха. При исполь-
зовании традиционных методов [1-4, 6-10] решение этой задачи, как оказа-
лось, приводит к громоздким формулам и трудоемким вычислениям. Если 
же использовать предложенную выше модификацию метода нормированно-
го размаха, то алгоритм обратного преобразования (мы его назвали обратным 
фрактальным преобразованием) позволяет значительно сократить объем вы-
числений, так как формулы весьма простые. Предложенный метод обратного 
фрактального преобразования позволяет по известным значениям нормиро-
ванного размаха восстановить исходный временной ряд. Рассмотрим следу-
ющие варианты: а) монотонно возрастающий временной ряд, б) монотонно 
убывающий временной ряд, в) общий случай. 

Ниже приводятся формулы для получения числового значения времен-
ного отсчета исходного временного ряда. 

Вариант а): 

S + 1)] 
7=1 (10) 

i-{RIM),_^ -1 
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Вариант б): 

( -1 

(11) 

Вариант в): 

(12) 

Здесь и ниже предполагается, что: Х^ - значение первого отсчета известно, 
Х^ - значение г-го временного отсчета, - максимальное значение времен-
ного отсчета, используемое при вычислении /-го значения нормированного 
размаха (/?/М),. 

Модифицированный метод нормированного размаха: вывод формул, ре-
шение примеров для прямого и обратного преобразования. Зададим исход-
ный восходящий ряд из шести точек Х^, соответствующих шести мо-
ментам дискретного времени t^ в табл. 1, и обозначим его как ряд А. 

Для данного метода размах определяется как разность максимального и 
среднего значений заданного ряда на исследуемом интервале временит и вы-
числяется по формуле (9), а затем нормируется относительно среднего значе-
ния М. Результаты вычисления этим методом значений нормированного раз-
маха для заданного интервала времени т сведены в табл. 2. 

Для вычисления значения К/М прит =6 исходную последовательность 
дополняем седьмой точкой: Х-, =Х^. 

Далее зададим аналогично нисходящий ряд из шести точек в табл. 3 и 
обозначим его как ряд В. 

Вычисляем значения размаха по формуле (9), нормируем его на среднее 
значение М для заданного интервала времени х и результаты приводим в 
табл. 4. 

Т а б л и ц а 1 Т а б л и ц а 2 Т а б л и ц а 3 Т а б л и ц а 4 

t, щи т 

1 1 0 , 3 3 3 3 3 3 1 

2 2 0 , 5 2 

3 3 0 , 6 3 

4 4 0 , 6 6 6 6 6 7 4 

5 5 0 , 7 1 4 2 8 6 5 

6 6 0 , 6 2 6 

f, ЩМ т 

6 1 0 , 0 9 0 9 0 9 1 

5 2 0 , 2 2 

4 3 0 , 3 3 3 3 3 3 3 

3 4 0 , 5 4 

2 5 0 , 7 1 4 2 8 6 5 

1 6 0 , 8 2 6 
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Запишем уравнения для расчета значений нормированного размаха в 
каждой точке: 

Х1+Х2 + + + Jfs + + 

(R/M), = 1 , (13) 
Х1+Х2 + Хз+Х^ + Х, + Хб + Xs 

7 

^ т ( 6 - 1 ) 
(R М), = Ё (14) 

Xi+X2 + Х3 + + Xs + х^ 

(RM), = ! , (15) 
Xi + Х2 + Х3 + + Xs 

5 

Xjji^+X^ + X^ 

(R/M), = 1 , (16) 
X, + X. + X, + X. 

X « ( 3 - 1 ) , 

3 

XI + X2 + X3 

X, 
iR/M\ = (18) 

(R/M), =0. 

Общее уравнение для любой точки: 

/ + 1 

•Л*,, — 

(R/MI ^ — - J , 

/•+1 

где i - номер точки; - максимальное значение исходной последователь-
ности для интервала, включающего г-ю точ1д .̂ 
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Будем считать известными также значения первого отсчета А!", и макси-
мального отсчета на рассматриваемом интервале Х^^. 

Вывод формул обратного преобразования для частных случаев. 
Ряд^.Возьмем за исходную формулу (18), здесь только одно неизвестное 

- Х2 • Так как ряд возрастающий, то последний отсчет ряда на рассматривае-
мом интервале будет иметь максимальное значение. Из этой формулы нахо-
дим неизвестное: 

_ Xi((/?/A/)i + 1) (20) 
-Л-ул , 

Аналогично из формулы (17) получим 

^ _ ((j? + 1) + Jir^ ((/? + 1) (21) 

2 - ( Л / Л / ) 2 

Отсюда получаем общую формулу для вычисления значений исходного 
рядау!: 

N-I 

, = 1 ' ^ (22) 

Ряд В. В этом случае аналогично предыдущему берем за исходную фор-
мулу (18). Так как ряд нисходящий, то максимальное значение будет иметь 
первый отсчет Х^. Получаем 

X - (23) 
1+{К/М\ 

Из (17) находим неизвестное значение 

^ _ Xi(2-iR/M)2)-X2il+ (R/M)^) (24) 

Из этих формул получаем общую формулу для вычисления значений ис-
ходного ряда (случай В): 

X j (iV - 1 - (Л /Л/);^ _ 1) - ' Xi (1 + (Д Ш _ 1) 
Y .(25) 
^т • 

Восстановление точек исходного ряда посредством обратного преоб-
разования. Воспользуемся данными табл. 2 и формулой (22), значение пер-
вого отсчета Х^^ считаем известным и равным 1 (случай А). Получаем 

+ 0,333333 + 1 . 
Л2А = = 2 , 

1-0,333333 
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_ Х у ^ Щ Ш ) ^ ^ + Ц + Х2АШ1М)2А + 1] _ 1(0 .5+1)+ 2 (0 ,5+1) ^ 

г - \ - ( К 1 М ) 2 л 3 - 1 - 0 , 5 

_ 1 ( 0 , 6 + 1 ) + 2 ( 0 , 6 + 1 ) + 3 ( 0 , 6 + 1 ) ^ 
= (5 - 1 - 0,666666)-'{1(0,666666 +1) +2(0,666666 +1) + 
+ 3(0,666666 +1) + 4(0,666666 +1)} = 5, 

= ( 6 - 1 - 0,714286)-'0(0,714286 + 1)+ 2(0,714286 + 1) + 
+ 3(0,714286 +1) + 4(0,714286 +1) + 5(0,714286 +1)} =6. 

Вывод формул обратного преобразования в общем случае. Возьмем фор-
мулу (18) в качестве исходной и найдем неизвестное значение 

^ ^ ^ 2X:,„-X,„miM), + \] (26) 
^ {RIM\ + 1 

Затем из (17) находим 

Х^ = + l]-X;[(/?/M), + 1] (27) 
^ (Л/А/)2 + 1 

После этого запишем в общем виде 

- I + 1] 
X - ^ = ' ( 28 ) 

Заключение. В работе получены следующие результаты. 
Предложены структурные схемы систем реального времени, выполнен-

ных на основе щ1фровых сигнальных процессоров и обеспечивающих обра-
ботку сигналов методами фрактального анализа. 

Разработана модификащм метода нормированного размаха. 
Обоснован метод обратного фрактального преобразования и получены 

соответствующие формулы. 
Показано, что значения фрактаиьной размерности, полученные методом 

покрытия (см. рис. 4) и К0ррелящ10нным методом (см. рис. 5), совпадают. 
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Оба значения согаасуются с размерностью, рассчитанной методом нормиро-
ванного размаха в предыдущей работе авторов [16]. 
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