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ПРИ РАВНОМЕРНОЙ ДИСКРЕТИЗАЦИИ СИГНАЛА 

Рассматриваются характеристики интерполяторов, построенных на основе 
«скользящего» интерполирования полиномом Лагранжа. Приводятся соотно-
шения для отсчетных функций, их спектров, а также средних по времени и по 
ансамблю дисперсий ошибок восстановления сигаала. Формулируется «теоре-
ма отсчетов» для сигаалов с различными дифференциальными свойствами. 
Оценивается помехоустойчивость интерполяторов. 

Введение. При обычном интерполировании сигнала по его (и +1) 
равноотстоящим значениям / (М)(А:=0,и) полиномом Лагранжа степени п 
ошибка интерполяции неодинакова внутри различных интервалов дискрети-
зации. Так, в [1] приводится оценка для этой ошибки: 

(й+1)! 
П ( ^ - М ) 

= 0 (1) 

где + , = sup В соответствии с (1) ошибка минимальна в 
/е[0,пД] 

среднем (средних) интервале и максимальна в крайних интервалах (О < / < 
< А, (и-1)А</<иА). 

В [2] рассмотрена процедура «скользящей» интерполяции, при исполь-
зовании которой ошибка минимальна. При воспроизведении сигнала / ( на 
интервале kls.<t <{к + 1)А при четном и в интерполяции участвуют значения 
функции от отсчета f{k^ - [и/2]А) до отсчета / ( ( ^ + 1)А +[и/2]А),а при не-
четном значении и сигнал /(воспроизводится на интервале М - 0,5 А < t < 
<М+0,5А по значениям функции от отсчета / ( М - [ и / 2 ] А ) до отсчета 
/((Л+1)А+[и/2]А). 

В [3] показано, каким образом можно получить отсчетные функции по-
линомиального интерполятора при восстановлении сигнала по бесконечной 
последовательности отсчетов: 

f \ t ) = Y ^ f { k ^ ) w { t - k ^ ) , (2 ) 
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-де стационарная отсчетная функция. 
Далее рассматриваются характеристики таких полиномиальных интер-

юляторов. 
Отсчетные функции полиномиальных интерполяторов Лагранжа. 

1ри интерполировании f{t)полиномом Лагранжа степени п (число отсчетов 
завно и +1) на интервале - [и /2]Д <t<[n /2]Д + А1_ его отсчетные функции 

[n/2] + L 
W, v(0= П 

ш = -[п/2] 
т*г 

t-mA 
г А - тА' (3) 

Используя (3), получим отсчетную функцию при интерполировании со-
шюшением (2): 

[и/2] 

(• = 0 (4) 

:'де 1+ = (1 + (-1)" )/2; l[z] - функция, равная единице при z > О и нулю при 
z<0. 

На рис. 1 приведены графики отсчетных функций для различных степе-
1ей п полинома. Из них следует, что для четных значений п отсчетная функ-

1,0 

0 , 5 

О 

1,0 

0 , 5 

О 

1,0 

0 , 5 

О 

1,0 

0 , 5 

О 

р 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

1 

1 

i : : п = о i 
I I I 1 

: ; : : : : : 

- 4 , 0 - 2 , 5 - I 5 - 0 , 5 О 0 , 5 1 , 5 2 , 5 4 , 0 

1 1 1 1 - J 

I 1 1 V i i 1 
- 4 , 0 - 2 , 5 - 1 , 5 - 0 , 5 О 0 , 5 1 , 5 2 , 5 4 , 0 

Ч i и = 4 i 

,—,— К u 
- 4 , 0 - 2 , 5 - 1 , 5 - 0 , 5 О 0 , 5 1 , 5 

Ж 

ШЕ 

- 4 , 0 - 2 , 5 - 1 , 5 - 0 , 5 О 0 , 5 1 , 5 2 , 5 4 , 0 

- J I ч 

5 4 , 0 

и = 6 

- 4 , 0 - 2 , 5 - 1 , 5 - 0 , 5 О 0 , 5 1 , 5 2 , 5 4 , 0 

. J 1. . 

: ; п=7 

- 4 , 0 - 2 , 5 - 1 , 5 - 0 , 5 О 0 , 5 1 , 5 2 , 5 4 , 0 - 4 , 0 - 2 , 5 - 1 , 5 - 0 , 5 О 0 , 5 1 , 5 2 , 5 4 , 0 

Рис. 1. Отсчетные функции полиномиальньк интерполяторов 
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Т а б л и ц а 1 
Коэффициенты С„ 

п 
т 

0 1 2 3 4 5 6 7 

0 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 0 0 1/2 2/3 5/6 1 7/6 4/3 

2 0 0 0 0 3/8 8/15 259/360 14/15 

3 0 0 0 0 0 0 5/16 16/35 

ция разрывна. Однако полином четной степени и при интерполировании по 
его равноотстоящим значениям восстанавливается без ошибок. 

Спектр отсчетной функции. Непосредственное вычисление преобра-
зования Фурье функции (4) по формуле 

15(0)) = — •w(t)coseitdt 
А 

показывает, что 

vP(co) = sin 0 , 5mA 

0,5соД 

и +1 [и/2] 

т = 0 
(5) 

Значения коэффициентов для различных степеней интерполяционного 
полинома приведены в табл. 1. На рис. 2 изображены частотные характерис-
тики (5) для п из табл. 1. Из этих данных следует, что спектр отсчетной функ-
ции при увеличении степени полинома и приближается к частотной характе-
ристике фильтра нижних частот [2]. 

Дисперсия ошибки интерполяции. Необходимо отметить, что уже при 
степени полинома и = О постоянная составляющая сигнала «скользящим» 
интерполятором Лагранжа восстанавливается без искажения. Следователь-
но, отпадает необходимость в операции центрирования сигнала перед интер-
поляцией. Дисперсия ошибки интерполяции сигнала f{ t ) при использова-
нии для воспроизведения сигнала отсчетной функции (4) 

[ п / 2 ] + 1_ 0 , 5 й 

т = 0 г = -[п/2] о 

В соотношении (6) величины c j и Р/(т) - дисперсия и нормированная кор-
реляционная функция сигнала/(О соответственно, второе слагаемое - сред-
няя по времени дисперсия сигнала на выходе интерполятора. Коэффициенты 
С„(п) определяются соотношениями: 

[ и / 2 ] + 1_ 0 , 5 4 

^ ' • = - [ « / 2 ] О 
(7) 

26 



1,0 

0 , 5 

О [ 

1,0 

0,5 

О 

3 , 1 4 6 , 2 8 

• j n = l 

- 6 , 2 8 - 3 , 1 4 

1,0 

3 , 1 4 6 , 2 8 

0 ,5 

О 

- 6 , 2 8 - 3 , 1 4 

j л = 3 

3 , 1 4 6 , 2 8 3 , 1 4 6 , 2 8 

1,0 

0 , 5 

О 

: « = 4 

- 6 , 2 8 - 3 , 1 4 3 , 1 4 6 , 2 8 

- 6 , 2 8 - 3 , 1 4 О 3 , 1 4 
-271 < Ю < 271 

- 6 , 2 8 - 3 , 1 4 О 3 , 1 4 6 , 2 8 

-2л < ш < 2я 
Рис. 2. Частотные характеристики интерполяторов 

Табл. 2 содержит данные об этих коэффициентах для различных степеней 
интерполирующего полинома п. 

Коэффициенты С„(и) 
Т а б л и ц а 2 

n 
m 

0 1 2 3 4 5 6 7 

0 1 0,66667 0,89375 0,77567 0,89573 0,82245 0,90279 0,84942 

1 0 0,33332 0,14167 0,30595 0,15924 0,27264 0,15878 0,24617 

2 0 0 -0,03542 -0,08571 -0,06824 -0,11949 -0,08532 -0,13285 

3 0 0 0 0,00410 0,01408 0,02663 0,02886 0,04563 

4 0 0 0 0 -0,00081 -0,00237 -0,00563 -0,00945 

5 0 0 0 0 0 0,00014 0,00056 0,00119 

6 0 0 0 0 0 0 -0,00003 -0,00012 

7 0 0 0 0 0 0 0 6,08 xlO~® 
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Рис. 3. Нормированная дисперсия ошибки восстановления гармонического сигаала как функ-
ция частоты со 

В частотном представлении дисперсия ошибки 

, " Г « 
J 1 + ^ C„(/i)cosOTcaA-2w((o) 

m = 0 
dOD, 

(8) 

где - спектральная плотность сигнала / ( ( ) . 
На рис. 3 приведены зависимости нормированной дисперсии ошибки как 

функции частоты. В асимптотике при уменьшении интервала дискретизации 
А дисперсия ошибки интерполяции для сигнала соответствующей диффе-
ренцируемости в среднеквадратичном 

2 I p f (̂0)1 2 , <8;>=a; 

Отметим, что величина 

dt Y[(t-mA)l 
((«+!)!) Д « = -[«/2] (9) 

a j I p f" ̂  «(0)1 = Jcô "̂ ̂  
(10) 
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Полиномиальная интерполяция и теорема отсчетов. Теорема отсче-
тов с весовой функцией sin ^ t в (2) используется не только для сигна-

V Л 
лов с ограниченным по частоте одномодальным спектром(| cô ^̂ l̂ < л/А). Для 
сигнала с не ограниченным по частоте спектром дисперсия ошибки реконст-
рукции сигнала 

(11) 

Т. е. В 2 раза превышает энергию сигнала на частотах более высоких, чем по-
ловина частоты дискретизации. 

Величина дисперсии (11) зависит от скорости убывания спекгральной 
плотности. Например, для сигнала с марковской корреляционной функцией 

I и спекгральной плотностью " при высокой час-
7 1 ( ш + а ) 

тоте дискретизации значение интеграла (11) составляет (е^ ) « А о^а А.При 
я 

исполыовании весовой функции (4) для воспроизведения этого сигнала при 
и=1 U'(x) = 1(A- | t ; | )1[A- | t | ] дисперсия ошибки <8^)«1аЗаА,т е в 

V ^ J ' Ъ ' 
этом случае использование в формуле (2) всего двух отсчетов дает лучшие 
результаты по сравнению с интерполяционным фильтром нижних частот. 

Корреляционную функцию сигнала в асимптотике можно представить в 
виде ряда 

р / 0 ^ 1 + Z p f 4 Q ) — + p f - ' 4 0 ) • ^^^^ 
i t i ^ {1к)\ ^ ( 2 т + 1 ) ! 

1 . Сигнал с такой Скорость убывания спектральной плотности - О 

корреляционной функцией т раз дифференцируем в среднеквадратичном, а 
его (W + 1>й производной не существует. 

Сравним фильтр нижних частот с полиномиальной интерполяцией на 
примере 7и-кратно дифференцируемого в среднеквадратичном сигнала. Та-
ковым сигналом является сигнал со спектральной плотностью 

При /и=О, если положить /и! = 1, (27и -1)!! = 1, соотношение (13) совпадает со 
спектральной плотностью марковского процесса. Величина pj.^" ^̂  (0) для 
спектральной мощности (13) представляется в виде 

(14) 
я(2т-1)!! 
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Т а б л и ц а 3 
Отношение у (m,/i) дисперсий 

ошибок восстановления сигнала 

т п у(ш,и) 

0 1 0,823 

1 3 0,899 

2 5 1,001 

3 9 0,999 

4 14 1,014 

5 20 1,011 

6 27 1,002 

7 35 1,003 

а дисперсия ошибки при высокой точно-
сти воспроизведения (в случаеп+\>т) 
описьгеается соотношением 

(15) 

Вычисление (И) для спектра мощности 
(13) дает следующий результат: 

2 т + 1 

м'(16) 

В табл. 3 приведены значения отноше-
ния у дисперсий ошибок воспроизведения 
для сигналов различной дифференщ1руе-
мости. При этом в числителе отношения 
стоит дисперсия, полученная с использо-
ванием отсчетной функщш (4), а в знаме-
нателе - дисперсия, полученная при ис-

пользовании отсчетной функции фильтра нижних частот sin -t. 
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Рис. 4. Частотная зависимость коэффициента пропускания интерполятором гармонического 

сигнала 
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Из данных этой таблицы следует, что при высокой частоте дискретиза-
ции интерполирование сигнала с использованием отсчетной функции (4), 
построенной на основе полинома Лагранжа, при сравнительно небольшом 
числе используемых отсчетов практически эквивалентно применению для 
реконструкции сигнала фильтра нижних частот. 

Помехоустойчивость. Если присутствует не коррелированный с сигна-
лом амплитудный шум ф(М),то при интерполировании сигнала с использо-
ванием отсчетной функции (4) дополнительная составляющая дисперсии 
ошибки определяется очевидным соотношением 

т = 0 
(17) 

На рис. 4 изображена частотная зависимость множителя в выражении (17), 
стоящего при спектральной плотности шума для различных степеней 
интерполирующего полинома. С ростом степени полинома его фильтрую-
щие свойства изменяются, однако дополнительная дисперсия ошибки от ам-
плитудного шума не превышает величины дисперсии ст,^, так как коэффици-
ент пропускания на любой частоте меньше или равен единице. 

Заключение. Рассмотренные выше интерполяционные соотношения 
предполагают воспроизведение сигнала по бесконечной последовательно-
сти отсчетов. Однако, на наш взгляд, отсчетной функцией (4) можно успешно 
пользоваться и при конечном, но достаточно большом числе отсчетов. На-
пример, если интерполирование производится по четырем отсчетам (и =3), 
то только в двух интервалах дискретизации (первом и последнем) дисперсия 
ошибки будет превьш1ать значение, определяемое соотношениями (6) и (8). 
Это превышение при высокой точности воспроизведения может быть опре-
делено исходя из соотношения типа (9) путем интегрирования в соответству-
ющем интервале дискретизации. Отметим, что полученные результаты до-
статочно просто распространяются на случай неравномерной дискретиза-
ции. При этом отсчетная функция получается нестационарной. 
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