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Â îäíîìåðíîì âàðèàíòå ðàññìîòðåíû èçîáðàæàþùèå ñèñòåìû ñ ìîäåëüíîé
ñòðóêòóðîé: âõîäíîå èçîáðàæåíèå – çàäàííàÿ èñêàæàþùàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà –
çàäàííûé àääèòèâíûé áåëûé øóì – çàäàííûé ëèíåéíûé ôèëüòð ñ ðåãóëèðó-
åìûì ïàðàìåòðîì – âûõîäíîå èçîáðàæåíèå. Óñòàíîâëåíà ìàêñèìàëüíàÿ ðàç-
ðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü òàêèõ ñèñòåì, äîñòèãàåìàÿ ïðè îïòèìàëüíîì âûáîðå
ïàðàìåòðà ôèëüòðà. Ïðèâåäåí ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ è ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü èõ ïðèìåíåíèÿ â ñêàíèðóþùèõ èçîáðàæàþ-
ùèõ ñèñòåìàõ.

Ââåäåíèå. Âîïðîñàì ïîâûøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçðåøàþùåé ñïî-
ñîáíîñòè (ÐÑ) ïî Ôóêî ðàçëè÷íûõ èçîáðàæàþùèõ ñèñòåì (ÈÑ) òðàäèöèîííî
óäåëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ, çàíèìàþùèõñÿ îáðàáîòêîé
èíôîðìàöèè îá èññëåäóåìûõ îáúåêòàõ, ïîëó÷àåìîé â ôîðìå èçîáðàæåíèé.
Îäíèì èç ìåòîäîâ ïîâûøåíèÿ ÐÑ ÈÑ, êàê èçâåñòíî [1–4], ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðà-
öèÿ ñôîðìèðîâàííûõ èçîáðàæåíèé. Â [5] â äâóìåðíîì âàðèàíòå ðåøåíà âà-
ðèàöèîííàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé ïî êðèòåðèþ ìàêñèìóìà ÐÑ ëèíåéíîé
ôèëüòðàöèè ñôîðìèðîâàííûõ èçîáðàæåíèé. Ìåæäó òåì âïîëíå àêòóàëüíîé
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè (ïî äàííîìó êðèòåðèþ) ïàðàìåòðà îäíîìåðíî-
ãî ôèëüòðà çàäàííîãî âèäà, âêëþ÷åííîãî â ñòðóêòóðíûé ñîñòàâ ÈÑ. Ýòî, â
÷àñòíîñòè, õàðàêòåðíî äëÿ âðåìåííîé ôèëüòðàöèè ñèãíàëîâ èçîáðàæåíèé â
ñêàíèðóþùèõ ÈÑ [6].

Ìîäåëü èçîáðàæàþùåé ñèñòåìû è åå ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü.
Ïðåäïîëîæèì ïî àíàëîãèè ñ [2], ÷òî â îäíîìåðíîì âàðèàíòå ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÈÑ óäîâëåòâîðèòåëüíî ïðåäñòàâëåíà ñîîòíîøå-
íèåì âèäà

�( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ).B x B x h x x x� � � �� � (1)

Çäåñü �( )B x – èçîáðàæåíèå íà âûõîäå ÈÑ; B x( ) – èçîáðàæåíèå íà âõîäå ÈÑ;

h x( ) – èìïóëüñíûé îòêëèê èñêàæàþùåé ñèñòåìû;�( )x – ñòàöèîíàðíûé øóì
ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì; B x h x x( ) ( ) ( )� �� – ñôîðìèðîâàííîå (èñêà-
æåííîå) èçîáðàæåíèå;�( )x – èìïóëüñíûé îòêëèê ôèëüòðà; ñèìâîë�îçíà÷à-
åò îäíîìåðíóþ ñâåðòêó. Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé h x( )è�( )x ïðåäïîëàãàåòñÿ,
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÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íîðìèðîâêè

h x dx x dx
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�

��
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	 	� �( ) ( ) .� 1
(2)

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïîðîãîâûé êîíòðàñò K îáóñëîâëåí ïðåèìó-
ùåñòâåííî çàøóìëåííîñòüþ âûõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, ò. å. (ñì. [7])

K
M

k
� ïîð


0

,
(3)

ãäå M ïîð – ïîðîãîâîå îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì; 
 �� Bô – îòíîñèòåëüíîå
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå çíà÷åíèå øóìà íà âûõîäå ÈÑ (� – ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå øóìà íà âûõîäå ÈÑ, Bô – ÿðêîñòü ôîíà âûõîäíîãî èçîáðàæå-
íèÿ); k 0 – èñõîäíûé êîíòðàñò. Òîãäà â îäíîìåðíîì âàðèàíòå îáùåå âûðàæå-
íèå äëÿ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè R ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñîãëàñíî [8]
â ñëåäóþùåì âèäå:

R
R G K K
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sup{ inf� � �
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| , ( ) }, ;

, .

0 0 1

0 1

0
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(4)

Çäåñü � �, – ïðîñòðàíñòâåííûå ÷àñòîòû;

R G0
0

0 0� 
 �
� �

sup{ inf� � �
� �

| , ( ) } (5)

– ïðåäåëüíàÿ ÐÑ; G( )� – ÷àñòîòíî-êîíòðàñòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ÈÑ.
Ïðèìåíèòåëüíî ê ÈÑ, ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëüþ (1), ñ ó÷åòîì (2) áóäåì

èìåòü

G h( )
~

( ) ~( ) ,� � � �� (6)

� � � � �2 2
�
��

�

	 S d( ) ~( ) ,
(7)

ãäå
~

( ), ~( )h � � � – ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ èñêàæàþùåé ñèñòåìû è ôèëüòðà ñî-

îòâåòñòâåííî (ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò h x( ) è�( )x ñîîòâåòñòâåííî); S ( )� –
ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà.

Ïðè ïîäñòàíîâêå (3), (6), (7) â (4), (5) ïîëó÷àåì
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî øóì áåëûé, ò. å.

S S( ) ,� � (9)

à ôèëüòð çàäàí ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðà a a( ),
 0 è ïðè ýòîì

� �( ) ( ; ) ( ),� � �� �a W a (10)

ãäåW x( ) – íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì 0� � �
��

�

	W x dx( ) .

Ïîäñòàâèâ (9), (10) â (8), ïîëó÷èì
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sup | , [ ( ) ( )] , ;� � � �
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0

0

0
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(11)

ãäå

L CS W x dx� � �
��

�

	 ( ) .const 0
(12)

Çàìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè äëÿ ÐÑ R a( ) íåðàâåíñòâî � � R0 îïó-
ùåíî â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè L.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü â ñëåäó-
þùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå: òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìóì ôóíêöèè R a( )
( ),a 
 0 îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì (11), â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè W x( )
è H ( )� óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1à)W x( ) îïðåäåëåíà è íåîòðèöàòåëüíà äëÿ âñåõ x �� �( , );
1á) H ( )� îïðåäåëåíà è íåîòðèöàòåëüíà äëÿ âñåõ � �� �( , );
2à)W x( ) ÷åòíàÿ;
2á) H ( )� ÷åòíàÿ;
3à)W ( ) ;0 1�
3á) H ( ) ;0 1�
4à)W x( ) íåïðåðûâíà â íóëå;
4á) H ( )� íåïðåðûâíà â íóëå;
5) äëÿ ëþáîãî a L
 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

inf inf inf äëÿ
0 0 0� � � � � �

�
� � � � � �

� � � �[ ( ) ( )] ( ) ( )H W a H W a âñåõ � 
 0; (13)

6) ñóùåñòâóåò

! �

 � �

max[ ( )].
x y x

x W y
0 0

inf
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Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ 1–4 ïî ñóùåñòâó ÿâëÿþòñÿ «åñòåñòâåííû-
ìè» (ñëåäóþò èç ñâîéñòâ ìîäóëÿ îäíîìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [9] è
ñîîòíîøåíèÿ (2)) è ïîýòîìó íå îãðàíè÷èâàþò ñêîëüêî-íèáóäü çíà÷èòåëüíî
îáùíîñòü ïîñòàíîâêè äàííîé çàäà÷è.

Ðåøåíèå çàäà÷è. Ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå îïòèìèçàöèîííîé
çàäà÷è ïðåäñòàâèì â âèäå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Ìàêñèìóì ôóíêöèè R a( ), îïðåäåëÿåìîé (11), ïðè óñëî-
âèÿõ 1–6 åñòü

R R a H L
a

max ( ) | , ( )� � 
 


 � �

sup sup{ inf
0 0

0� � ! � �"
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(14)

è äîñòèãàåòñÿ ïðè

a x Ropt � 0 max , (15)

ãäå x 0 – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x W y
y x

inf
0 � �

( ) íà

ïðîìåæóòêå [ , );0 � L – ïîñòîÿííàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (12).
(Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.)
Ñëåäñòâèå. Åñëè â ÈÑ îòñóòñòâóþò (ïðåíåáðåæèìî ìàëû) ñèñòåìàòè÷å-

ñêèå èñêàæåíèÿ, ò. å.
~

( ) ( ) ,h H� �� �1 òî ñîãëàñíî (14) è (15) áóäåì èìåòü

R L a x Lmax ; ( ).� �! !opt 0

Ïðèìåð îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðà ôèëüòðà. Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå
óòâåðæäåíèÿ:

– èìïóëüñíûé îòêëèê èñêàæàþùåé ñèñòåìû åñòü ôóíêöèÿ âèäà

h x
b x b

( )
, | | ;

�
��

�
�

1 2

0 â îñòàëüíûõ ñëó àÿõ,x
(16)

ãäå ïàðàìåòð b b( )�0 îçíà÷àåò äëèíó ïðîìåæóòêà óñðåäíåíèÿ;
– èìïóëüñíûé îòêëèê ôèëüòðà åñòü ôóíêöèÿ âèäà

�( )
( )exp( ), ;

, .
x

a x a x

x
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�
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0 0 (17)
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b i a
� � �

#�

#� # �
� �

�

1

1 2

(18)
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H
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b
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Èç (10) è (20) ñëåäóåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå

W x
x

( ) ,�
�

1

1 4
2 2#

(21)

è ïðè ýòîì ñîãëàñíî (12)

L CS� 2. (22)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ (18) (à çíà÷èò, è ôóíêöèÿ (19)) ñ÷èòàåòñÿ äîîïðåäåëåí-
íîé â òî÷êå � �0 çíà÷åíèåì 1. Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îäíîìåðíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ (16) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìè-
ðîâêè (2). Ñ ó÷åòîì òàêîãî çàìå÷àíèÿ íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè (19) è
(21) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1–4. Äàëåå, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ (19) ìîíîòîííî
óáûâàåò íà îòðåçêå [ , ],0 1 b ãäå � �1 b åñòü åå ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé íóëü, à
ôóíêöèÿ (20) ìîíîòîííî óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå [ , ),0 � òî äëÿ âñåõ � 
 0
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� � # � # �a a
. (25)

Èç (23)–(25) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè (19) è (21) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó (13)
äëÿ ëþáîãî a 
 0, à çíà÷èò, äëÿ ýòèõ ôóíêöèé óñëîâèå 5 âûïîëíÿåòñÿ. Íàêî-
íåö, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ (21) ìîíîòîííî óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå [ , ),0 � òî äëÿ
âñåõ x 
 0 áóäåò âåðíî ðàâåíñòâî

inf
0 2 2

1

1 4� �
� �

�y x
W y W x

x
( ) ( ) .

#

Ñëåäîâàòåëüíî,

!
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 � �
max ( ) ,
x y x

x W y
0 0

1

4
inf (26)

è ïðè ýòîì (åäèíñòâåííàÿ) òî÷êà ìàêñèìóìà

x 0 1 2� ( ).# (27)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè (21) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 6.
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè (19) è (21) óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì óòâåð-
æäåíèÿ. Òîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå (19), (22) è (26) â (14) ïîëó÷èì äëÿ ìàêñèìóìà
ÐÑ ðàññìàòðèâàåìîé ÈÑ ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

R
b

b

CS
max | , .

sin

( )
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�
�
�

�
�
�� �

sup inf� � �
#

#�

#�� �
0

1

4 20

2

2 (28)

Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (15) è (27) îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð ôèëüòðà

a Ropt �1 2( ).max# (29)

Èç (24) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ â (28) áóäåò îòðåçêîì
[ , � ],0 � ãäå ��– ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

sin

( )

2

2
2

#�

#�
# �

b

b
CS�

(30)

îòíîñèòåëüíî � íà îòðåçêå [ , ].0 1 b À ïîñêîëüêó sup[ , � ] � ,0 � �� òî ñ ó÷åòîì (28)
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ìàêñèìóì ÐÑ ðàâåí ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (30) îò-
íîñèòåëüíî � íà îòðåçêå [ , ].0 1 b

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (30) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà b èñêàæàþùåé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå. Òàì æå äëÿ óäîá-
ñòâà ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà ôèëüò-
ðà, ðàññ÷èòàííîãî ïî ôîðìóëå (29).

Çàêëþ÷åíèå. Âûðàæåíèå (8) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî äëÿ äâó-
ìåðíîãî ñëó÷àÿ êàê ïðîäîëüíàÿ (âäîëü îñè Ox ) ÐÑ ÈÑ, èìïóëüñíûé îòêëèê
�0 ( , )x y ôèëüòðà êîòîðîé ïðåäñòàâèì â âèäå

� � 
0 ( , ) ( ) ( ),x y x y� (31)

ãäå 
( )y – 
-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Ïðè ýòîì ôóíêöèè H ( )� è �( )� ìîãóò áûòü
èíòåðïðåòèðîâàíû êàê êâàäðàòû ïðîäîëüíîé ÷àñòîòíî-êîíòðàñòíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè èñêàæàþùåé ñèñòåìû è ôèëüòðà ñîîòâåòñòâåííî, à ôóíêöèÿ S ( )�
áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü øóìà, ïðîèíòåãðèðîâàí-
íóþ ïî ïåðåìåííîé �y (ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòå âäîëü îñè Oy ) â ïðåäåëàõ
îò �� äî ��.

Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî (31) áóäåò âåðíî äëÿ ÈÑ, â êîòîðûõ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîå ñêàíèðîâàíèå âõîäíûõ èçîáðàæåíèé âäîëü îñè Ox ñî
ñêîðîñòüþ*, à âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì (íà âûõîäå èñêàæàþùåé ñèñòåìû) ñèã-
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b CS( ) #CSR max a CSopt ( )

0,1 0,50 1,00

1,0 0,46 1,09

3,0 0,35 1,43

5,0 0,27 1,85

10,0 0,17 2,94



íàëû ïîäâåðãàþòñÿ âðåìåííîé ôèëüòðàöèè [6]. Ïðè ýòîì èìïóëüñíîìó îò-
êëèêó �B t( ) âðåìåííîãî ôèëüòðà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ôóíêöèÿ

� �
* *

( ) .x B

x� �
�
�
�
�
�

1

Â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå ôóíêöèÿ (17) ñîîòâåòñòâóåò èìïóëüñíîìó
îòêëèêó âðåìåííîãî RC-ôèëüòðà ñ ïîñòîÿííîé âðåìåíè a *.

Êîíêðåòíûìè ïðèìåðàìè ÈÑ, ãäå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (31), ìîãóò
ñëóæèòü íåêîòîðûå òèïû ñêàíèðóþùèõ ñèñòåì öèôðîâîé ðåíòãåíîãðàôèè
[10, 11]. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðå-
çóëüòàòû (óòâåðæäåíèå, ñëåäñòâèå) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îïòèìèçàöèè ïàðà-
ìåòðîâ âðåìåííûõ ôèëüòðîâ, ïðèìåíÿåìûõ â äàííûõ ñèñòåìàõ.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïðè ïîäñòàíîâêå (13) â (11) ïîëó÷èì

R a H W a a
L

a
( ) | , ( ) ( ) ,� 
 
�

�
�

�
�
�� � � �

sup inf inf� � � �
� � � �

0
0 0


 L.
(Ï1)

Òàêèì îáðàçîì, ñòîÿùàÿ ïåðåä íàìè çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè
ìàêñèìóìà ôóíêöèè (Ï1) ïðè óñëîâèÿõ 1–4, 6.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî â ïðàâîé ÷àñòè (Ï1)

X a H W a a L
L

a
( ) | , ( ) ( ) ( )� 
 
�

�
�

�
�
�



� � � �

� � � �
� � � �

0
0 0

inf inf
(Ï2)

è ìíîæåñòâî â ïðàâîé ÷àñòè (14)

X H L� 
 

� �

{ | , ( ) }.� � ! � �
� �

0
0

inf (Ï3)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèÿ 3à è 3á, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà
íåðàâåíñòâ

� � �
� � � �


 

� � � �

0
0 0

, ( ) ( ) ,inf infH W a
L

a

(Ï4)

îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî X a( ) â (Ï2), áóäåò ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå íåðà-
âåíñòâ

� � � � �
� � � �


 

� � � �

0
0 0

, ( ) ( ) .inf infH a W a L (Ï5)

Èç óñëîâèé 1à è 1á ñëåäóåò ñîãëàñíî [12], ÷òî òî÷íûå íèæíèå ãðàíèöû
inf

0 � �� �
�H ( ) è inf

0 � �� �
�W a( ) êàê ôóíêöèè îò àðãóìåíòà � áóäóò îïðåäåëåíû è

íåîòðèöàòåëüíû äëÿ âñåõ � 
 0. Ó÷èòûâàÿ ýòî è ðàâåíñòâî

{ | , } [ , ),a a L� �
 
 � �0 0

3*
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îöåíèì ñâåðõó ëåâóþ ÷àñòü âî âòîðîì íåðàâåíñòâå (Ï5):

inf inf inf sup
0 0 0

0

� � � � � � 




�
� � � � � �

�

� � � �H a W a H
a L

( ) ( ) ( ) [a W a� �
� �

inf
0 � �

�( )]

� �
� � 
 � � � �
inf sup inf inf

0 0 0 0� � � � � � �
� � �H a W a H

a a a
( ) [ ( )] (�) [ ( )]sup inf

x y x
x W y


 � �
�

0 0

� �
� � 
 � � � �
inf inf inf

0 0 0 0� � � �
� ! �H x W y H

x y x
( ) max [ ( )] ( ). (Ï6)

Èç (Ï6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî a L
 ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (Ï5) èëè ñèñòå-
ìà íåðàâåíñòâ (Ï4), ÷òî òî æå ñàìîå, ïîâëå÷åò çà ñîáîé ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

� ! � �
� �


 

� �

0
0

, ( ) ,inf H L

à çíà÷èò, ñîãëàñíî (Ï2) è (Ï3) áóäåò âåðíî âêëþ÷åíèå

X a X a L( ) .+ 
äëÿ âñåõ (Ï7)

Èç (Ï7) âûòåêàåò (ñì. [13])

R a X a X R a L( ) ( ) � .� � � 
sup sup äëÿ âñåõ (Ï8)

Òàêèì îáðàçîì ìû íàøëè âåðõíþþ ãðàíèöó �R ôóíêöèè R a( ) èç (Ï1). Ïî-

êàæåì òåïåðü, ÷òî
� .R �0 (Ï9)

Èç óñëîâèé 3à è 4à ñëåäóåò, ÷òî äëÿ , �1 2 ñóùåñòâóåò 
 �0 òàêîå, ÷òî

1 2 3 2� �  �W x x( ) , ( , ).åñëè 
 


Îòñþäà

W x x( ) [ , ],
  1 2 0 2äëÿ âñåõ 


à çíà÷èò, (ñì. [12])

inf
x

W x
 



[ , ]

( ) ,
0 2

1 2



îòêóäà ïîëó÷àåì

! 
 




� 
 
 �

 � � � �

max[ ( )] ( ) .
x y x y

x W y W y
0 0 0 22 2

1

2
0inf inf (Ï10)

Äàëåå, èç óñëîâèé 3á è 4á ñëåäóåò, ÷òî äëÿ , �1 2 ñóùåñòâóåò - �0 òàêîå, ÷òî

1 2 3 2� �  �H ( ) , ( , ).� �åñëè - -

Îòñþäà

H ( ) [ , ].� �
  1 2 0 2äëÿ âñåõ -
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Ñëåäîâàòåëüíî, (ñì. [12])

inf
�

�
 



[ , ]

( ) ,
0 2

1 2
-

H

à çíà÷èò, (ñì. [13])

inf äëÿ âñåõ
0

1 2 0 2
� �


  
� �

� �H ( ) [ , ]-

èëè â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè !

! � ! �
� �

inf äëÿ âñåõ
0

2 0 2
� �


  H ( ) [ , ],- (Ï11)

÷òî òî æå ñàìîå. Äàëåå, èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè L� â íóëå èìååì, ÷òî äëÿ
, !� 2 (! �0 ïî äîêàçàííîìó âûøå) ñóùåñòâóåò - 0 0� òàêîå, ÷òî | | ,L� !� 2
åñëè � �( , ).- -0 0 Îòñþäà

L� ! ��  2 0 20äëÿ âñåõ [ , ].- (Ï12)

Èç (Ï11) è (Ï12) ïîëó÷àåì

! � � �
� �

inf äëÿ âñåõ
0

10
� �

�  H L( ) [ , ],-

ãäå - - -1 0

1

2
� min{ , }. Îòñþäà è èç (Ï3) ñëåäóåò, ÷òî [ , ] ,0 1- + X à çíà÷èò,

(ñì. [13])
� [ , ] ,R X� 
 � �sup sup 0 01 1- -

÷òî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (Ï9).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî

� .R� � (Ï13)

Èç óñëîâèÿ 3á è ñâîéñòâà òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöû èìååì

inf äëÿ âñåõ
0

0 1 0
� �

� � 

� �

� �H H( ) ( ) .

Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

� ! � �
� �


 

� �

0
0

, ( ) ,inf H L

îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî X, ïîâëå÷åò çà ñîáîé ñèñòåìó íåðàâåíñòâ � 
 0,
! �
 L . Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

X L L L+ 
 
 � � � �{ | , } { | } [ , ],� � ! � � � ! !0 0 0

à çíà÷èò, (ñì. [13])
� [ , ] ,R X L L� � �sup sup 0 ! !

÷òî â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè ! è L è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà
(Ï13).

37



Äîêàæåì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ

X R. [ , � ).0 (Ï14)

Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ 1á ñîãëàñíî [12] ñëåäóåò, ÷òî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðà-
íèöà inf

0 � �� �
�H ( ) êàê ôóíêöèÿ îò àðãóìåíòà � áóäåò îïðåäåëåíà, íåîòðèöà-

òåëüíà è áóäåò íåâîçðàñòàþùåé ïðè � 
 0, à çíà÷èò, ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíî-
ñòè ! è L è ôóíêöèÿ f H L( ) ( )� ! � �

� �
� �

� �
inf

0
áóäåò îïðåäåëåíà è íåâîçðàñòà-

þùåé ïðè � 
 0. Îòñþäà è èç (Ï3) èìååì

X f� 
 
{ | , ( ) }.� � �0 0 (Ï15)

Òàê êàê ôóíêöèÿ f ( )� îïðåäåëåíà è íå âîçðàñòàåò ïðè � 
 0,òî ìíîæåñòâî X â
âèäå (Ï15) ìîæåò áûòü ñîãëàñíî [14, 15] òîëüêî îäíèì èç ìíîæåñòâ âèäà
[ , ),0 0� ãäå 0 0� � �� ,èëè[ , ],0 0� ãäå0 0� � �� . Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé
supX R� �� 0 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ (Ï14).

Äîêàæåì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

x R L0
� .
 (Ï16)

Äîêàçàíî, ÷òî X R. [ , � ).0 Òîãäà îòñþäà è èç (Ï3) èìååì

! � � �
� �

inf äëÿ âñåõ
0

0
� �


  H L R( ) [ , � ) (Ï17)

èëè

L H R� ! � �
� �

� �  
� �
inf äëÿ âñåõ

0
0 0( ) [ , � ), (Ï18)

÷òî òî æå ñàìîå.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âêëþ÷åíèÿ (Ï14) áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ôóíêöèÿ

f H L( ) ( )� ! � �
� �

� �
� �
inf

0
îïðåäåëåíà è íå âîçðàñòàåò ïðè � 
 0.Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïðîòèâîïîëîæíàÿ åé ïî çíàêó ôóíêöèÿ g f( ) ( ),� �� � ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷à-
ñòè íåðàâåíñòâà (Ï18), áóäåò îïðåäåëåíà è íåóáûâàþùåé ïðè � 
 0,à çíà÷èò,
è íà ïðîìåæóòêå [ , � ).0 R Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî (Ï18) ôóíêöèÿ g( )� îãðàíè÷åíà

ñâåðõó íóëåì íà ïðîìåæóòêå[ , � ).0 R Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðåäå-

ëå ìîíîòîííîé ôóíêöèè [12] ïðè �/ ��R 0ôóíêöèÿ g( )� èìååò êîíå÷íûé ëå-

âûé ïðåäåë, ïðè÷åì

lim ( ) lim [ ( )]
� �

[ ,� � � � �
� � ! �

/ � / � � �  
� � �

R R
g L H

0 0 0 0

inf sup
�)

[ ( )].
R

L H� ! �
� �

�
� �
inf

0
(Ï19)

Äàëåå, êàê áûëî îòìå÷åíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå âêëþ÷åíèÿ (Ï14), ôóíêöèÿ
inf

0 � �� �
�H ( ) îò àðãóìåíòà � îïðåäåëåíà, íåîòðèöàòåëüíà è íå âîçðàñòàåò ïðè

� 
 0. Çíà÷èò, â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè !ôóíêöèÿ �
� �

! �
� �

inf
0

H ( ) îò àðãóìåíòà

� áóäåò îïðåäåëåíà, íåóáûâàþùàÿ è îãðàíè÷åíà ñâåðõó íóëåì íà ïðîìåæóò-
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êå [ , � ).0 R Îòñþäà ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ôóíêöèè [12] âûòåêàåò,

÷òî ïðè �/ ��R 0 ôóíêöèÿ �
� �

! �
� �

inf
0

H ( ) èìååò êîíå÷íûé ëåâûé ïðåäåë,

ïðè÷åì

lim [ ( )] [ (
�

[ , �)� � � � � �
! � !

/ � � �  � �
� � �

R R

H H
0 0 0 0

inf sup inf �)]. (Ï20)

Ïî äîêàçàííîìó 0� � �� .R Â ðåçóëüòàòå â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè

L� ïîëó÷àåì

lim [ ] � .
��

�
/ �

�
R

L LR
0

(Ï21)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè L� è �
� �

! �
� �

inf
0

H ( ) èìåþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå

ïðåäåëû ïðè �/ �� ,R 0 òî ñîãëàñíî [16] áóäåì èìåòü

lim [ ( )] [ ] lim
� � �� � � � �

� ! � �
/ � � � / � / �

� � �
R R R

L H L
0 0 0

inf lim
0 0
[ ( )].�

� �
! �

� �
inf H (Ï22)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (Ï19)–(Ï21) â (Ï22), ïîëó÷èì

sup inf sup in
� � � �

� ! � !
 � �  

� � � �
[ , �) [ , �)

[ ( )] � [
0 0 0R R

L H LR f
0 � �� �

�H ( )]. (Ï23)

Èç (Ï18) ñîãëàñíî [12] ñëåäóåò, ÷òî

sup inf
� � �

� ! �
 � �

� �
[ , �)

[ ( )] .
0 0

0
R

L H

Îòñþäà è èç (Ï23) èìååì

LR H
R

� [ ( )] .
[ , �)

� � �
 � �
sup inf

� � �
! �

0 0
0 (Ï24)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

� � �
� �  � �

! � ! �
� � � � �

inf sup inf äëÿ âñåõ
0 0 0

H H
R

( ) [ ( )]
[ , �)

� [ , � ).0 R (Ï25)

Èç (Ï24) è (Ï25) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

LR H R� ( ) [ , � )� �  
� �

! � �
� �

inf äëÿ âñåõ
0

0 0

èëè

! � �
� �

inf äëÿ âñåõ
0

0
� �


  H LR R( ) � [ , � ), (Ï26)

÷òî òî æå ñàìîå.
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Ïóñòü òåïåðü x 0 – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
x W y

y x
inf

0 � �
( ) íà ïðîìåæóòêå [ , )0 � (ïî óñëîâèþ 6 òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò).

Òîãäà

! �
� �

x W y
y x

0
0 0

inf ( ). (Ï27)

Äîêàçàíî, ÷òî ! �0, ñëåäîâàòåëüíî, x 0 0� . Ïîäñòàâëÿÿ (Ï27) â (Ï26), ïî-
ëó÷èì
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� � (Ï28)

Èç óñëîâèé 1à, 1á, 3à, 3á è ïîëîæèòåëüíîñòè x 0 èìååì
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Îòñþäà è èç (Ï28) ïîëó÷àåì x LR0 
 � ,÷òî è äîêàçûâàåò ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëü-

íîñòè �R ñïðàâåäëèâîñòü (Ï16).
Äîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî ãðàíèöà �R äîñòèãàåòñÿ ïðè

a a x R� �0 0
� . (Ï29)

Ïîñêîëüêó äîêàçàíî, ÷òî a L0 
 , òî ïðè ïîäñòàíîâêå (Ï29) â (Ï2) ñ ó÷åòîì
ïîëîæèòåëüíîñòè x0 è �R ïîëó÷èì
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Òàê êàê x0 è �R ïîëîæèòåëüíû, òî

0 00 0� �  x x R
R

� �
�

[ , � ).äëÿ âñåõ (Ï31)

Èç óñëîâèÿ 1à è ïîëîæèòåëüíîñòè x0 è �R ñîãëàñíî [12] ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
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áóäåò îïðåäåëåíà, íåîòðèöàòåëüíà è áóäåò íåâîçðàñòà-
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þùåé ïðè � 
 0. Îòñþäà è èç (Ï31) ïîëó÷àåì
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Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà inf
0 � �� �

�H ( ) êàê ôóíêöèÿ îò

àðãóìåíòà � áóäåò îïðåäåëåíà è íåîòðèöàòåëüíà ïðè � 
 0. Ñ ó÷åòîì ýòîãî,
íåðàâåíñòâà (Ï32) è ïîëîæèòåëüíîñòè x0 áóäåì èìåòü
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Èç (Ï28) è (Ï33) ñëåäóåò
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Îòñþäà è èç (Ï30) âûòåêàåò, ÷òî [ , � ) ( ).0 0R X a+ Íî òîãäà [13]

sup sup[ , � ) � ( ) ( ).0 0 0R R R a X a� � �

Îòñþäà è èç âûðàæåíèÿ (Ï8) ïîëó÷àåì R a R( ) � .0 � Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî
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( ) ( ) ñîãëàñíî (11), îêîí÷àòåëüíî èìååì
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Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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