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ËÈÍÅÉÍÎÅ ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ
ÏÐÈ ÈÇÂÅÑÒÍÎÌ È ÍÅÈÇÂÅÑÒÍÎÌ ÒÐÅÍÄÅ

Ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñòàöèî-
íàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïðè èçâåñòíîì òðåíäå. Ïîêàçàíî, ÷òî èç ýòîãî ðå-
øåíèÿ ñëåäóåò ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãíîçà ïðè íåèçâåñòíîì òðåíäå,
åñëè ëèíåéíûé ïðîãíîç òðåíäà çàìåíÿåòñÿ åãî îïòèìàëüíîé ëèíåéíîé
îöåíêîé. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó îøèáêàìè ïðîãíîçîâ ïðè èçâåñòíîì è íåèç-
âåñòíîì òðåíäå. Íà ïðèìåðå ïîêàçàíî ñèëüíîå âëèÿíèå ýôôåêòà äåêîððåëÿöèè
íà îøèáêó ïðîãíîçà. Ïîëó÷åíû ðåêîìåíäàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ ïðîãíîçà.

Ââåäåíèå. Ïóñòü x r t t tr , ... , , , ,� � �2 1 – ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñ-
ëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì r, íàáëþäàåìûé äî íàñòîÿùå-
ãî ìîìåíòà âðåìåíè t, ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé B x xi j

x
i j� � M (M –

îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîã-
íîçà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà xr â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå. Ïóñòü
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– îöåíêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x t l� , ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ïðîãíîçà
� �1 , ... , k íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè
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Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (1), (2) îïðåäåëÿþò çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãíîçà
ñ ìèíèìàëüíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêîé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà xr íà
l øàãîâ âïåðåä ïî îòíîøåíèþ ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó âðåìåíè t. Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïðîãíîçà ïî ôîðìóëå (1) èñïîëüçóþòñÿ k çíà÷åíèé íàáëþäàåìîãî
ïðîöåññà â ìîìåíòû t k t k t� � � �1 2, , ... , .

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (1) â (2) è ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
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ïðèâîäèò ê èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó:
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– ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåí-
òîâ � �1 , ... , ,k îáåñïå÷èâàþùèõ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå � 1

2 ñðåäíåêâàäðàòè-

÷åñêîé îøèáêè (2), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
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Â îòëè÷èå îò çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà â ïîñòàíîâêå (1), (2), îáñóæäàåìîé â ëèòåðàòóðå, â äàííîé ðàáîòå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðè èçâåñòíîì òðåíäå. Äàí ñðàâíè-
òåëüíûé àíàëèç èõ ðåøåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçà
ïðè èçâåñòíîì òðåíäå ïåðåõîäèò â àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçà ïðè íå-
èçâåñòíîì òðåíäå, åñëè ëèíåéíûé ïðîãíîç òðåíäà (ñ êîýôôèöèåíòàìè, ðàâ-
íûìè ðàçíîñòè êîýôôèöèåíòîâ îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ïðîãíîçà òðåíäà è
êîýôôèöèåíòîâ îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ïðîãíîçà ïîìåõè) çàìåíÿåòñÿ åãî
îïòèìàëüíîé ëèíåéíîé îöåíêîé. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó îøèáêàìè
ïðîãíîçîâ ïðè èçâåñòíîì è íåèçâåñòíîì òðåíäå èññëåäóåìîãî ïðîöåññà. Íà
ïðèìåðå ïîêàçàíî ñèëüíîå âëèÿíèå ýôôåêòà äåêîððåëÿöèè íà îøèáêó ïðî-
ãíîçà. Ïîëó÷åíû ðåêîìåíäàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ
ïðîãíîçà.

Îïòèìàëüíûé ëèíåéíûé ïðîãíîç ïðè èçâåñòíîì òðåíäå. Ïóñòü íà-
áëþäàåìûé ïðîöåññ

x s r t t tr r r� � � � �� , ... , , , ,2 1 (6)

ïðåäñòàâëÿåò ñóììó îòíîñèòåëüíî íèçêî÷àñòîòíîé êîìïîíåíòû sr (òðåíäà)
è âûñîêî÷àñòîòíîé êîìïîíåíòû �r (ïîìåõè). Áóäåì ïîëàãàòü òàêæå, ÷òî sr è
�r – íåçàâèñèìûå ñòàöèîíàðíûå â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ
êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè B s si j

s
i j� � M è B

i j i j� �� � �M ñîîòâåòñòâåííî

è M� i � 0. Ïðè ýòîì âçàèìíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññîâ sr è �r

ðàâíà M M Ms si j i j� �� � 0 è ïðîöåññ xr èìååò êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ
B B Bi

x
i
s

i
� � �. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãíîçà ïðîöåññà xr ïðè óñëî-

âèè, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè r t t t� � �... , , ,2 1 èçâåñòíû íå òîëüêî çíà÷åíèÿ
ïðîöåññà xr , íî è åãî êîìïîíåíò sr è � r . Ïîýòîìó ëèíåéíûé ïðîãíîç ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà xr ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê â ôîðìå (1), òàê è â âèäå ñóììû
ïðîãíîçà ïðîöåññà sr è ïðîãíîçà ïðîöåññà � r . Ïóñòü
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– îöåíêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x t l� . Ïîñêîëüêó
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òî âåëè÷èíû � i i� è �i åñòü êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî ïðîãíîçà ïðîöåññîâ
sr è �r ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì âåëè÷èíû � i i, èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè � z

2 ïðîãíîçà zt l� :

�
� �  

z t l t lz x
k k
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1 1

� � 	� �M ( ) min.
, ..., , , ...,

(9)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìèíèìóìà ôóíêöèè � z
2 ïî 2k ïå-

ðåìåííûì: � �  1 1, ... , , , ... , .k k Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ [1] â äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä
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ãäå � �i i� , � k i i� � , i k�1,... , ; � �1 2, ... , k – ëþáûå ÷èñëà. Ïîäñòàâèì âûðà-
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Èç ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîäíîé (15) ïîëó÷èì

( ) , , ... , .
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i i i j
s

j l
sB B j k

�
� � �� � � �

1

1 1�  (16)

Ñîîòíîøåíèÿ (14), (16) îáðàçóþò ñèñòåìó 2k ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ � �  1 1, ... , , , ... , ,k k ðåøåíèå êîòîðîé ìèíèìèçèðóåò
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó � z

2 ïðîãíîçà zt l� , åñëè ïðè ýòîì âûïîëíÿåò-

ñÿ óñëîâèå Q �0 (11).
Ñèñòåìå óðàâíåíèé (14), (16) ìîæíî äàòü âòîðóþ èíòåðïðåòàöèþ. Àíà-

ëîãè÷íî ñîîòíîøåíèÿì (1)–(4), ðåøåíèå � i i i k� �, , ... , ,1 ñèñòåìû (16) ìè-

íèìèçèðóåò ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó M ( )
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1�  òðåíäà. Äàëåå, èç óðàâíåíèÿ (14) âû-

÷òåì óðàâíåíèå (16) è ïîëó÷èì
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1, , ... , .
(17)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå �i i k, , ... , ,�1 ñèñòåìû (17) ìèíèìèçèðóåò ñðåäíå-
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1 ïîìåõè.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ïðîãíîçà (7), (9) ñâîäèò-
ñÿ ê äâóì çàäà÷àì: ïðîãíîçó òðåíäà (ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé (16)) è
ïðîãíîçó ïîìåõè (åå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(17)); çàòåì ïðîãíîç zt l� íàáëþäàåìîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé ïðî-
ãíîçîâ òðåíäà è ïîìåõè (ôîðìóëà (8)).

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Ïîêàæåì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ (11) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (14), (16)
ìèíèìèçèðóåò ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó (9). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì Q
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Àíàëîãè÷íî èç (15) ïîëó÷èì
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Ïîäñòàâèì óðàâíåíèÿ (19) è (20) â (18), òîãäà
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Îòñþäà ñëåäóåò Q �0,ïîñêîëüêó êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè B Bs, � ÿâëÿþòñÿ

ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè [2].
Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè ïðîãíîçîâ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (16)

îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíòû � i i i k� �, , ... , ,1 ëèíåéíîãî ïðîãíîçà òðåíäà ñ
ìèíèìàëüíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêîé
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êîòîðóþ, àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèþ (5), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

� �  � 2
2

0

1

1 0

11

� � � � � �
�

� �
��

� ��B B Bs

i

k

i i i l
s s

j

k

i

k

i i( ) ( ) (� j j i j
sB� �) .

(23)
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Òàê æå ðåøåíèå ñèñòåìû (17) îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíòû �i ëèíåéíîãî ïðî-
ãíîçà ïîìåõè ñ ìèíèìàëüíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêîé

� � � � ��
3
2

1

1

2

0
1

1
� �

�

�
�
�

�

�
�
� � �

�
� � �

�
� �� �M i

i

k

t i t l i

i

k

i l
B B � � �� �� �

��
���B Bi

j

k

i

k

j i j0
11

.

(24)
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (8), ïîëó÷èì

� �  � �z t l t l

i

k

i i t i i

i

k

t iz x s2 2

1

1

1

� � � � �� �
�

� �
�

� �� �M M( ) ( ) 1

2

� �
�

�
�

�

�
�� �st l t l� .

(25)

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû si è � j íåçàâèñèìû è M� i �0, òî

M ( )
i

k

i i t i t l i

i

k

t i t ls s
�

� � �
�

� � �� �� �
�

�
�
�

�

�
�
� �

1

1

1

1�  � � �
�

�
�
�

�

�
�
� �0. (26)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî èç (25) ñëåäóåò, ÷òî îøèáêà � z
2 ïîëíîãî ïðîãíîçà zt l� ðàâíà

ñóììå îøèáîê ïðîãíîçà òðåíäà è ïðîãíîçà ïîìåõè. Åñëè êîýôôèöèåíòû
� i i, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû 2k óðàâíåíèé (14), (16), òî îøèáêà � z

2 äî-

ñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ

� � �4
2

2
2

3
2� � . (27)

Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîãíîçàìè ïðè èçâåñòíîì è íåèçâåñòíîì òðåí-
äå. Ïðåäñòàâèì ôîðìóëó (1) ïðîãíîçà ïðè íåèçâåñòíîì òðåíäå â âèäå

y x xt l i

i

k

t i

i

k

i i t i�
�

� �
�

� �� � �� �� � �
1

1

1

1( ) .
(28)

Çäåñü âûðàæåíèå ( )
i

k

i i t ix
�

� �� �
1

1� � âûïîëíÿåò ôóíêöèþ âòîðîãî ñëàãàå-

ìîãî  i

i

k

t is
�

� ��
1

1 â ôîðìóëå (7) ïðîãíîçà ïðè èçâåñòíîì òðåíäå. Åñëè

� �1 , ... , k – ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) è � �  1 1, ... , , , ... ,k k – ðåøåíèå

ñèñòåìû (14), (16), òî  i

i

k

t is
�

� ��
1

1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûé

ïðîãíîç òðåíäà ñ êîýôôèöèåíòàìè  �  �i i i i� � �( ) , ðàâíûìè ðàçíîñòè
êîýôôèöèåíòîâ � i i� (îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçà òðåíäà) è êîýôôèöèåíòîâ

�i (îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçà ïîìåõè). Ââåäåì ëèíåéíóþ îöåíêó � i

i

k

t ix
�

� ��
1

1
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ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû  i

i

k

t is
�

� ��
1

1, è êîýôôèöèåíòû � �1 , ... , k îïðåäåëèì èç

óñëîâèÿ

� � 
�

s i

i

k

t i i

i

k

t ix s2

1

1

1

1

2

1

� �
�

�
�

�

�
� 	

�
� �

�
� �� �M min

, ..., �k

. (29)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ






� �

�

�
�
�

�

�
�
�

�
� �

�
� � � �� �

�

�
� s

j

i

i

k

t i i

i

k

t i t jx s x
2

1

1

1

12M 1, (30)

çàòåì èç óñëîâèÿ 
 
 �� �s j
2 0 ïîëó÷èì

� i

i

k

i j
x

i

i

k

i j
sB B j k

�
�

�
�� �� �

1 1

1, , ... , ,
(31)

– ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî � �1 , ... , .k Ðåøåíèå ñèñòåìû
(31) ìèíèìèçèðóåò îøèáêó � s

2 , ïîñêîëüêó, êàê ñëåäóåò èç (30), êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà

Q Bs

i jj

k

i

k

i j i j
x

j

k

i

k

i j0

2 2

11 11

2� � �




 
��
�

��
�� ��

�

� �
� � � � 0.

(32)

Ðàçíîñòü âûðàæåíèé (4) è (14) èìååò âèä

( ) , , ... , ,
i

k

i i i j
x

i

i

k

i j
sB B j k

�
�

�
�� �� � �

1 1

1� �  (33)

ïîýòîìó èç (31) è (33) ñëåäóåò

� � �i i i i k� � �, , ... , .1 (34)

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûé ïðîãíîç zt l� ïðè èçâåñòíîì òðåíäå (7) è
ïðîãíîç yt l� ïðè íåèçâåñòíîì òðåíäå (28) ðàçëè÷àþòñÿ ñâîèìè âòîðûìè ñëà-

ãàåìûìè. Ïðè÷åì åñëè âåëè÷èíà  i

i

k

t is
�

� ��
1

1 â (7) çàìåíÿåòñÿ åå îïòèìàëü-

íîé ëèíåéíîé îöåíêîé � � �i

i

k

t i

i

k

i i t ix x
�

� �
�

� �� �� �
1

1

1

1( ) , òî ïðîãíîç z t l� ïðè

èçâåñòíîì òðåíäå ïåðåõîäèò â ïðîãíîç yt l� ïðè íåèçâåñòíîì òðåíäå.
Äîïîëíèòåëüíàÿ îøèáêà ïðîãíîçà. Íàéäåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå � 5

2

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè � s
2 îöåíêè �i

i

k

t ix
�

� ��
1

1 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

 i

i

k

t is
�

� ��
1

1. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî � � �5
2

1
2

4
2� � – ïðèðàùåíèå îøèáêè
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ïðîãíîçà, îáóñëîâëåííîå íåèçâåñòíûì òðåíäîì. Ñîîòíîøåíèå (29) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïðîãíîçà, îáóñëîâëåííîå íåèçâåñòíûì òðåíäîì. Ñîîòíîøåíèå (29) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

� � � �  s i

j

k

i

k

j i j
x

i

j

k

i

k

j i j
s

i

j

B B2

11 11 1

2� � �
��

�
��

�
�

�� ��
k

i

k

j i j
sB��

�
�

1

 .
(35)

Åñëè êîýôôèöèåíòû � �1 , ... , k ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (31),
òî � s

2 äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ � 5
2. Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ

ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ � 5
2. Ïîäñòàâèì ðàâåíñòâî (31) â ïåðâîå ñëàãàåìîå (35),

òîãäà ñ ó÷åòîì ÷åòíîñòè B Bi j
s

j i
s

� �� êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè áóäåì èìåòü

�  � � 5
2

11 11

2� � �
��

�
��

��� ��i

j

k

i

k

j i j
s

i

j

k

i

k

j i j
sB B

� � �
��

�
��

��� ��   � i

j

k

i

k

j i j
s

j

k

i

k

i i j i j
sB B

11 11

( ) .
(36)

Âòîðîå ïðåäñòàâëåíèå íàõîäèì çàìåíîé âûðàæåíèÿ  j

j

k

j i
sB

�
��

1

âî âòîðîì

ñëàãàåìîì (35) ëåâîé ÷àñòüþ � j

j

k

j i
sB

�
��

1

ðàâåíñòâà (31):

� � �  5
2

11 11

� � � �
��

�
��

��� ��i

j

k

i

k

j i j
x

i

j

k

i

k

j i j
sB B

�
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

�
� �

�
� �� �M M �i

i

k

t i i

i

k

t is x
1

1

2

1

1

2

. (37)

Íàêîíåö, òðåòüå ïðåäñòàâëåíèå ìèíèìàëüíîé îøèáêè ïîëó÷èì, çàìåíèâ

 j

j

k

j i
sB

�
��

1

âî âòîðîì è òðåòüåì ñëàãàåìûõ (35) âûðàæåíèåì � j

j

k

j i
xB

�
��

1

:

�  � �5
2

11

� �
��

��� ( ) .
j

k

i

k

i i j i j
xB

(38)

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó îøèáêàìè. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (27), (23), (24),
ïîëó÷èì

� � � �  �  �4
2

2
2

3
2

0

11

� � � � � � �
��

�
�

��B Bx

j

k

i

k

i i j j i j
s

i

j

( ) ( )
11

k

i

k

j i j
B��

�
�� � .

(39)

Òåïåðü èç (5), (39) ñëåäóåò

� � � �1
2

4
2

11

� � � �
��

��� i

j

k

i

k

j i j
xB
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� � � �
��

�
��

��� ��( ) ( )
j

k

i

k

i i j j i j
s

i

j

k

i

k

j i j
B B

11 11

�  �  � � � .
(40)

Ñîãëàñíî (34) � � �i i i� � . Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (40), òîãäà

� � � � � �1
2

4
2

11

� � � � � �
��

��� [ ( ) ( )
j

k

i

k

i i j j i j
xB

� � � � �� �( ) ( ) ]�  �  � � �
i i j j i j

s
i j i j

B B

� � � � � � �
��

��� [ ( ) (
j

k

i

k

i j i j i j i j
x

i j i j i jB
11

� � � � � � �   �   ) ]Bi j
s
� �

� � � � �
��

� ��� [ ( ) ( ) ].
j

k

i

k

i j i j i j
x

i j i j i j
sB B

11

2 2� � � � �    (41)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (37)

� � � � � 1
2

4
2

5
2

1 1 1

2� � � � �
�

�
�

�

� �
�

�
�� � �i

i

k

j

j

k

i j
x

j

j

k

i j
sB B

�
� . (42)

Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ äëÿ ëþáîãî i k�1,... , ,ïîñêîëü-
êó � �1 , ... , k óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé (31). Ïîýòîìó (42) ïðèíèìàåò
âèä

� � �1
2

4
2

5
2� � . (43)

Òàêèì îáðàçîì, îøèáêà �1
2 îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ïðîãíîçà ïðè íåèç-

âåñòíîì òðåíäå ðàâíà ñóììå îøèáîê � 4
2 è � 5

2 , ãäå � 4
2 – îøèáêà îïòèìàëüíîãî

ïðîãíîçà ïðè èçâåñòíîì òðåíäå è � 5
2 – ìèíèìàëüíàÿ îøèáêà îöåíêè

�i

i

k

t ix
�

� ��
1

1 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû  i

i

k

t is
�

� ��
1

1.

Ìèíèìàëüíàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà – íåâîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ àðãóìåíòà k. Ðàññìîòðèì ïðîãíîç yt l� è åãî îøèáêó � y

2 (2).

Ïóñòü � �2 2( )k y� – ôóíêöèÿ k àðãóìåíòîâ � �1 , ... , k âèäà (2) è � 2 1( )k � –

ôóíêöèÿ k �1 àðãóìåíòîâ � �1 1, ... , ,k � àíàëîãè÷íàÿ (2). Òàêèì îáðàçîì,
� 2 1( )k � – ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà ïðîãíîçà ïî k �1 çíà÷åíèÿì

x xt k t� , ... , íàáëþäàåìîãî ïðîöåññà. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà �1
2 ( )k

ôóíêöèè � 2 ( )k ïî àðãóìåíòàì � �1 , ... , k ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ

óñëîâíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè � 2 1( )k � ïðè óñëîâèè � k � �1 0. Áåçóñëîâíûé

ìèíèìóì �1
2 1( )k � ôóíêöèè � 2 1( )k � íå áîëüøå, ÷åì åå óñëîâíûé ìèíèìóì

ïðè � k � �1 0,êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ áåçóñëîâíûì ìèíèìóìîì �1
2 ( )k ôóíêöèè

� 2 ( ).k Òàêèì îáðàçîì, � �1
2

1
21( ) ( )k k� � – ìèíèìàëüíàÿ îøèáêà ïðîãíîçà –
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ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé àðãóìåíòà k. Î÷åâèäíî, àíàëîãè÷íûìè
ñâîéñòâàìè îáëàäàþò è äðóãèå îøèáêè ëèíåéíîãî ïðîãíîçà.

Ï ð è ì å ð 1. Ðàññìîòðèì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå
s ar � �const. Ïðè ýòîì Mx ar � , êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ òðåíäà Bi j

s
� �

� �Ms s ai j
2 è óðàâíåíèå (16) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

 �i

i

k

i

i

k

� �
� �� �

1 1

1 .
(44)

Òåïåðü èç ñîîòíîøåíèÿ (7) ñëåäóåò

z x at l i

i

k

t i i

i

k

�
�

� �
�

� � �
�

�
�
�

�

�
�
�� �� �

1

1

1

1 . (45)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (31), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíòû
� �1 , ... , .k Â äàííîì ñëó÷àå (31) ïðèíèìàåò âèä

h B a j ki

i

k

i j
x

�
�� � �

1

2 1, , ... , ,
(46)

ãäå hi i i

i

k

�
�
�� 

1

. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à

� h i

i

k

t i
h h

h x a
k

2

1

1

2

1

� �
�

�
�
�

�

�
�
� 	

�
� ��M min

, ...,
(47)

ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (46) îòíîñèòåëüíî hi. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøå-

íèå ñèñòåìû (46) h hk1, ... , îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ îöåíêó a h xi

i

k

t iv �
�

� ��
1

1 ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ a ñ ìèíèìàëüíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêîé.
Òåïåðü ïðîãíîç (28) ïðåäñòàâèì â âèäå

y x xt l i

i

k

t i i

i

k

t i�
�

� �
�

� �� � �� �� �
1

1

1

1

� � � � �
�

��
� �

� �
� �

�
� � � ��  � �i

i

k

t i i

i

k

i

i

k

t i i

i

k

x a x
1

1

1 1

1

1

1v
�
�

�

�
�
� a v. (48)

Ñðàâíèì âûðàæåíèÿ (45) è (48). Ïðîãíîç (45) ñ èçâåñòíûì ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì ñîäåðæèò ñëàãàåìîå 1
1

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�
� �i

i

k

a, êîòîðîå çàìåíÿåòñÿ åãî

îöåíêîé 1
1

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�
� �i

i

k

a v â ôîðìóëå (48) ïðîãíîçà ïðè íåèçâåñòíîì ìàòåìàòè-
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k

a aM ( )v a
2 , (49)

ãäå � a a a2 2� �M ( ) .v Ñîîòíîøåíèå (49) ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åí-

íûì â [3] ïðè èññëåäîâàíèè ëèíåéíîãî ïðîãíîçà ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ñ
èçâåñòíûì è íåèçâåñòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
(49) ðàçíîñòü îøèáîê � � �5

2
1
2

4
2� � ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíîé, åñëè âåëèêà

îøèáêà � a
2 îïòèìàëüíîé îöåíêè ñðåäíåãî èëè áîëüøèì ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé

ìíîæèòåëü1
1

�
�
� �i

i

k

ñðåäíåãî â ôîðìóëå ïðîãíîçà. Ñîîòíîøåíèå (45) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

z a x at l i

i

k

t i�
�

� �� � �� �
1

1( ).
(50)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîãíîç ïðè èçâåñòíîì ñðåäíåì îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïðî-
ãíîçîì ïîìåõè ñ êîýôôèöèåíòîì �i.Ïðè ýòîì ìîæíî ôîðìàëüíî ðàññìàòðè-
âàòü ïðîãíîç òðåíäà êàê ïðîãíîç ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû a ñ íóëåâîé îøèáêîé,
÷òî ñëåäóåò èç (22) ïðè s ar � :

� � 2
2

1

2

21 0� � �
�

�
�

�

�
� �

�
� ( ) ,
i

k

i i a (51)

ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (44).
Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî � r – áåëûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ êîððåëÿöèîííîé

ôóíêöèåé B
0

2� �� , ãäå � �2 2�M r – äèñïåðñèÿ ïðîöåññà � r ; B
i

� � 0, åñëè i  0.

Òîãäà � �
i

i

k

i l
B

�
� �� �

1
1

0,è â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (24) îøèáêà ïðîãíîçà ïî-

ìåõè � �3
2 2� è íå çàâèñèò îò ÷èñëà k.Ïðè ýòîì ñèñòåìà óðàâíåíèé (17) èìååò

ðåøåíèå �i i k� �0 1, , ... , . Ïîýòîìó â îïòèìàëüíîì ïðîãíîçå (50) íå èñïîëü-
çóåòñÿ íè îäèí îòñ÷åò ïðîöåññà xr – ýòî ïðîãíîç ïî ñðåäíåìó z at l� � . Ïðî-
öåññ, îòëè÷íûé îò áåëîãî, èìååò íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ B i

i

�  �0 0, , è ýòî

ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü îøèáêó (24), åñëè �i i lB � �  1 0 äëÿ íåêîòîðûõ i k! [ , ].1
Ï ð è ì å ð 2. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé âàðèàíò çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-

ãíîçà, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëèòü îøèáêè � � �1
2

4
2

5
2, , â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå è

ïîäîáðàòü òàêèå ïàðàìåòðû ïðîöåññîâ sr r, ,� ïðè êîòîðûõ îøèáêà �1
2 ïðî-

ãíîçà ïðè íåèçâåñòíîì òðåíäå çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò îøèáêó � 4
2 ïðîãíîçà

ïðè èçâåñòíîì òðåíäå. Ïóñòü l k� �1 2, , òîãäà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(17), îïðåäåëÿþùàÿ êîýôôèöèåíòû îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçà ïîìåõè, èìååò
ðåøåíèå
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Âûðàæåíèÿ (52) ïîäñòàâèì â (24) è áóäåì èìåòü
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B B�

(53)

Ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ (53), ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà è äëÿ îøèáêè � 2
2 ïðîãíîçà

òðåíäà. Äëÿ ýòîãî ïðè l k� �1 2, ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (16).
Ïóñòü s A rr � �1 1 1cos ( )," # $ ãäå àìïëèòóäà A1, ÷àñòîòà"1, øàã äèñêðåòè-

çàöèè ïî âðåìåíè # – äåòåðìèíèðîâàííûå âåëè÷èíû è íà÷àëüíàÿ ôàçà $1 –
íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè f x( ) ( ) ,� �2 1%
åñëè x! [ , ],0 2% è f x( ) ,�0 åñëè x& [ , ].0 2% Òîãäà sr – ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì
ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåìMsr � 0è êîððåëÿ-
öèîííîé ôóíêöèåé B A ii

s � ( )cos .1
2

12 " # Ïóñòü ïîìåõà � r çàäàåòñÿ àíàëîãè÷-

íîé ìîäåëüþ � " # $r A r� �2 2 2cos ( ) ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì M� r �0 è
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé B A i

i

� " #� ( )cos2
2

22 è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû $1 è

$2 íåçàâèñèìû. Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè êîððåëÿöèîííûõ ôóíê-
öèé B Bi

s

i
, .�

Çàäàäèì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ïðîöåññîâ sr r, .� Ïóñòü ïåðèîäû
T1 12� % " è T2 22� % " ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì T T1 23� , à øàã äèñêðåòèçàöèè
ïî âðåìåíè # �T1 8. Ïðè ýòîì B As

0 1
2 2� , B A

0 2
2 2� � , B As

1 1
2 2 2� , B

1

� �

� �A2
2 2 2, B s

2 0� , B
2

0� � . Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â (53) ïðèâîäèò ê

� 3
2 0� . Àíàëîãè÷íî îøèáêà ïðîãíîçà òðåíäà � 2

2 0� . Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

âïîëíå îæèäàåìû, ïîñêîëüêó ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîöåññà sr (êàê è ïðîöåññà
� r ) – ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è åå îïòèìàëüíûé ïðîãíîç ïî äâóì îòñ÷åòàì
âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî, ñ íóëåâîé îøèáêîé. Îäíàêî çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ïðîöåññà xr ïðè íåèçâåñòíîì òðåíäå â äàííîì ïðèìåðå ñóùåñòâåííî ñëîæ-
íåå. Íàïðèìåð, âûáèðàÿ A A A1 2� � , ïîëó÷èì B Ax

0
2� , B x

1 0� , B x
2 0� , B x

3 0�
è òîëüêî B x

4 0 (ñì. ðèñóíîê). Ïîýòîìó ïðîãíîç xr ïî îäíîìó, äâóì, òðåì

îòñ÷åòàì ýêâèâàëåíòåí ïðîãíîçó áåëîãî ïðîöåññà, ïðè ýòîì îøèáêà
� 1

2
0

2� �B Ax è îøèáêà ñóììû ïðîãíîçîâ äâóõ ãàðìîíèê sr è � r äëÿ k �1 2 3, ,

ðàâíà � 4
2 20 5 0 0� , ; ;A ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ïðèìåðå ( , )k �2 3 ïîäîáðàíû ïàðàìåòðû ïðîöåñ-
ñîâ sr r, ,� îáåñïå÷èâàþùèå ñèëüíûé âûèãðûø â òî÷íîñòè ïðîãíîçà ñ èçâåñò-
íûì òðåíäîì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîãíîçîì ïðè íåèçâåñòíîì òðåíäå. Ïðè÷èíîé
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ñíèæåíèÿ òî÷íîñòè ïðîãíîçà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò äåêîððåëÿöèè ïðîöåññà xr ïðè
ñëîæåíèè åãî êîìïîíåíò sr è � r (ñì. ðèñóíîê).

Çàêëþ÷åíèå. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî
ïðîãíîçà ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ÷èñëà k, ïîýòîìó â àëãîðèòìàõ
ïðîãíîçà k íåîáõîäèìî âûáèðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Ýòî ïîçâîëèò èñïîëü-
çîâàòü âñå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè Bi

x è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ìèíèìèçèðîâàòü îøèáêó. Ïîäõîäÿùåé îöåíêîé ÷èñëà k çäåñü ìîæåò áûòü
îöåíêà èíòåðâàëà êîððåëÿöèè èññëåäóåìîãî ïðîöåññà xr . Ïðè ýòîì ÷èñëî k
ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà áîëüøèì (ïðèìåð 2). Îäíàêî â çàäà÷àõ ïðîãíîçèðî-
âàíèÿ òðåíä è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Bi

x, êàê ïðàâèëî, íåèçâåñòíû. Ïîýòî-

ìó çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãíîçà ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñîîòíîøåíèé (1), (2),
ôîðìàëüíî íå òðåáóþùèõ çíàíèÿ òðåíäà, à ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøå-
íèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4), â êîòîðîé íåèçâåñòíàÿ êîððåëÿöèîí-
íàÿ ôóíêöèÿ çàìåíÿåòñÿ åå îöåíêîé. Ýòîò ïîäõîä îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðåøå-
íèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé [4] è
ñ ðîñòîì k ïðîÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê
íåîáõîäèìîñòè âûáîðà ìàëîãî k. Íî ïðè ýòîì âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ýôôåêòà
äåêîððåëÿöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷èòåëüíîé îøèáêè ïðîãíîçà. Ïîýòîìó,
åñëè äîïóñêàåò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïîëåçíîé ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðîöåäóðà
äåêîìïîçèöèè èññëåäóåìîãî ïðîöåññà xr íà êâàçèãàðìîíèêè, äëÿ êàæäîé èç
êîòîðûõ çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíî ðåøàåòñÿ ïðè ìàëîì k ,
çàòåì ïðîãíîç èññëåäóåìîãî ïðîöåññà íàõîäèòñÿ êàê ñóììà ïðîãíîçîâ âñåõ
åãî êîìïîíåíò.
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