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Ïðåäëîæåí àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ àíàëîãîâîãî ñèãíàëà â ìîäèôèöèðîâàí-

íîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W2
1 ïðè äîïîëíèòåëüíîì èñïîëüçîâàíèè îòñ÷åòîâ

ïðîèçâîäíîé. Ïîëó÷åíû êîýôôèöèåíòû ïåðåäà÷è âîññòàíàâëèâàþùèõ ôèëüò-
ðîâ. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü óìåíüøåíèÿ îøèáêè óñå÷åíèÿ ïðè ïðàêòè÷åñêîé

ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà â ïðîñòðàíñòâåW2
1 ïî ñðàâíåíèþ ñ àíà-

ëîãè÷íûìè àëãîðèòìàìè â ïðîñòðàíñòâå L2.

Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà, äîêàçàííàÿ â 1933 ã., ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ïîëîæåíèé òåîðèè öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è ñèñòåì ïå-
ðåäà÷è èíôîðìàöèè ñ âðåìåííûì ðàçäåëåíèåì êàíàëîâ. Ýòà òåîðåìà óñòà-
íàâëèâàåò âîçìîæíîñòü ñêîëü óãîäíî òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ìãíîâåííûõ
çíà÷åíèé ñèãíàëà ñ ôèíèòíûì ñïåêòðîì èñõîäÿ èç îòñ÷åòíûõ çíà÷åíèé (âû-
áîðîê), âçÿòûõ ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè [1]. Ñèãíàëû, ïîäëåæàùèå
äèñêðåòèçàöèè, äîëæíû èìåòü êîíå÷íóþ ýíåðãèþ, ò. å. ïðèíàäëåæàòü ïðî-
ñòðàíñòâó L2. Âîçìîæíî ñìÿã÷åíèå îãðàíè÷åíèé, íàëàãàåìûõ íà ýòè ñèãíà-
ëû, íàïðèìåð îïðåäåëåíèå ñâîéñòâ ñèãíàëîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Lp [2]. Ïðè
ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà â ðàäèîòåõíè÷åñêèõ ñèñòå-
ìàõ ïîÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå îøèáêè äèñêðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëîâ
[2], ñâÿçàííûå, â ÷àñòíîñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îòñ÷åòîâ âìå-
ñòî áåñêîíå÷íîãî ðÿäà, à òàêæå ñ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòüþ èìïóëüñíîé õà-
ðàêòåðèñòèêè ïðè öèôðîâîé ðåàëèçàöèè èíòåðïîëèðóþùèõ ôèëüòðîâ – òàê
íàçûâàåìûå îøèáêè óñå÷åíèÿ. Äëÿ ñíèæåíèÿ îøèáîê óñå÷åíèÿ ïðè ïðàêòè-
÷åñêîé ðåàëèçàöèè èíòåðïîëèðóþùèõ ôèëüòðîâ âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå
îòñ÷åòîâ äèñêðåòíîãî ñèãíàëà ñ ôèíèòíûì ñïåêòðîì è åãî ïðîèçâîäíîé â
ïðîñòðàíñòâå L2. Àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà â ýòîì
ñëó÷àå áûë ïîëó÷åí ß. È. Õóðãèíûì è Â. Ï. ßêîâëåâûì â ðàáîòå [3]. Òàêèå
äèñêðåòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ, íàïðèìåð, â àâèàöèè, êîãäà ïî
ðàñ÷åòíûì çíà÷åíèÿì êîîðäèíàò ñàìîëåòà è åãî ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íå-
ïðåðûâíàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëåòà ïðè ïîëîâèííîé ÷àñòîòå îòñ÷åòîâ. Êàê ïîêàçà-
íî â [4], ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå îòñ÷åòîâ ñèãíàëà è åãî ïðîèçâîäíîé â
ïðîñòðàíñòâå L2 ïðè èíòåðïîëÿöèè ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü ïîìåõîóñòîé÷è-
âîñòü ñèñòåìû âîññòàíîâëåíèÿ è îáåñïå÷èâàåò ñíèæåíèå òðåáîâàíèé ê ðåà-
ëèçàöèè èíòåðïîëèðóþùèõ ôèëüòðîâ. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå â ïðîñòðàíñò-
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âå L2 ðàçëîæåíèÿ Ëàãðàíæà ïðè ïîëó÷åíèè àëãîðèòìîâ èíòåðïîëÿöèè ïîäðà-
çóìåâàåò íàëè÷èå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, âíîñÿùåãî îïðåäåëåííóþ îøèáêó â
âîññòàíàâëèâàåìûé ñèãíàë [3].

Áîëåå åñòåñòâåííûì äëÿ äèñêðåòíîé îáðàáîòêè ðåàëüíûõ ðàäèîòåõíè÷å-
ñêèõ ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W2

1, íàêëàäûâàþùåå îãðàíè-

÷åíèÿ êàê íà ýíåðãèþ ñèãíàëà, òàê è íà ýíåðãèþ åãî ïðîèçâîäíîé [5]. Êàê ïî-
êàçàíî â ðàáîòàõ [6, 7], èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà
W2

1, îñóùåñòâëÿþùåé âåñîâîå ñóììèðîâàíèå ñèãíàëà è åãî ïðîèçâîäíîé, ïî-

çâîëÿåò óìåíüøèòü îøèáêè íàëîæåíèÿ ïðè âîññòàíîâëåíèè ñèãíàëîâ è
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ ïðè ïðåä-
ñòàâëåíèè ñèãíàëà, ïîäëåæàùåãî äèñêðåòèçàöèè, â ìîäèôèöèðîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W2

1.

Àíàëîãè÷íî [1] ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå
ôóíêöèþ f t( ) è åå ñïåêòð â ìîäèôèöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W2

1

[6, 7]. Êàê èçâåñòíî [2], ëþáàÿ ôóíêöèÿ f t( ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
Äèðèõëå (êîíå÷íîå ÷èñëî ìàêñèìóìîâ, ìèíèìóìîâ è òî÷åê ðàçðûâà íà ëþ-
áîì êîíå÷íîì îòðåçêå) è èíòåãðèðóåìàÿ â ïðåäåëàõ [ , ],�� �� ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà èíòåãðàëîì Ôóðüå:

f t S w jwt dw( ) ( )exp( ) ,�
��

�

� (1)

ãäå ñïåêòð S w( ) [7] íàõîäèòñÿ â ìîäèôèöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå W2
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(çäåñü � – êîýôôèöèåíò, ïîçâîëÿþùèé ó÷åñòü âåñ ïðîèçâîäíîé ïðè âîññòà-
íîâëåíèè ñèãíàëà). Êðîìå òîãî, ñïåêòð S w( ), îãðàíè÷åííûé ÷àñòîòîé Fmax,
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ðÿäà Ôóðüå â ìîäèôèöèðîâàííîì ïðîñòðàí-
ñòâå W2

1, êîòîðûé â êîìïëåêñíîé ôîðìå èìååò âèä
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ãäå êîýôôèöèåíòû f n è �f n îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì [7]:
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Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿì âûðàæåíèÿ (3) è
ïîìåíÿâ ìåñòàìè îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ, îïðåäåëèì
âîññòàíîâëåííóþ ôóíêöèþ
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Âûðàæåíèå (6) ïðåäñòàâëÿåò àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ àíàëîãîâîãî ñèãíàëà
â ìîäèôèöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W2

1, óñòàíàâëèâàþùèé âîç-

ìîæíîñòü òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè f t( ), íå ñîäåðæàùåé ÷àñòîò
âûøå Fmax , ïî åå îòñ÷åòàì è îòñ÷åòàì åå ïðîèçâîäíîé, âçÿòûì ÷åðåç ðàâíûå
ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà � � 0
âûðàæåíèå (6) ïðåîáðàçóåòñÿ ê èçâåñòíîìó âûðàæåíèþ äëÿ òåîðåìû Êîòåëü-
íèêîâà â ïðîñòðàíñòâå L2 [1]. Èç àíàëèçà (6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âîññòàíîâëåíèè

ôóíêöèè f t( )îòñ÷åòû ôóíêöèè f n è ïðîèçâîäíîé �f n íåîáõîäèìî ïðîïóñòèòü

÷åðåç ôèëüòðû ñ êîýôôèöèåíòàìè ïåðåäà÷è K w ws ( ) ( ) ( )� � � �1 1 2� � � è

K w jw wd ( ) ( )� � �� � �1 2 ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè äàííûå

ôèëüòðû èìåþò íåïðåðûâíûé ìîíîòîííî ñïàäàþùèé õàðàêòåð, ÷òî ñóùåñò-
âåííî óïðîùàåò èõ ïðàêòè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ. Èìïóëüñíûå õàðàêòåðèñòèêè
ýòèõ ôèëüòðîâ â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïðè Fmax � � èìåþò âèä
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Ïîäñòàâëÿÿ (7) è (8) â (6), ïîëó÷èì
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ãäå �td – èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè, à çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà � âûáèðàåòñÿ
èñõîäÿ èç òðåáîâàíèé ê âåëè÷èíå îøèáîê ñèñòåìû âîññòàíîâëåíèÿ [7]. Èç
àíàëèçà âûðàæåíèÿ (9) ñëåäóåò, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ
ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèå îïåðàöèé îáðàáîòêè â êà-
íàëàõ ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé. Ïðè ýòîì, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [3], èñ-
ïîëüçîâàíèå îòñ÷åòîâ ïðîèçâîäíîé íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ îáúåìà èí-
ôîðìàöèè î ôóíêöèè, òàê êàê ïîçâîëÿåò ñíèçèòü ÷àñòîòó äèñêðåòèçàöèè Fd â
2 ðàçà â îáîèõ êàíàëàõ.

Ðàññìîòðèì îøèáêó óñå÷åíèÿ, ò. å. îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè f t( )
ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà â ïðîñòðàíñòâå L2 è ïðåäëîæåí-
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íîãî àëãîðèòìà (6) ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå îòñ÷åòîâ è îãðàíè÷åíèè äëèòåëüíî-
ñòè èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè èíòåðïîëèðóþùèõ ôèëüòðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèÿ íà âûõîäå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì
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� w, (10)

ãäå N – ÷èñëî îòñ÷åòîâ ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîò-
ðèì îøèáêó óñå÷åíèÿ ïðè âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè
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� � � � �t t t texp( ) sin( ) cos( ) ,2 100 54 22 (11)

ïðåäñòàâëåííîé ñâîèìè îòñ÷åòàìè f n è îòñ÷åòàìè ïðîèçâîäíîé �f n íà èíòåð-

âàëå t � [ , ].0 2 Ñðàâíèì ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè (11) ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà (10) ñ èçâåñòíûì àëãîðèòìîì â ïðîñòðàíñòâå L2 íà îñíîâå òåîðå-
ìû Êîòåëüíèêîâà, à òàêæå ñ àëãîðèòìîì Õóðãèíà – ßêîâëåâà [3]

f t f k t n t f k t n tn

n

N

s d n d dâûõ ( ) [ ( ) � ( )],� � � �
�

�

�
0

1

1 1� �
(12)

ãäå èíòåðïîëèðóþùèå ôóíêöèè èìåþò âèä

k t R t R ts1 1 1
2( ) [sin( ) ] ,� (13)

k t t R t R td1 1 1
2( ) [sin( ) ]� (14)

(çäåñü R td1 �  � ). Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû èìïóëüñíûå õàðàêòåðèñòèêè èíòåð-
ïîëèðóþùèõ ôèëüòðîâ â êàíàëå îòñ÷åòîâ ñèãíàëà äëÿ èññëåäóåìûõ ñèñòåì
âîññòàíîâëåíèÿ ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà Êîòåëüíèêîâà â ïðîñòðàíñòâå L2

(êðèâàÿ 1), àëãîðèòìà (10) ïðè� � 0,03 (êðèâàÿ 2), àëãîðèòìà Õóðãèíà – ßêîâ-
ëåâà (êðèâàÿ 3).

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îöåíêè òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè (11) èñ-
ïîëüçóåì íîðìèðîâàííóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ
ôóíêöèè

� 2 2

0

2
2

0

2

� �� �f t f t f t dt( ) ( ) ( ) .âûõ

Çàâèñèìîñòè � 2 îò îòíîøåíèÿ � � F Fd K (÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè Fd ê ÷àñ-

òîòå Êîòåëüíèêîâà FK , îïðåäåëåííîé ïî óðîâíþ 0,99 ýíåðãèè ñèãíàëà) ïðè
îãðàíè÷åíèè äëèòåëüíîñòè èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè èíòåðïîëèðóþùèõ

78



ôèëüòðîâ ïÿòüþ îòñ÷åòàìè [8] è èñïîëüçîâàíèè îòñ÷åòîâ ïðèðàùåíèÿ ôóíê-
öèè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2, ãäå àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ íà îñíîâå òåîðåìû
Êîòåëüíèêîâà â ïðîñòðàíñòâå L2 – êðèâàÿ 1, àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå W2

1 – êðèâàÿ 2, àëãîðèòì Õóðãèíà – ßêîâëåâà – êðèâàÿ 3. Äëÿ êîð-

ðåêòíîãî ñðàâíåíèÿ îáùåå ÷èñëî îòñ÷åòîâ âî âñåõ àëãîðèòìàõ âîññòàíîâëå-
íèÿ ñèãíàëà ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ �áðàëè îäèíàêîâûì, à êîýôôèöèåíò� â
ñîîòâåòñòâèè ñ èññëåäîâàíèÿìè [6, 7] – ðàâíûì 0,1. Èç àíàëèçà çàâèñèìîñòåé
ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà (10) ïðè ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè F Fd K� 4
ïîçâîëÿåò ñíèçèòü îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî êðèòåðèþ íîðìè-
ðîâàííîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè â 1,3 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèò-
ìîì â ïðîñòðàíñòâå L2 è â 1,2 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì Õóðãèíà –
ßêîâëåâà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î
öåëåñîîáðàçíîñòè ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà (10) â ñèñòåìàõ âîññòàíîâëåíèÿ
ôóíêöèè ïî îãðàíè÷åííîìó ÷èñëó îòñ÷åòîâ ñèãíàëà è åãî ïðîèçâîäíîé.
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