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ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ

Ôîðìóëèðóþòñÿ ðåêîìåíäàöèè ïî ïîñòðîåíèþ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ îöåíîê
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, ìèíèìèçèðóþùèõ èíòåãðàëüíóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íóþ îøèáêó îöåíèâàíèÿ.

Äàííóþ ðàáîòó ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ðàñøèðåííûé êîììåíòàðèé ê
ðàáîòå [1], â êîòîðîé íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ çàâè-
ñèìîñòåé è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Âåëè÷èíà W p x2 ( ( )), îïðåäåëåííàÿ â [1,
ñ. 56] è íàçâàííàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì îöåíêè p x( ) ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè p x( ), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê èíòåãðàëüíóþ ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó (ÈÑÊÎ), ò. å. ñðåäíþþ (ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé)
îøèáêó, èçìåðÿåìóþ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2 ( , ):�� �

W p x p x p x dx2
2( ( )) [ ( ) ( )] .� �

��

�

� (1)

Äàëåå áóäóò ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ íåïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p x( ).Ó÷èòûâàÿ êðèòåðèé
(1) êà÷åñòâà îöåíêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè [1], ñôîðìóëèðóåì ðåêîìåíäà-
öèè, íàïðàâëåííûå, âî-ïåðâûõ, íà óìåíüøåíèå îøèáêè îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè
p x( ),èçìåðÿåìîé â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2 ( , ),�� � è, âî-âòîðûõ, íà ñîêðà-

ùåíèå îáúåìà âû÷èñëåíèé, âåäóùèõ ê èñêîìîé ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêå, à òàê-
æå êîðîòêî îáñóäèì íåêîòîðûå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ ñõîäèìîñòè îöåíîê
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
C( , ).�� �

Ôîðìóëèðóåìûå ðåêîìåíäàöèè ïî ñóùåñòâó ñâîäÿòñÿ ê èñïîëüçîâàíèþ
òàê íàçûâàåìûõ äîïóñòèìûõ (â èçâåñòíîì ñìûñëå íåóëó÷øàåìûõ) îöåíîê
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. ×òî æå êàñàåòñÿ îöåíîê, íå ÿâëÿþùèõñÿ äîïóñòèìû-
ìè, òî èõ ïðèìåíåíèå íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê çàâûøåííûì çíà÷åíèÿì ÈÑÊÎ,
ïîýòîìó ñ ñàìîãî íà÷àëà èõ ñëåäóåò èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ, ïîñêîëüêó
èçáðàííûì íàìè êðèòåðèåì êà÷åñòâà îöåíêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåò-
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ñÿ âåëè÷èíà (1). Îáîçíà÷åíèÿ îöåíîê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è äðóãèõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ â äàííîé ðàáîòå íå áóäóò ñîâïàäàòü ñ îáîçíà÷åíèÿìè â
ðàáîòå [1].

Èòàê, ïóñòü X X X n1 2, , ... , – âûáîðêà èç n íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè p x( ). Êàê è â ðà-
áîòàõ [2–5], îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ÿäåðíîé îöåíêè ôóíêöèè p x( ),êî-
òîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

p x Kn
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1
(2)

ãäå h h n� ( ) – íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿ-
ùàÿñÿ ê íóëþ (íî íå ñëèøêîì áûñòðî) ïðè n  � , à K x( ) – íåêîòîðàÿ ÷åòíàÿ

îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì K x dx� �( ) 1 è K x( )�

� �� �L2 ( , ) (ò. å. K x dx2

� � �( ) ). Çäåñü (è äàëåå) èíòåãðàë áåç óêàçàíèÿ ïðå-

äåëîâ îáîçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå â ïðåäåëàõ îò � � äî � �.
Ïîíÿòèå äîïóñòèìîñòè âåñîâîé ôóíêöèè K x( )âïåðâûå ââåäåíî â [6]. Âå-

ñîâàÿ ôóíêöèÿ K x( ) (à âìåñòå ñ íåé è îöåíêà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (2)) íà-
çûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �( ) exp( ) ( )t itx K x dx� �
íåîòðèöàòåëüíî è íå ïðåâîñõîäèò 1 äëÿ âñåõ t �R (âåùåñòâåííîñòü ôóíêöèè
�( )t ñëåäóåò èç ÷åòíîñòè ïðåîáðàçóåìîé ôóíêöèè K x( )).Åñëè ôóíêöèÿ K x( )
äîïóñòèìà â ñìûñëå [6], òî ÈÑÊÎ ïîëó÷àåìîé ñ åå ïîìîùüþ îöåíêè (2) íå
ìîæåò áûòü óìåíüøåíà îäíîâðåìåííî (ñ ïîìîùüþ îäíîé è òîé æå âåñîâîé
ôóíêöèè K x* ( ))äëÿ âñåõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè p x( ) è äëÿ âñåõ n è h èç îá-
ëàñòè èõ çíà÷åíèé. Åñëè æå âåñîâàÿ ôóíêöèÿ K x( ) íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé,
òî âñåãäà åñòü âîçìîæíîñòü óìåíüøèòü ÈÑÊÎ ïîëó÷àåìîé ñ åå ïîìîùüþ
îöåíêè (2) îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè p x( ) è äëÿ âñåõ
íàòóðàëüíûõ n.

Äàëåå ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïîðÿäêà âåñîâîé ôóíêöèè K x( ).Êàê è â ðàáî-
òàõ [4, 5], ïîðÿäêîì âåñîâîé ôóíêöèè K x( ) áóäåì íàçûâàòü íàèìåíüøåå ÷åò-

íîå ÷èñëî r � 2, äëÿ êîòîðîãî x K x dxr

� �( ) .0 Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ K x( )çíàêî-

ïåðåìåííà, åñëè r � 2. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n (à â
ðÿäå ñëó÷àåâ è ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ n) ïðèìåíåíèå âåñîâûõ ôóíêöèé âû-
ñøèõ ïîðÿäêîâ (ò. å. ïîðÿäêîâ r � 2) ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü
îøèáêó îöåíèâàíèÿ (èçìåðÿåìóþ âî ìíîãèõ ñîâåðøåííî ðàçíûõ ìåòðèêàõ),
åñëè òîëüêî îöåíèâàåìàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p x( ) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
ãëàäêîé (ìíîãîêðàòíî äèôôåðåíöèðóåìîé) ôóíêöèåé. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòî-
ÿòåëüñòâà ïðåäëîæèì âåñîâûå ôóíêöèè K x( ) íå òîëüêî ìèíèìàëüíîãî (âòî-
ðîãî) ïîðÿäêà, íî è ïîðÿäêîâ r � 2.

Äîïóñòèìûìè âåñîâûìè ôóíêöèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè
èç [3, 7] ñîîòâåòñòâåííî:
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×òî æå êàñàåòñÿ äîïóñòèìûõ âåñîâûõ ôóíêöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ, òî îíè
ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðàáîòàõ [4, ðàçä. 1] è [5, ðàçä. 1]. Âñå ïðåäëîæåííûå â
íèõ âåñîâûå ôóíêöèè K x( ) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè B-ñïëàéíîâ
Øåíáåðãà, ïðåäñòàâëÿþùèõ çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ íå òîëüêî äëÿ íåïàðàìåò-
ðè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, íî è äëÿ òåîðèè èíòåðïîëèðîâàíèÿ [8–10]. Ïðè ýòîì
âñå âåñîâûå ôóíêöèè K x( ) èç [5] îáëàäàþò åùå îäíèì áëàãîïðèÿòíûì ñâîé-
ñòâîì: îíè äèôôåðåíöèðóåìû. Â ýòîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ âåñîâîé ôóíêöèè
K x( ) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà îöåíêà, êîòîðàÿ ïðè n  � ñõîäèòñÿ ê îöåíèâàå-
ìîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p x( ) íå òîëüêî â ìåòðèêå L2 ( , ),�� � íî è â ìåò-
ðèêå ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C( , )�� � (åñëè òîëüêî îöåíèâàå-
ìàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p x( ) íåïðåðûâíà). Îòìåòèì, ÷òî âåñîâàÿ
ôóíêöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (4) òàêæå äèôôåðåíöèðóåìà.

Çàìå÷àíèå 1. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî áàçîâàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ W x6 ( ),
âõîäÿùàÿ â íåêîòîðûå èç ôóíêöèé K x( )â êà÷åñòâå îäíîãî èç ñëàãàåìûõ, ïðè-
âåäåíà â ðàáîòå [5] ñ îïå÷àòêîé: â îäíîé èç øåñòè ôîðìóë, îïðåäåëÿþùèõ
ôóíêöèþ W x6 ( ) äëÿ êàæäîãî èç øåñòè ñìåæíûõ èíòåðâàëîâ åäèíè÷íîé äëè-
íû, çíà÷åíèå íîðìèðóþùåãî äåëèòåëÿ, ñëåäóþùåãî çà çíàêîì «/» ïîñëå êðóã-
ëîé ñêîáêè, íåñêîëüêî çàâûøåíî. Ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå íîðìèðóþùåãî äå-
ëèòåëÿ âî âñåõ øåñòè ôîðìóëàõ, îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèþ W x6 ( ), îäíî è òî
æå: 39916800.

Çàìå÷àíèå 2. Àëãîðèòìû â ðàáîòàõ [4, 5] ïîçâîëÿþò ñòðîèòü äîïóñòèìûå
(íåóëó÷øàåìûå â ìåòðèêå L2 ( , ))�� � îöåíêè íå òîëüêî ñàìîé ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè p x( ), íî è åå ïðîèçâîäíûõ äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Íå-
îáõîäèìîñòü ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïëîòíîñòè âåðîÿò-
íîñòè âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ íàáëþäå-
íèé [11, ðàçä. 3.6].

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî íîñèòåëåì êàæäîé èç ïðåäëàãàåìûõ íàìè âåñîâûõ
ôóíêöèé K x( ) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûé èíòåðâàë. Ýòî ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî
ñóùåñòâåííî óñêîðÿåò âû÷èñëåíèå îöåíêè (2) ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè: ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (2) áóäåò ðåàëüíî çàâèñåòü
ëèøü îò íåáîëüøîé äîëè èñõîäíûõ íàáëþäåíèé X i.
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