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Íà ïðèìåðå ÷èñòî ãàðìîíè÷åñêèõ êâàäðàòóðíûõ ñèãíàëîâ ïðîâåäåí àíàëèç
ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà îöåíêó ìãíîâåííîé ÷àñòîòû àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà,
îïðåäåëÿåìîé â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëàãàåìûì àëãîðèòìîì. Ïîêàçàíî, ÷òî ñî-
âìåñòíîå âëèÿíèå íåñêîëüêèõ ôàêòîðîâ ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííûì îò-
êëîíåíèÿì ìãíîâåííîé ÷àñòîòû îò åå íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ, îäíàêî, ñðåäíÿÿ
çà ïåðèîä ÷àñòîòà ïðè ýòîì ðàâíà íîìèíàëüíîé, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îòêðûâàåò
øèðîêèå ïåðñïåêòèâû èñïîëüçîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà äëÿ èçìå-
ðåíèÿ ìãíîâåííîé ñêîðîñòè, à òàêæå äðóãèõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ.

Ââåäåíèå. Îäíîé èç îñòðåéøèõ ïðîáëåì ñîâðåìåííûõ ñèñòåì ñâÿçè,
ãèäðî- è ðàäèîëîêàöèè, à òàêæå íàó÷íîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ ïîâûøåíèå
áûñòðîäåéñòâèÿ óñòðîéñòâ, èçìåðÿþùèõ ÷àñòîòó ïîëó÷àåìûõ ñèãíàëîâ.
Íàèáîëåå ðàäèêàëüíûì ñïîñîáîì åå ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ
[1], èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà îöåíêè ìãíîâåííîé ÷àñòîòû êàê ïðîèçâîäíîé
ôàçû ïî âðåìåíè àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà âèäà
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Àìïëèòóäà ýòîãî ñèãíàëà, åãî ïîëíàÿ ôàçà è ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà ìîãóò
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Íåñìîòðÿ íà îïðåäåëåííóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà (5), ïðîãðåññ òåõíèêè
àíàëîãî-öèôðîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ìèêðîïðîöåññîðíîé òåõíèêè ïîçâîëÿ-
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åò ëåãêî ðåàëèçîâàòü åãî íà ïðàêòèêå è îòîéòè îò ïðèâû÷íûõ îöåíîê ÷àñòîòû
êàê âåëè÷èíû, îáðàòíîé ïåðèîäó ñèãíàëà, èëè êàê âåëè÷èíû, ðàâíîé îòíîøå-
íèþ ÷èñëà ïåðèîäîâ ê èíòåðâàëó âðåìåíè, íà êîòîðîì ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ýòî
÷èñëî. Ïðèìåðîì ñèñòåìû, ðåàëèçóþùåé àëãîðèòì (5), ìîæåò ñëóæèòü ëà-
çåðíûé äîïëåðîâñêèé èçìåðèòåëü ñêîðîñòè, îïèñàííûé â [1].

Öåëüþ ïðåäëàãàåìîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ïîãðåøíîñòåé àë-
ãîðèòìà (5) ñ ó÷åòîì óñëîâèé åãî ðåàëèçàöèè. Íà ïðèìåðå ÷èñòî ãàðìîíè÷å-
ñêèõ êâàäðàòóðíûõ ñèãíàëîâ âèäà U t U t( ) sin� 0 � è V t V t( ) cos� 0 � íàéäåíû
è ïðîàíàëèçèðîâàíû âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíîê ìãíîâåííîé ÷àñòîòû [2] è åå
ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé â ðàçëè÷íûõ ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ, ñâÿçàí-
íûõ ñ íàëè÷èåì ìåøàþùèõ ôàêòîðîâ, îáóñëîâëåííûõ íåèäåíòè÷íîñòüþ
ýëåìåíòîâ â öåïÿõ ñèíóñíîé è êîñèíóñíîé êîìïîíåíò ñèãíàëà, íåëèíåéíûìè
èñêàæåíèÿìè â òðàêòàõ óñèëåíèÿ, ïðèâîäÿùèìè ê ðàçëè÷èþ êîýôôèöèåíòîâ
óñèëåíèÿ. Ê ÷èñëó ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà îòêëîíåíèÿ ìãíîâåííîé ÷àñòîòû,
îïðåäåëÿåìîé â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì (5), îò åå íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ
�îòíîñÿòñÿ:

1) íåðàâåíñòâî àìïëèòóä êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò ñèãíàëà;
2) íåñòðîãàÿ êâàäðàòóðíîñòü êîìïîíåíò;
3) íàëè÷èå ïîñòîÿííîãî ñìåùåíèÿ îäíîé èëè äâóõ êîìïîíåíò;
4) íàëè÷èå â êàæäîì èç îðòîãîíàëüíûõ ñèãíàëîâ âûñøèõ ãàðìîíèê;
5) íåòî÷íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò ñèãíàëà ïî

ìåòîäó êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé;
6) äèñêðåòèçàöèÿ ñèãíàëîâ (êâàíòîâàíèå) ïî àìïëèòóäå è âðåìåíè ñ

öåëüþ èõ êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêè;
7) íàëè÷èå â ñèãíàëàõ àääèòèâíûõ óçêîïîëîñíûõ øóìîâ.
Àíàëèç âëèÿíèÿ íåðàâåíñòâà àìïëèòóä êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò

ñèãíàëà íà îòêëîíåíèå ìãíîâåííîé ÷àñòîòû. Íåðàâåíñòâî àìïëèòóä êâàä-
ðàòóðíûõ êîìïîíåíò ñèãíàëà ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî íåèäåíòè÷íîñòüþ
ýëåìåíòîâ â èõ öåïÿõ, íåëèíåéíûìè èñêàæåíèÿìè, ïðèâîäÿùèìè ê ðàçëè-
÷èþ êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàêòàõ.

Âûðàæåíèÿ äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèãíàëîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå áóäóò èìåòü âèä
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (5), äëÿ ìãíîâåííîé ÷àñòîòû �i t( ) ïîëó÷èì
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Àáñîëþòíûå è îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ ìãíîâåííîé ÷àñòîòû (6) îò åå íî-
ìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áóäóò èìåòü âèä
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( ) cos ; ( ) cos .

( )
� � � � �

0 0

2 2
(7)

Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ìãíîâåííîé ÷àñòîòû � �i t( ) (7) ïîêàçàí
íà ðèñ. 1 äëÿ òðåõ çíà÷åíèé �V V0 êîýôôèöèåíòà íåðàâåíñòâà àìïëèòóä îð-
òîãîíàëüíûõ ñèãíàëîâ. Êàê ñëåäóåò èç (7) è ðèñ. 1, ïðè íåðàâåíñòâå àìïëèòóä
êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ ìãíîâåííîé ÷àñòîòû
èìåþò ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð è ìåíÿþòñÿ ñ óäâîåííîé ÷àñòîòîé çàäàííûõ
êâàäðàòóðíûõ ñèãíàëîâ. Âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíûõ îòêëîíåíèé èçìåíÿåòñÿ â
ïðåäåëàõ [ ; ],� �� �V V V V0 0 ñðåäíåå îòêëîíåíèå ìãíîâåííîé ÷àñòîòû çà
öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ áóäåò ðàâíî íóëþ, à îòíîñèòåëüíîå ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íîå îòêëîíåíèå ñîñòàâèò 0 7 0, ( ).�V V

Àíàëèç âëèÿíèÿ íåñòðîãîé êâàäðàòóðíîñòè êîìïîíåíò. Ïðåäñòàâèâ
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ êâàäðàòóðíûå ñèãíàëû è èõ ïðîèçâîäíûå êàê
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Ãðàôèêè èçìåíåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ìãíîâåííîé ÷àñòîòû (8) äëÿ ÷åòûðåõ
çíà÷åíèé óãëà íåîðòîãîíàëüíîñòè� (1–3 è6� ) ïîêàçàíû íà ðèñ. 2 (ñîîòâåòñò-
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âåííî ñíèçó ââåðõ). Òåêóùåå âðåìÿ íîðìèðîâàíî íà ïåðèîä îñíîâíîé ÷àñòî-
òû ñèãíàëà T � 2� �.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (8) è ðèñ. 2 îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ ��ìãíîâåííîé
÷àñòîòû, îáóñëîâëåííûå íåñòðîãîé îðòîãîíàëüíîñòüþ êâàäðàòóðíûõ êîìïî-
íåíò, èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ[ ; ]� �� � ñ ÷àñòîòîé 2�; ñðåäíåå çíà÷åíèå ìãíî-
âåííîé ÷àñòîòû çà ïåðèîä ðàâíî åå íîìèíàëüíîìó çíà÷åíèþ �,à îòíîñèòåëü-
íîå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ñîñòàâëÿåò 0 7, .� Ñëåäîâàòåëüíî, äàæå
òàêèå ìàëûå çíà÷åíèÿ óãëà íåîðòîãîíàëüíîñòè, êàê 0 5, ,� ìîãóò ïðèâîäèòü ê
îòêëîíåíèÿì ìãíîâåííîé ÷àñòîòû ïîðÿäêà 1 %.

Ñîâìåñòíîå âëèÿíèå íåðàâåíñòâà àìïëèòóä è íåñòðîãîé êâàäðàòóð-
íîñòè êîìïîíåíò. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ äëÿ êâàäðàòóðíûõ
ñèãíàëîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ èìåþò âèä

U t U t U t U t( ) sin , ( ) cos ;� � �0 0� � �

V t V t V t V t( ) cos( ), ( ) sin( ).� � � � � �0 0� � � � �

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5)
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Ïðè óñëîâèÿõ: U V V0 0� � � , �V V0 1�� , � �� 1, ïðåíåáðåãàÿ áåñêîíå÷íî ìà-
ëûìè âåëè÷èíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì
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Àáñîëþòíûå è îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ ìãíîâåííîé ÷àñòîòû îò åå íîìè-
íàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû âûðàæåíèÿìè
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( ) cos sin .t t ti V
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(12)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (12) îòâå÷àåò çà ïîãðåøíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ íåðàâåíñòâîì
àìïëèòóä, à âòîðîå – çà ïîãðåøíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ íåñòðîãîé îðòîãîíàëüíî-
ñòüþ êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò ñèãíàëà.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè sin2�t è cos2�t ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, òî ïðè
ìàêñèìàëüíîì îòêëîíåíèè ÷àñòîòû, âûçâàííîì íåðàâåíñòâîì àìïëèòóä, îò-
êëîíåíèå, îáóñëîâëåííîå íåñòðîãîé îðòîãîíàëüíîñòüþ ñèãíàëîâ, áóäåò ìè-
íèìàëüíûì, è íàîáîðîò.

Ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå ìãíîâåííîé ÷àñòîòû áóäåò â òî÷íîñòè ðàâíî
íîìèíàëüíîé ÷àñòîòå ñèãíàëà, à ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå çà ïåðèîä

ñîñòàâèò 0 7 0
2 2, ( ) .�V V � �

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ýïþðû êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò ñèãíàëà ( )a è
ãðàôèê èçìåíåíèÿ ìãíîâåííîé ÷àñòîòû ( )b ïðè ñîâìåñòíîì âëèÿíèè îáîèõ
ôàêòîðîâ (�V V0 � 0,2; � � � �4 0,07 ðàä; � �� 0,148). Âèäíî, ÷òî ìãíîâåí-
íàÿ ÷àñòîòà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé âðåìåíè è èçìåíÿåòñÿ ñ óäâî-
åííîé íîìèíàëüíîé ÷àñòîòîé 2�, à åå ìàêñèìàëüíûå àáñîëþòíûå îòêëîíå-
íèÿ ñîñòàâëÿþò 27 % îò îñíîâíîé ÷àñòîòû.

Âëèÿíèå ïîñòîÿííîãî ñìåùåíèÿ îäíîãî èëè äâóõ îðòîãîíàëüíûõ
ñèãíàëîâ. Âûðàæåíèÿ äëÿ êâàäðàòóðíûõ ñèãíàëîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áóäóò èìåòü âèä

U A t a U A t� � � �sin , cos ;� � �1

V A t b V A t� � � � �cos , sin .� � �1
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Ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëàãàåìûì àëãîðèòìîì îïðåäåëèò-
ñÿ êàê

� �
� �

�

i t
U V V U

U V

a

A
t

b

A
t

a

A
t

( )
sin cos

sin

� �
� � �

�

� �

�
2 2

1 1

1

1

1 2 � �
��


�

	



��

b

A
t

a b

A

1 1
2

1
2

2
cos

.

�

(13)

Åñëè ïîëîæèòü a b1 1 � tg� , c a b� �1
2

1
2 , òî a c1 � sin ,� b c1 � cos .� Ïîä-

ñòàâèâ a1 è b1 â (13), ïîëó÷èì

� �
� �

� �
i t

c

A
t

c

A
t

c

A

( ) .

cos ( )

cos ( )

�
� �

� � �

1

1 2
2

2

(14)

Ãðàôèê ìãíîâåííîé öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòû f t ti i( ) ( )� � �2 (14) äëÿ ñëó÷àÿ
� �� �2 1, � �� 4, c A � 0,2 ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.

Ñðåäíåå çà ïåðèîä T � 2� �çíà÷åíèå ìãíîâåííîé ÷àñòîòû

� � �
� �

� �

i i

T

t t dt
T T

c

A
t

c

A
t

( ) ( )

cos ( )

cos ( )

� � 
� �

� � �

1 1
1

1 20 c

A

dt

T

2

2

0

� �,
(15)

à åå îòíîñèòåëüíîå ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå îïðåäåëèòñÿ êàê

�

�

� �

�

� � �� �
�

�
�

�

�
� �

�

 
[ ( )] ( )

( , , ) ,
i i

Tt t

T
f c t dt

2 2

2

2

0

1
1 (16)

ãäå

f c t

c

A
t

c

A
t

c

A

( , , ) .
cos ( )

cos ( )

� �
� �

� �

�
� �

� � �

1

1 2

2

2
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Èç (15) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå ìãíîâåííîé ÷àñòîòû ðàâ-
íî íîìèíàëüíîé ÷àñòîòå êâàäðàòóðíûõ ñèãíàëîâ �.

Çàâèñèìîñòü (16) îòíîñèòåëüíîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ
ìãíîâåííîé ÷àñòîòû îò âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî îòíîñèòåëüíîãî ñìåùåíèÿ
c A ïîêàçàíà íà ðèñ. 5. Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå îòêëîíåíèÿ ìåíÿåòñÿ ïðàêòè÷å-
ñêè ëèíåéíî ñ âåëè÷èíîé ïîñòîÿííîãî ñìåùåíèÿ è ìîæåò äîñòèãàòü äåñÿòêîâ
ïðîöåíòîâ ïðè âåëè÷èíàõ c A ! 0,3.

Ñïåêòð ìãíîâåííîé ÷àñòîòû (14) ñîäåðæèò êàê íóëåâóþ ãàðìîíèêó âû-
ñîêîé èíòåíñèâíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ìãíîâåííîé
÷àñòîòû, òàê è ïåðâóþ, âòîðóþ è òðåòüþ ãàðìîíèêè íîìèíàëüíîé ÷àñòîòû
(ðèñ. 6).

Ñîâìåñòíîå âëèÿíèå íåðàâåíñòâà àìïëèòóä êâàäðàòóðíûõ êîìïî-
íåíò, èõ íåñòðîãîé îðòîãîíàëüíîñòè è ïîñòîÿííîãî ñìåùåíèÿ. Âûðàæå-
íèÿ äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèãíàëîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

U U t a U U t U V V� � � � � �0 1 0 0 0sin , cos , ;� � � �

V V t b V V t c a b� � � � � � � � �0 1 0 1
2

1
2cos( ) , sin( ); .� � � � �

×èñëåííûé àíàëèç õàðàêòåðèñòèê ìãíîâåííîé ÷àñòîòû, îïðåäåëÿåìîé â
ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì (5), ïîêàçàë, ÷òî ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè óêàçàí-
íûõ ôàêòîðîâ ñðåäíåå çà ïåðèîä èëè öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ çíà÷åíèå ìãíî-
âåííîé ÷àñòîòû ðàâíî åå íîìèíàëüíîìó çíà÷åíèþ �. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå
îòêëîíåíèÿ ÷àñòîòû ìåíÿþòñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ. Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû
òðåõìåðíûå ãðàôèêè ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé â ôóíêöèè êîýôôè-
öèåíòà íåðàâåíñòâà àìïëèòóä �V V0 è êîýôôèöèåíòà îòíîñèòåëüíîãî ñìå-
ùåíèÿ c V0 ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ óãëà íåîðòîãîíàëüíîñòè � � 0 ( )a è � � �10 ( ).b
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Îäíà èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé îòíîñèòåëüíîé ìãíîâåííîé ÷àñòîòû,
ïîêàçûâàþùàÿ ãðàíèöû åå âîçìîæíûõ èçìåíåíèé, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 8
(�V V0 � 0,2; � � 0,05; c V0 � 0,3).

Àìïëèòóäíûé ñïåêòð ìãíîâåííîé ÷àñòîòû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ
(íîìèíàëüíàÿ ÷àñòîòà ðàâíà 10 Ãö) ïîêàçàí íà ðèñ. 9. Âèäíî, ÷òî â ñïåêòðå,
ïîìèìî íóëåâîé, ïåðâîé è âòîðîé ãàðìîíèê, ñîäåðæàòñÿ òàêæå ãàðìîíèêè
áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ íîìèíàëüíîé ÷àñòîòû ñèãíàëîâ. Èç ðèñ. 7, a b,
î÷åâèäíî, ÷òî ðåøàþùóþ ðîëü â óâåëè÷åíèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îòêëîíå-
íèé ÷àñòîòû èãðàåò îòíîñèòåëüíàÿ âåëè÷èíà ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé
c V0 â îðòîãîíàëüíûõ ñèãíàëàõ. Ýòè îòêëîíåíèÿ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâè-
ÿõ ìîãóò ïðåâûøàòü 100 %. Îäíàêî íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò,
÷òî ñðåäíåå çà ïåðèîä (èëè çà öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ) çíà÷åíèå ìãíîâåííîé
÷àñòîòû, îïðåäåëÿåìîå ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, îêàçûâàåòñÿ â
òî÷íîñòè ðàâíûì íîìèíàëüíîìó çíà÷åíèþ ÷àñòîòû çàäàííûõ îðòîãîíàëü-
íûõ ñèãíàëîâ.

Âëèÿíèå âûñøèõ ãàðìîíèê îñíîâíîé ÷àñòîòû. Ðàññìîòðèì èçìåíå-
íèå ìãíîâåííîé ÷àñòîòû â ïðèñóòñòâèè â êàæäîì èç îðòîãîíàëüíûõ ñèãíàëîâ
âòîðîé è òðåòüåé ãàðìîíèê îñíîâíîé ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåíñèâíî-
ñòè. Àìïëèòóäû A è ôàçû ñèãíàëîâ ïðåäïîëàãàþòñÿ èäåíòè÷íûìè.

Âûðàæåíèÿ äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèãíàëîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ â ýòîì ñëó÷àå
èìåþò âèä

U t A t n t n t( ) [sin sin sin ];� � �� � �2 32 3

U t A t n t n t� � � �( ) [cos cos cos ];� � � �2 2 3 32 3

(17)

V t A t n t n t( ) [cos cos cos ];� � �� � �2 32 3

V t A t n t n t� � � � �( ) [sin sin sin ],� � � �2 2 3 32 3

ãäå n n2 3, – êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè âòîðîé è òðåòüåé ãàðìîíèê ñîîò-
âåòñòâåííî.

Âûðàæåíèå äëÿ ìãíîâåííîé ÷àñòîòû â ñîîòâåòñòâèè ñ (5) èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

� �
� �

i t
U V V U

U V

n n n t n t
( )

cos cos
� �

� � �

�

� � � �
2 2

2
2

3
2

3 21 2 3 4 2 3 �

� � � � �

5

1 2 2 2 2

2 3

2
2

3
2

2 3 2 3

n n t

n n n t n t n n t

cos

cos cos cos

�

� � �
.

(18)
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Ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå ìãíîâåííîé ÷àñòîòû ïðàêòè÷åñêè ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ n n2 3, åñòü âåëè÷èíà, ïîñòîÿííàÿ è ðàâíàÿ íîìèíàëü-
íîé ÷àñòîòå îñíîâíîé (ïåðâîé) ãàðìîíèêè ñèãíàëà, ò. å.

� � �i i

T

t t dt
T

( ) ( ) .� � 
1

0

Èñêëþ÷åíèåì èç ýòîãî ïðàâèëà ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà îäèí èç êîýôôèöèåí-
òîâ n n2 3, ðàâåí 1 ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè äðóãîãî èëè îáà êîýôôèöèåíòà
ðàâíû 1. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà áóäåò ïîñòîÿííîé è ðàâíîé ñðåä-
íåìó çíà÷åíèþ ÷àñòîò ïðèñóòñòâóþùèõ ãàðìîíèê, ò. å. ïðè n2 1� è n3 0�

� �
� �

i t( ) ,� � �
�

const
2

2

3

2
à ïðè n2 0� è n3 1� , à òàêæå ïðè n2 1� è n3 1� ïî-

ëó÷èì � �� �
i t( ) .� � ��

const
3

2
2 Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ ÷àñòîòû

äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ðàâíû íóëþ.
Òðåõìåðíûé ãðàôèê îòíîñèòåëüíûõ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé

÷àñòîòû â ôóíêöèè çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ n n2 3, èíòåíñèâíîñòè ãàðìîíèê
ïðèâåäåí íà ðèñ. 10. Êàê ñëåäóåò èç ãðàôèêà, ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíå-
íèÿ ìãíîâåííîé ÷àñòîòû ðåçêî óâåëè÷èâàþòñÿ ñ ðîñòîì êîýôôèöèåíòîâ èí-
òåíñèâíîñòè ãàðìîíèê è ìîãóò ìíîãîêðàòíî ïðåâûøàòü çíà÷åíèÿ íîìèíàëü-
íîé ÷àñòîòû.

Àìïëèòóäíûé ñïåêòð ìãíîâåííîé ÷àñòîòû äëÿ ñëó÷àÿ n2 � 0,2, n3 � 0,1
ïîêàçàí íà ðèñ. 11. Îí ñîäåðæèò, ïîìèìî íóëåâîé ãàðìîíèêè (ñîîòâåòñòâó-
þùåé ñðåäíåé ÷àñòîòå ñèãíàëà), òàêæå ïåðâóþ, âòîðóþ, òðåòüþ ãàðìîíèêè
îñíîâíîé ÷àñòîòû, ïðèñóòñòâóþùèå â ñèãíàëå, à òàêæå ãàðìîíèêè âûñøèõ
ïîðÿäêîâ.
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Âëèÿíèå íåòî÷íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèãíàëîâ
ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Ïðîèçâîäíûå ñòðîãî îðòîãîíàëüíûõ ñèã-
íàëîâ ñ ðàâíûìè àìïëèòóäàìè è íà÷àëüíûìè ôàçàìè âèäà U t A t( ) sin� � è
V t A t( ) cos� � áóäåì íàõîäèòü ïî ðàçíîñòÿì çíà÷åíèé ñèãíàëîâ â íà÷àëå è
êîíöå èíòåðâàëà äëèòåëüíîñòüþ 2�t, îòíåñåííûì ê äëèíå èíòåðâàëà. Ïðè
äèñêðåòèçàöèè îòñ÷åòîâ ñ èíòåðâàëîì 2�t ïðîèçâîäíûå â òî÷êå t t� 0 , ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñîáîé ñåðåäèíó èíòåðâàëà[ ; ],t t t t0 0� �� � ìîæíî çàïèñàòü êàê

U t
A t t A t t

t
� �

� � �
( ) ,

sin [ ( )] sin [ ( )]
0

0 0

2

� �� �

�

V t
A t t A t t

t
� �

� � �
( )

cos [ ( )] cos [ ( )]
0

0 0

2

� �� �

�

è ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà ïî çàäàííîìó àëãîðèòìó îïðåäåëèòñÿ êàê

�
�

i t t
U t V t V t U t

U t V t
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

sin
� � �

� � �

�
0

0 0 0 0

2
0

2
0

�

�

t

t
.

(19)

Èç (19) ñëåäóåò, ÷òî ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà ïðè îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíûõ
îðòîãîíàëüíûõ ñèãíàëîâ ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé íå ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé âðåìåíè, ò. å. åå ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî (19), îöåíêà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
÷àñòîòû ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîé îòíîñèòåëüíî åå íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ �, à
äèñïåðñèÿ îöåíêè ðàâíà íóëþ. Èç (19) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïðè áåñêîíå÷íî
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ èíòåðâàëà ìåæäó îòñ÷åòàìè ( )�t " 0 sin ,� �� �t t" ò. å.
ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà áóäåò îïðåäåëåíà ïðàêòè÷åñêè áåç îøèáêè.

Àáñîëþòíîå è îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèÿ íàéäåííîé îöåíêè ìãíîâåí-
íîé ÷àñòîòû îò åå íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê

�
�

�
� � � �

�
i it

t

t
( ) ,

sin
� � � � (20)
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��
�

�

� �

�

� �

�
( )

( ) sin
sin

t
t t t

t

T
t

T
t

T

� � �

	


�

�

�

�
�

� � �

�

� �
2 2

2
�t

n n

n

�

	


�

�

� �sin

,

2 2

2

� �

� (21)

ãäå n T t� � – óäâîåííîå ÷èñëî îòñ÷åòîâ ñèãíàëà íà ïåðèîäå T èçìåðÿåìîé
÷àñòîòû.

Çàâèñèìîñòü (21) ïîêàçàíà â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå íà ðèñ. 12. Èç
ðèñóíêà âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü îöåíêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ìãíîâåííîé ÷àñòîòû
ìàêñèìàëüíà ïðè n " # è ìèíèìàëüíà ïðè ìàëîì ÷èñëå îòñ÷åòîâ. Êðîìå
òîãî, èç ðèñ. 12 è âûðàæåíèÿ (21) ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî îòñ÷åòîâ n,òðåáóå-
ìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ. Îäíèì èç ñïîñîáîâ óñòðà-
íåíèÿ îøèáêè, ñâÿçàííîé ñ íåòî÷íîñòüþ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îðòîãî-
íàëüíûõ ñèãíàëîâ ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
áûñòðîäåéñòâóþùèõ àíàëîãîâûõ äèôôåðåíöèðóþùèõ óñòðîéñòâ [1], áëàãî-
äàðÿ êîòîðûì óêàçàííàÿ îøèáêà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ïðåíåáðåæèìî ìàëîé
âåëè÷èíå.

Âëèÿíèå äèñêðåòèçàöèè ñèãíàëîâ ïî óðîâíþ è âðåìåíè. Íåïîñðåäñò-
âåííàÿ îöåíêà çíà÷åíèé ìãíîâåííîé ÷àñòîòû â ðåàëüíîì âðåìåíè âîçìîæíà
ïðè èñïîëüçîâàíèè êîìïüþòåðà, â ïàìÿòü êîòîðîãî ÷åðåç ÀÖÏ ïîñòóïàþò
êâàíòîâàííûå ïî âåëè÷èíå ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ äâóõ îðòîãîíàëüíûõ ñèãíà-
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ëîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîñêîëüêó äèñêðåòèçàöèÿ çíà÷åíèé àíàëîãîâûõ ñèã-
íàëîâ ïðèâîäèò ê îïðåäåëåííûì îøèáêàì, çàâèñÿùèì ïðåæäå âñåãî îò øàãà
êâàíòîâàíèÿ, áûëî ïðîâåäåíî ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâà-
íèå ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé ÷àñ-
òîòû îò ÷èñëà óðîâíåé êâàíòîâàíèÿ ñèãíàëîâ ïî àìïëèòóäå, ÷èñëà îòñ÷åòîâ
íà ïåðèîä è âåëè÷èíû íà÷àëüíîé ôàçû ñèãíàëîâ. Ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 13. Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíî îñðåäíåí-
íîå ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì íà÷àëüíîé ôàçû îòíîñèòåëüíîå ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ÷àñòîòû. Êàê ñëåäóåò èç ãðàôèêà, âåëè÷èíà îøèá-
êè âîçðàñòàåò ñ óìåíüøåíèåì ðàçðÿäíîñòè ÀÖÏ( )m è óâåëè÷åíèåì ÷èñëà îò-
ñ÷åòîâ ( )n íà ïåðèîä èçìåðÿåìîé ÷àñòîòû.

Òàêîå, íà ïåðâûé âçãëÿä ïðîòèâîðå÷èâîå, èçìåíåíèå îòíîñèòåëüíîé
îøèáêè îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ñëó÷àå äèñêðåòèçàöèè ñèãíàëà êàê ïî âðåìå-
íè, òàê è ïî àìïëèòóäå ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïðè óâåëè÷å-
íèè øàãà êâàíòîâàíèÿ ïî óðîâíþ ðåçêî âîçðàñòàåò è ïðåâàëèðóåò íàä ïî-
ãðåøíîñòüþ, âûçûâàåìîé òîëüêî êâàíòîâàíèåì ïî âðåìåíè. Åñëè, íàïðèìåð,
èíòåðâàë ìåæäó îòñ÷åòàìè ñòàíîâèòñÿ òàêèì ìàëûì, ÷òî ïðèðàùåíèå ñèãíà-
ëà íà ýòîì èíòåðâàëå ñòàíåò ìåíüøå âåëè÷èíû êâàíòà, òî âû÷èñëÿåìàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàâíà íóëþ, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëü-
íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò êâàíòîâàíèÿ ñèãíàëà ïî àìïëèòóäå ïðèâîäèò ê
îáðàòíîé çàâèñèìîñòè îáùåé ïîãðåøíîñòè îò ÷àñòîòû äèñêðåòèçàöèè ïî
âðåìåíè. Åñëè ÷èñëî îòñ÷åòîâ íà ïåðèîä íå ïðåâûøàåò 10, òî äàæå äëÿ ìàëî-
ðàçðÿäíîãî ÀÖÏ, îáåñïå÷èâàþùåãî âñåãî 128 óðîâíåé êâàíòîâàíèÿ, âåëè÷è-
íà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè íå ïðåâûñèò 0,5 %. Ïðè ýòîì, îäíàêî, íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðè áîëüøîì èíòåðâàëå ìåæäó îòñ÷åòàìè ñóùåñòâåí-
íî âîçðàñòàåò ïîãðåøíîñòü íåòî÷íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (cì. ðèñ. 12), âû-
çûâàþùàÿ ñìåùåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ìãíîâåííîé ÷àñòîòû. Ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïîãðåøíîñòè ïðèåìëåìîãî óðîâíÿ
(ïîðÿäêà 0,1 %) âïîëíå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ìàëûì (ïîðÿäêà 10) ÷èñëîì îò-
ñ÷åòîâ íà ïåðèîä è îòíîñèòåëüíî ìàëîðàçðÿäíûì ÀÖÏ (÷åòûðå äåñÿòè÷íûõ
ðàçðÿäà). Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè áûñòðîäåéñòâóþùèõ ñõåì àíàëî-
ãîâîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îøèáêà, îáóñëîâëåííàÿ äèñêðåòíîñòüþ çíà÷å-
íèé ñèãíàëîâ, áóäåò ñâåäåíà ê ïðåíåáðåæèìî ìàëîé âåëè÷èíå.

Âëèÿíèå íîðìàëüíîãî óçêîïîëîñíîãî øóìà. Ïóñòü ÷àñòîòíîé äåìî-
äóëÿöèè ïîäâåðãàåòñÿ àääèòèâíàÿ êîìáèíàöèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà
A tm cos�ñ è êâàçèãàðìîíè÷åñêîãî øóìà A t t tø ø( )cos[ ( )]:� ��

� � � � � $( ) cos ( )cos[ ( )] ( )cos[ ],t A t A t t t A t tm� � � � �ñ ø ø ñ (22)
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ãäå

A t A t A t A t A tC m S m
2 2 2( ) [ ( ) cos ] [ ( ) sin ] ;� � � �� �� �

tg ñ ø$ � � �
�

�
( ) ; ;

( ) sin

( ) cos
t

A t A t

A t A t

S m

C m

� � �
�

�

�

�
�

A t A t t A t A t tC S( ) ( )cos ( ); ( ) ( )sin ( ).� �� �

Ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë áóäåò èìåòü âèä

� � $AC
t V t jU t A t j t t( ) ( ) ( ) ( )exp{ [ ( )]}.� � � � � (23)

Ïîäñòàâëÿÿ (23) â (5), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó ìãíîâåííîé ÷àñòîòû ñèã-
íàëà â ïðèñóòñòâèè øóìà:

�
� �( )

[ ( )] ( ) ( ) ( )

[ ( )]
t

A A t A t A t A t

A A t A

m C S S C

m C

� �
� � � �

� �
ñ 2

S t
t

2
( )

� ( ).� �� $ñ

(24)

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà ��� 0. Êàê ïîêàçàíî â [3, ñ. 301],
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îöåíêè � ( ) ,� �t � ñ ò. å. îöåíêà íå ñìåùåíà. Äèñ-
ïåðñèÿ ýòîé îöåíêè ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, íî ïîãðåøíîñòü îïðåäåëå-
íèÿ ÷àñòîòû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ñðåäíèì çíà-
÷åíèåì ìîäóëÿ îòêëîíåíèé ÷àñòîòû � ( )$ t [2]:

| � ( ) | ( ),$ %t I aa� � �� �
0

4
0

22

4e (25)

ãäå a Am� � ø , � ø – äèñïåðñèÿ øóìà; ��% 0 – âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîýôôèöèåí-
òà êîððåëÿöèè øóìà â íóëå; I0 – ôóíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà îò ìíè-
ìîãî àðãóìåíòà. Åñëè, íàïðèìåð, ñèãíàë �( )t áóäåò ïîëó÷åí íà âûõîäå ðåçî-
íàíñíîãî êîíòóðà ñ ïîëîñîé ��ê , à íà âõîä êîíòóðà ïîäàí èñõîäíûé ñèãíàë
A tm cos�ñ â ñî÷åòàíèè ñ áåëûì øóìîì, òî, êàê èçâåñòíî [2], ôóíêöèÿ êîððåëÿ-
öèè øóìà íà âûõîäå êîíòóðà áóäåò èìåòü âèä

k tt� �� ��
ø ñe2 �

ê cos . (26)

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè, êàê ýòî ñëåäóåò èç (26),

�� � �% �0
2� ê. (27)

Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (25), ìîæíî ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ìîäó-
ëÿ îøèáêè. Àíàëèç (25) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà îøèáêè íèêîãäà íå ïðåâû-

øàåò � ��% 0 . Åñëè îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì a && 1, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïëîò-

íîñòü âåðîÿòíîñòè îøèáêè âáëèçè ÷àñòîòû ñèãíàëà ïðèáëèæàåòñÿ ê íîð-
ìàëüíîìó çàêîíó ñ äèñïåðñèåé

� %2
0

2� � �� a . (28)
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Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà áóäåò èìåòü âèä

�

�

� �

�ñ

ê ø

ñ

�
�

Am

.
(29)

Åñëè, íàïðèìåð, �� �ê ñ � 0,01, à � ø Am � 0,10, òî � �ñ � 0,1 %.
Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñìåùåíèå ÷àñòîòû îòñóòñòâó-

åò, à îòíîñèòåëüíàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîãðåøíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà îò-
íîøåíèþ øóì/ñèãíàë è îòíîñèòåëüíîìó çíà÷åíèþ øèðèíû ñïåêòðà øóìà.

Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò ïåðñïåêòèâ-
íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íîâîãî ïîäõîäà ê ïðîáëåìå èçìåðåíèÿ ÷àñòîòû êâàçè-
ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ [4]. Íà îäíîì ïåðèîäå èçìåíåíèÿ òàêîãî ñèãíàëà
óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî îòñ÷åòîâ ìãíîâåííîé ÷àñòîòû,
÷òî ïîçâîëÿåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ðåçêî ïîâûñèòü áûñòðîäåéñòâèå ñîîòâåòñò-
âóþùèõ èçìåðèòåëüíûõ ñèñòåì, à ñ äðóãîé – ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü òî÷-
íîñòü èçìåðåíèé çà ñ÷åò ñòàòèñòè÷åñêîãî îñðåäíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-
òîâ. Äîñòèæåíèÿ ñîâðåìåííîé òåõíèêè àíàëîãî-öèôðîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
è ìèêðîïðîöåññîðíîé òåõíèêè, îòíîñèòåëüíàÿ äåøåâèçíà è äîñòóïíîñòü
ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ ïîçâîëÿþò ëåãêî ðåàëèçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå
èçìåðèòåëüíûå ñèñòåìû â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê ãèäðî - è ðàäèîëîêàöèÿ, ëàçåð-
íàÿ èíòåðôåðîìåòðèÿ, àíàëèç ðå÷è è ò. ï.

Ïðîâåäåííûé â ðàáîòå àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëüøèé âêëàä â óâå-
ëè÷åíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé ìãíîâåííîé ÷àñòîòû âíîñèò ïðè-
ñóòñòâèå â ñèãíàëàõ ãàðìîíèê îñíîâíîé ÷àñòîòû. Âëèÿíèå äðóãèõ ðàññìîò-
ðåííûõ ôàêòîðîâ ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîöåííûì. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïðè ñî-
âìåñòíîì âëèÿíèè ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíûõ ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé ìãíîâåííîé ÷àñòîòû ìîæåò äîñòèãàòü î÷åíü áîëü-
øèõ çíà÷åíèé, åå ñðåäíåå çíà÷åíèå íà äîñòàòî÷íî äëèííîé ðåàëèçàöèè ñèã-
íàëà îïðåäåëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè áåç îøèáêè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ óñïåõîì èñïîëü-
çîâàòü äàííûé ìåòîä âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.
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