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Ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îòñ÷åòíûõ ôóíêöèé, êîãäà ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë
è åãî ïðîèçâîäíûå ïîäâåðãàþòñÿ ðàâíîìåðíîé äèñêðåòèçàöèè. Ðàññìîòðåíû
âûðàæåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè îøèáêè ðåêîíñòðóêöèè òàêîãî ñèãíàëà íà ëþáîé
÷àñòîòå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé.

Ââåäåíèå. Îáû÷íî äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðò-
íîå ðàçëîæåíèå ( N íå÷åòíî)
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Åñëè ïðîèçâåñòè ïîäñòàíîâêó (2) â (1) è ñìåíèòü ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ,
òî ñîîòíîøåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä òåîðåìû îòñ÷åòîâ äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî
ñèãíàëà
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* Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(ãðàíò ¹ 03-01-00913) è Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ (ïðîãðàììà ¹ 2.13/2005).



Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åíû èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëû äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
ñèãíàëà ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì ïî ñîâîêóïíîñòè ðàâíîìåðíî ñëåäóþùèõ
îòñ÷åòîâ ñèãíàëà è îòñ÷åòîâ åãî ïðîèçâîäíûõ. (Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ýòà æå
ñõåìà ðåêîíñòðóêöèè ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà.) Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ îòñ÷åòíûõ ôóíêöèé è ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè îøèáêè
ðåêîíñòðóêöèè íà ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòîòàõ.

Îòñ÷åòíûå ôóíêöèè è ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìó-
ëû. Îòñ÷åòíûå ôóíêöèè äëÿ ðàâíîìåðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ïå-
ðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà è çíà÷åíèé åãî ïðîèçâîäíûõ âûòåêàþò èç ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ òàêîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèãíàëà ñ îãðàíè÷åí-
íûì ñïåêòðîì [1] ïðè èñïîëüçîâàíèè èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé
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1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà äëÿ ðåêîíñòðóêöèè ñèãíàëà èñïîëü-

çóþòñÿ òîëüêî åãî îòñ÷åòû{ ( )}, , ,( )f n n N0 0 1 � 
 íà ïåðèîäå N.Â ñèëó òîãî

÷òî
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êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà îòñ÷åòîâ
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î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:
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Èñïîëüçóÿ äàëåå ñîîòíîøåíèå (5) äëÿ íå÷åòíûõ çíà÷åíèé N, à ñîîòíîøåíèå
(4) äëÿ ÷åòíûõ N ïðè r �1,ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì èíòåð-
ïîëÿöèîííûå ôîðìóëó (3) è ôîðìóëó
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Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (3) è (9), õîòÿ è òî÷íî îïèñûâàþò íà ÷àñ-

òîòàõ 2�

N
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(1) ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë ïîñðåäñòâîì åãî îòñ÷åòîâ, îêàçûâàþòñÿ

ìàëî ïðèãîäíûìè äëÿ åãî ðåêîíñòðóêöèè íà èíûõ ÷àñòîòàõ. Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî óñëîâèå (6) äåëàåò ñèãíàë ðàçðûâíûì. Ñòàíäàðò-
íûì ïðèåìîì â òàêîé ñèòóàöèè, ñíèæàþùèì ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè,
ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êîñèíóñíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Îòñ÷åòíûå
ôóíêöèè äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ìîãóò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíû èç ñîîòíîøåíèÿ (3)
èëè (9) ïîñëå óäâîåíèÿ ÷èñëà N, ñäâèãà âïðàâî íà ïîëîâèíó èíòåðâàëà äèñê-
ðåòèçàöèè è èñïîëüçîâàíèÿ óñëîâèÿ ÷åòíîñòè
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Åñëè âûïîëíèòü ýòè âû÷èñëåíèÿ, òî äëÿ êîñèíóñíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òåîðå-
ìà îòñ÷åòîâ ïðèíèìàåò âèä
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2. Äëÿ ðàâíîìåðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îòñ÷åòîâ ñèãíàëà è åãî ïåðâîé

ïðîèçâîäíîé, êîãäà ñïåêòð ñèãíàëà îãðàíè÷åí ÷àñòîòîé
�


è èíòåðâàë ìåæäó

ïàðàìè îòñ÷åòîâ ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó 2 , òåîðåìà îòñ÷åòîâ âûãëÿäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì [1]:
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Åñëè ñèãíàë ïåðèîäè÷åñêèé è åãî ïåðèîä ñîñòàâëÿåò N2 ,òî èç ðàâåíñòâ
(4) è (12) ñëåäóåò, ÷òî íåçàâèñèìî îò ÷åòíîñòè èëè íå÷åòíîñòè ÷èñëà N òåîðå-
ìà îòñ÷åòîâ (12) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè N� � ñîîòíîøåíèå (13) ïåðåõîäèò â ñîîòíî-
øåíèå (12), òàê êàê
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Êîýôôèöèåíòû ñòàíäàðòíîãî êîñèíóñíîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ôîðìóëû (15)
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ÷åðåç ñèíóñíî-êîñèíóñíûå êîýôôèöèåíòû èç (14)
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Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî
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3. Ïóñòü çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðîåê îòñ÷åòîâ ñèãíàëà
è åãî äâóõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ, ñëåäóþùèõ ÷åðåç èíòåðâàë 3. Òîãäà, êàê

ñëåäóåò èç [1], òåîðåìà îòñ÷åòîâ äëÿ ñèãíàëà ñ îãðàíè÷åííûì ÷àñòîòîé
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ñïåêòðîì ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [2]:
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Òåîðåìà (18) ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé òåîðåìå îòñ÷åòîâ ïðè óòðîåííîé ÷à-
ñòîòå äèñêðåòèçàöèè, òàê ÷òî îáùåå ÷èñëî îòñ÷åòîâ â åäèíèöó âðåìåíè îñòà-
åòñÿ îäèíàêîâûì. Åñëè ñèãíàë ïåðèîäè÷åñêèé è åãî ïåðèîä êðàòåí èíòåðâàëó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðîåê îòñ÷åòîâ ñèãíàëà è äâóõ åãî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ,
ò. å. ïåðèîä ðàâåí N3 , òî
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è íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ôîðìóëó
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Ïðè íå÷åòíîì ÷èñëå N, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (5), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

f t

t n

N
N

t nn

( ) ( )

sin ( )

sin ( )

0

3

0

3
3

3
3

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�





�

�

�







N

f n

N
N

t n


� �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

 
1

0

2 2

3 1

1
3

3

2

( ) ( )

( ) sin ( )

!
 


�

�
�

�
�

� 
 �
f n N

N

f n N
t n

( ) ( )
( )

!

( )

!
sin ( ) s

1 2
3

1

3 1

2

2

3

3

2

3
3

 



 


�

�

�
in ( ) .

�

N
t n

3
3

2



�

�
�

�

�
	
�
�
�

��
(22)

Åñëè ÷èñëî N ÷åòíî, òî, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (4), áóäåì èìåòü ñëåäóþùóþ
òåîðåìó îòñ÷åòîâ:
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Ôîðìóëû (3), (9), (13), (22) è (23) ïîçâîëÿþò òî÷íî ðåêîíñòðóèðîâàòü ïå-
ðèîäè÷åñêèé ñèãíàë ïðè ðàâíîìåðíîé äèñêðåòèçàöèè ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ îòñ÷åòíûõ ôóíêöèé. Ýòè æå ñîîòíîøåíèÿ â ïðèíöèïå ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåêîíñòðóêöèè ñèãíàëà áîëåå îáùåãî âèäà.
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Äèñïåðñèÿ îøèáêè ðåêîíñòðóêöèè. Äèñïåðñèÿ îøèáêè ðåêîíñòðóê-
öèè ñèãíàëà îïðåäåëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì

�   �  2 2�

�

�

! d S f ( ) ( ),
(24)

ãäå S f ( ) – ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ðåêîíñòðóèðóåìîãî ñèãíàëà; �  2 ( )– äèñ-

ïåðñèÿ îøèáêè ðåêîíñòðóêöèè ñèãíàëà íà êîíêðåòíîé ÷àñòîòå .
Âåëè÷èíà �  2 ( ) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì îòñ÷åòíûõ

ôóíêöèé, òàê è ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ÷àñòîòíûõ ðàçëîæåíèé. Ïî-
ñëåäíåå ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì, òàê êàê îòñ÷åòíûå ôóíê-
öèè â îòëè÷èå îò ÷àñòîòíûõ íå ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè.

1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà, ÷åìó ðàâíà äèñïåðñèÿ îøèáêè ðåêîíñòðóêöèè
ñèãíàëà ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû (3). Â ýòîì ñëó÷àå
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Èç ðèñ. 1 ñëåäóåò, ÷òî ðàçëîæåíèå ñèãíàëà (3) íåóäîâëåòâîðèòåëüíî îïè-

ñûâàåò ñèãíàë, ñîäåðæàùèé ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòîòû. Íà ÷àñòîòàõ  �� 2

N
k

( ( ) )1 1 2" " 
k N äèñïåðñèÿ îøèáêè ðàâíà íóëþ.
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Ïðè êîñèíóñíîì ðàçëîæåíèè, îòñ÷åòíûå ôóíêöèè äëÿ êîòîðîãî îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (11), ÷àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè
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ãè÷íûõ ïðåäûäóùèì, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ äèñïåðñèè îøèáêè:
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Ðèñ. 1. Äèñïåðñèÿ îøèáêè ðåêîíñòðóêöèè ñèãíàëà ôîðìóëîé (3) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

÷èñëà îòñ÷åòîâ íà ïåðèîäå ñèãíàëà
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Äèñïåðñèÿ îøèáêè �  2 ( ) óæå íå èìååò â ýòîì ñëó÷àå êîëåáàòåëüíîãî õà-

ðàêòåðà, à âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû. Ñîîòíîøåíèå (11) óäîâëåòâî-
ðèòåëüíî âîñïðîèçâîäèò ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòîòû ñèãíàëà (ðèñ. 2).

2. Ïóñòü çàäàíû ïàðû çíà÷åíèé ñèãíàëà è åãî ïðîèçâîäíîé â àáñöèññàõ
n n N2 0 1 ( , ),� 
 à ñèãíàë ðåêîíñòðóèðóåòñÿ ôîðìóëîé (13). Â ýòîì ñëó÷àå,

èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíîå ÷àñòîòíîå ðàçëîæåíèå ñèãíàëà, â êîòîðîì êîíñòàíòû
ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (14), ãäå f n i n( ) ( ) ,0 22 � 
e  à çíà-

÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé f n i i n( ) ( ) ,1 22 � 
 
  e ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó

äëÿ äèñïåðñèè îøèáêè ðåêîíñòðóêöèè (ðèñ. 3):
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0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

16 0 0,00018 0,00074 0,00178 0,0034 0,006 0,0106 0,0196 0,0393 0,0949 0,949

32 0 0,00009 0,00036 0,00088 0,0017 0,003 0,0053 0,0094 0,0182 0,0498 0,970

64 0 0,00004 0,00018 0,00044 0,0008 0,0015 0,0027 0,0047 0,0091 0,0233 0,983

Ðèñ. 2. Äèñïåðñèÿ îøèáêè ðåêîíñòðóêöèè ñèãíàëà ôîðìóëîé (11) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

÷èñëà îòñ÷åòîâ íà ïåðèîäå ñèãíàëà
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Çàêëþ÷åíèå. Èç ñîîòíîøåíèé (26) è (30) (ñì. ðèñ.1 è 3) ñëåäóåò, ÷òî â îá-

ëàñòè ÷àñòîò | | �#


ðåêîíñòðóêöèÿ ñèãíàëà ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðïîëÿöè-

îííûõ ôîðìóë (3) è (13) äàåò ïðàêòè÷åñêè îäèí è òîò æå íåóäîâëåòâîðèòåëü-
íûé ðåçóëüòàò èç-çà ÿâëåíèé Ãèááñà, ïîýòîìó íåîáõîäèìà ïåðåäèñêðåòèçà-
öèÿ. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N íà ÷àñòîòàõ âûøå ÷àñòîòû Íàéêâèñòà ïî
òî÷íîñòè ðåêîíñòðóêöèè ôîðìóëà (13) ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå (12), à ôîðìó-
ëà (3) – ñòàíäàðòíîé òåîðåìå îòñ÷åòîâ (7) (ñì. [2]).

Òåîðåìà îòñ÷åòîâ (11) óäîâëåòâîðèòåëüíî âîñïðîèçâîäèò ÷àñòîòû ïðè

| | , �#


à íà áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé òåîðåìå îò-

ñ÷åòîâ äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà (7). Ïî-âèäèìîìó, ïðè ïåðåäèñêðåòè-
çàöèè åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÊÈÕ-ôèëüòðà ïî ìåòîäèêå, èç-
ëîæåííîé â [3].
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Ðèñ. 3. Äèñïåðñèÿ îøèáêè ðåêîíñòðóêöèè ñèãíàëà ôîðìóëîé (13) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

÷èñëà îòñ÷åòîâ íà ïåðèîäå ñèãíàëà
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