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Íà îñíîâå êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äàíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè âîññòà-
íîâëåíèÿ ñèãíàëà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ïî åãî ïåðèîäè÷åñêè
íåðàâíîìåðíûì îòñ÷åòàì â ïðèñóòñòâèè íåêîððåëèðîâàííûõ àääèòèâíûõ àìï-
ëèòóäíûõ øóìîâ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ
øóìà â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè íåðàâíîìåðíîñòè îòñ÷åòîâ ïðè âîññòàíîâëå-
íèè ñèãíàëà ìåòîäîì ôèëüòðàöèè è ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â óñëîâèÿõ
ïåðåäèñêðåòèçàöèè.

Ââåäåíèå. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, ñâÿçàí-
íûõ ñ âîïðîñàìè òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà ïî íå-
ðàâíîìåðíûì îòñ÷åòàì [1, 2].

Â ðàáîòå [2] ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíî, ÷òî
ïåðåäèñêðåòèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì óìåíüøåíèÿ øóìà äëÿ ïðî-
öåäóð âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ïî íå-
ðàâíîìåðíûì îòñ÷åòàì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) è ìåòîäîì
ðàçáèåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñõîäíûõ íåðàâíîìåðíûõ îòñ÷åòîâ íà
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîñëåäóþùèì âîññòàíîâëåíèåì ñèãíàëà ïî ýòèì
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì è óñðåäíåíèåì ðåçóëüòàòîâ. Áûëè ïîëó÷åíû îöåí-
êè êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ øóìà äëÿ ýòèõ äâóõ ñïîñîáîâ âîññòàíîâëåíèÿ
ñèãíàëà. Ïîä êîýôôèöèåíòîì óñèëåíèÿ øóìà ïîäðàçóìåâàëîñü îòíîøåíèå
ñðåäíåé äèñïåðñèè ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåííûõ îòñ÷åòîâ ê äèñïåðñèè
øóìà èñõîäíûõ îòñ÷åòîâ.

Âîçìîæåí åùå îäèí ìåòîä èñïîëüçîâàíèÿ ïåðåäèñêðåòèçàöèè, êîòîðûé
çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè ñèãíàëà ïî âñåé ñîâîêóïíîñòè íåðàâíîìåð-
íûõ îòñ÷åòîâ ñ ïðèìåíåíèåì âåñîâûõ ôóíêöèé è åãî ïîñëåäóþùåé ôèëüòðà-
öèè ñ ïîìîùüþ èäåàëüíîãî ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò. Â îòëè÷èå îò ÌÍÊ òàêîé
ìåòîä íå òðåáóåò îáðàùåíèÿ ìàòðèö âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ
ñóùåñòâåííûì ïðè ðàáîòå ñ áîëüøèìè ìàññèâàìè äàííûõ. Èçìåíåíèå øóìà
ïðè òàêîé ïðîöåäóðå âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà è ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì äàííîãî
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* Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(ãðàíò ¹ 03-01-00913) è Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ (ïðîãðàììà 2.13/2005).



èññëåäîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ýòîãî ìåòîäà è
åãî ñðàâíåíèå ñ âûøåóïîìÿíóòûìè. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ñèñòåìû MatLab.

Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà è èñõîäíûå äîïóùåíèÿ. Ñóòü ýòîãî
ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåïðåðûâíûé ñèãíàë f t( ) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
ñòåïåíåé ñâîáîäû âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî âñåé ñîâîêóïíîñòè M íåðàâíîìåð-
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Îáû÷íî (äëÿ óïðîùåíèÿ) âîññòàíàâëèâàþòñÿ òîëüêî îòñ÷åòû â ðàâíîìåðíûå
ìîìåíòû âðåìåíè t m� � (çäåñü � – ñðåäíåå çíà÷åíèå èíòåðâàëà äèñêðåòè-
çàöèè; m M�1,... , ). Äàëåå ñèãíàë f t( ) íàõîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì è
åãî îáðàáîòêà îñóùåñòâëÿåòñÿ èäåàëüíûì ôèëüòðîì íèæíèõ ÷àñòîò.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà ïðåîáðàçîâàíèÿ çíà÷åíèé îòñ÷å-
òîâ f t f mr( ) ( )� � ñîãëàñíî ôîðìóëå (1) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé [3, 4]. Îäíàêî ïî-
ëó÷åíèå îòñ÷åòîâ ñèãíàëà âñåãäà ñîïðîâîæäàåòñÿ íàëîæåíèåì øóìà, îáóñ-
ëîâëåííîãî ïîãðåøíîñòüþ çàäàíèÿ èñõîäíûõ îòñ÷åòîâ. Êàê ïðàâèëî, øóì
êàæäîãî îòñ÷åòà – ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (íåçàâèñèìàÿ îò øóìà äðóãèõ îòñ÷å-
òîâ). Â ðåçóëüòàòå ïðè âîññòàíîâëåíèè íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà ïðîèñõîäèò è
âîññòàíîâëåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, îòñ÷åòû êîòîðîãî â ìîìåíòû âûáîðêè
ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû øóìà.

Åñëè äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èñïîëüçîâàòü çàøóìëåííûå îòñ÷åòû â ðàâíî-
ìåðíûõ òî÷êàõ, òî äèñïåðñèÿ âîññòàíîâëåííîãî íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà âî
âñåõ òî÷êàõ (â òîì ÷èñëå è â íåðàâíîìåðíûõ) áóäåò îäíîé è òîé æå. Ñëåäóåò
ïîä÷åðêíóòü ðàçíèöó â ðåçóëüòàòàõ âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà ïðè ðàâíîìåð-
íîé è íåðàâíîìåðíîé äèñêðåòèçàöèè. Õàðàêòåðèñòèêè íåïðåðûâíûõ ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ, âîññòàíîâëåííûõ ïî ðàâíîìåðíûì è íåðàâíîìåðíûì çàøóì-
ëåííûì îòñ÷åòàì, áóäóò ðàçíûìè ïðè îäíèõ è òåõ æå ïàðàìåòðàõ øóìà. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå çíà÷åíèé îòñ÷åòîâ ñèãíàëà èç íåðàâíîìåðíûõ
ïîçèöèé â ðàâíîìåðíûå, f t f mr( ) ( ),� � è íàîáîðîò, f m f tr( ) ( ),� � ñ òî÷-
êè çðåíèÿ âëèÿíèÿ øóìîâ íå èíâàðèàíòíî. Ýòî ìîæíî óâèäåòü è èç ôîðìóëû
(2), òàê êàê âåñîâûå ôóíêöèè w t tr r( )� ïðè ñáëèæåíèè òî÷åê îòñ÷åòîâ tr è tk

ñòàíîâÿòñÿ áîëüøèìè è íåçíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå (øóì) çíà÷åíèé îòñ÷åòîâ
f tr( )è f tk( )ïðèâîäèò ê áîëüøèì èçìåíåíèÿì â âîññòàíîâëåííîì ñèãíàëå.

Äàëåå àíàëèç ïðîâîäèëñÿ ïðè òåõ æå äîïóùåíèÿõ, ÷òî è â ðàáîòå [2]. Ìî-
ìåíòû íåðàâíîìåðíûõ îòñ÷åòîâ çàäàâàëèñü ïóòåì ñëó÷àéíîãî ðàâíîìåðíî
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ðàñïðåäåëåííîãî íåêîððåëèðîâàííîãî ñìåùåíèÿ (ìèãðàöèè) îòñ÷åòîâ îò
ðàâíîìåðíûõ ïîçèöèé:

t r r Mr r� � � �� � , , ... , .0 1 (3)

Ñìåùåíèå îòñ÷åòà tr îò ðàâíîìåðíîãî ïîëîæåíèÿ îïèñûâàëîñü âûðàæåíèåì
� r � ��( , ) ,rand 0 5 � ãäå rand – ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà â èíòåðâàëå [0; 1]; ìíîæè-
òåëü � õàðàêòåðèçîâàë ðàçìàõ îòêëîíåíèÿ (ïàðàìåòð íåðàâíîìåðíîñòè) îò-
ñ÷åòîâ. Òàê êàê ïîëó÷àåìîå çíà÷åíèå ñìåùåíèÿ ñëó÷àéíî, òî îñóùåñòâëÿ-
ëîñü óñðåäíåíèå ïî äåñÿòè ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîãî íàáîðà îòñ÷åòîâ ïðè
ôèêñèðîâàííîì �.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå � ïðèíèìàëîñü ðàâíûì 0,9, ïîñêîëüêó ïðè � �1
ðàññòîÿíèå ìåæäó íåêîòîðûìè íåðàâíîìåðíûìè îòñ÷åòàìè ìîæåò ñòàòü áåñ-
êîíå÷íî ìàëûì è ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïðè ýòîì – áåñêîíå÷íî áîëü-
øîé. Ïðè � � 1 âîçìîæíî ñîâïàäåíèå ãåíåðèðóåìûõ ìîìåíòîâ îòñ÷åòà, íî
åñëè êîíòðîëèðîâàòü ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó îòñ÷åòàìè è èñêëþ-
÷àòü ïîäîáíûå ñèòóàöèè, òî ìîæíî îöåíèòü îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ è äëÿ
áîëüøèõ� íåðàâíîìåðíîñòåé.

Çíà÷åíèÿ ñèãíàëà f tr( ) çàäàíû â M íåðàâíîìåðíûõ òî÷êàõ â ïðèñóòñòâèè
àìïëèòóäíîãî øóìà �( ).tr Ýòîò øóì ïðåäïîëàãàëñÿ àääèòèâíûì è íåêîððå-

ëèðîâàííûì, åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå (ïî ðåàëèçàöèÿì) â êàæäîé òî÷êå �( ) ,tr � 0
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2 ïîñòîÿííà è íå çàâèñèò îò r. Ñïåêòð âõîäíîãî

ñèãíàëà íåèçâåñòåí. Èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî ñèãíàë èìååò N ñòåïåíåé ñâîáîäû
( ,M N p� � ãäå p � 1– êîýôôèöèåíò ïåðåäèñêðåòèçàöèè).

Ïðåäñòàâèì ñèãíàë ñ øóìîì â âèäå f t f t t( ) ( ) ( ).� �0 � Âîññòàíîâëåííûå
ñîãëàñíî (1) îòñ÷åòû ñèãíàëà ñ øóìîì áóäóò èìåòü âèä
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Ôèëüòðàöèþ âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà ñ øóìîì ïðîâåäåì ñ ïîìîùüþ èäå-
àëüíîãî ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò, ïðîïóñêàþùåãî ïîëåçíûé ñèãíàë áåç èñêà-
æåíèé:
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(Ñèìâîë «~» çäåñü è äàëåå îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå îïåðàöèè ôèëüòðàöèè.)
Òàêèì îáðàçîì, ïðè âîññòàíîâëåíèè ñèãíàëà ïî ïåðåäèñêðåòèçèðî-

âàííûì îòñ÷åòàì âî âðåìåííîé îáëàñòè äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ôèëüòðàöèþ
âåñîâûõ ôóíêöèé w t tr r( ),� êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè (ïåðèîä
T M� �).

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ñèãíàëà â ðàâíîìåð-
íûõ òî÷êàõ ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ôèëüòðàöèè øóìà îòäåëüíî, òàê êàê ëè-
íåéíîñòü ñîîòíîøåíèÿ (5) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ýòî:
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âðåìåííîé îáëàñòè, â ÷àñòîòíóþ îáëàñòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãàðìîíèêè ñïåê-
òðîâ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé
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ãäå S k� ( ) è S kwr ( ) – àìïëèòóäû k-õ ãàðìîíèê ñïåêòðà âîññòàíîâëåííîãî â
ðàâíîìåðíûõ òî÷êàõ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà �( )t è ñïåêòðà r-é âåñîâîé ôóíê-
öèè ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî íåêîððåëèðîâàí-
íîãî øóìà ñ íóëåâûì ñðåäíèì îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
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Ôèëüòðàöèÿ âîññòàíîâëåííîãî ñèãíàëà ñ ïîìîùüþ èäåàëüíîãî ôèëüòðà íèæ-
íèõ ÷àñòîò óáèðàåò âûñîêî÷àñòîòíûå ñîñòàâëÿþùèå âîññòàíîâëåííîãî øó-
ìà, íå èçìåíÿÿ ïàðàìåòðîâ ñèãíàëà è íèçêî÷àñòîòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ øóìà.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïî-
ãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíû-
ìè ïëîòíîñòÿìè âåñîâûõ âîññòàíàâëèâàþùèõ ôóíêöèé, ò. å. õàðàêòåðîì è
ñòåïåíüþ íåðàâíîìåðíîñòè èñõîäíûõ îòñ÷åòîâ.

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè øóì
�( )tr â êàæäîé èç èñõîäíûõ òî÷åê îòñ÷åòîâ çàäàâàëñÿ â âèäå ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå [–1; +1]. Ïðè ìàëûõ îòêëîíå-
íèÿõ ìîìåíòîâ îòñ÷åòîâ îò ðàâíîìåðíûõ ïîëîæåíèé ( )� �� 1 óñðåäíåííàÿ ïî
ìíîæåñòâó ðåàëèçàöèé ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü âîññòàíîâëåííîãî ñëó÷àé-
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íîãî ïðîöåññà (øóìà) ðàâíîìåðíà. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì
çàäàííîé íåðàâíîìåðíîñòè âîçðàñòàþò êàê âûñîêî÷àñòîòíûå, òàê è íèçêî÷à-
ñòîòíûå ñîñòàâëÿþùèå øóìà (õîòÿ ïîñëåäíèå â ìåíüøåé ñòåïåíè). Íà ðèñ. 1
ïîêàçàíà óñðåäíåííàÿ ïî äåñÿòè ñëó÷àéíûì íåðàâíîìåðíîñòÿì îòñ÷åòîâ
ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü âîññòàíîâëåííîãî â ðàâíîìåðíûå ìîìåíòû âðåìåíè
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïðè � � 0,9 (äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ íåðàâíîìåðíîñòè
ïðîâîäèëîñü òàêæå óñðåäíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïî ìíîæåñòâó ðåàëèçàöèé �( )).tr

Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü øóìà â èñõîäíûõ íåðàâíîìåðíûõ òî÷êàõ îòñ÷åòîâ
ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé åäèíèöå. Îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ñèã-
íàë çàðàíåå íåèçâåñòåí, äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé ÷àñòî ïîëåçíî õîòÿ áû ïðè-
áëèçèòåëüíî îöåíèòü, êàê íåðàâíîìåðíîñòü îòñ÷åòîâ ïîâëèÿåò íà ïîãðåø-
íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ, ñâÿçàííóþ ñ øóìîì èñõîäíûõ îòñ÷åòîâ. Òàêèå ðåçóëü-
òàòû ïðèâåäåíû â [2].

Ðèñ. 2 èëëþñòðèðóåò ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà ôèëüòðàöèè è
ÌÍÊ ïðè íàëè÷èè ïåðåäèñêðåòèçàöèè.

Ïîäâåäåì èòîãè íàøåãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
êàê ñëåäóåò èç åãî íàçâàíèÿ, îïòèìàëåí â ñìûñëå âîññòàíîâëåíèÿ íèçêî÷àñ-
òîòíîãî ñèãíàëà, îáåñïå÷èâàþùåãî ìèíèìóì ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé
îò èñõîäíûõ ïåðåäèñêðåòèçèðîâàííûõ îòñ÷åòîâ. Âèäíî, ÷òî ýòîò ìåòîä íàè-
áîëåå ýôôåêòèâíî èñïîëüçóåò èçáûòî÷íûå îòñ÷åòû äëÿ óìåíüøåíèÿ âëèÿíèÿ
íåðàâíîìåðíîñòè äèñêðåòèçàöèè è ñëó÷àéíîãî øóìà, íàëîæåííîãî íà âîñ-
ñòàíàâëèâàåìûé ñèãíàë.

Ñðàâíèòåëüíî âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðàññìîòðåííîãî â [2] ìåòîäà ðàç-
áèåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñõîäíûõ îòñ÷åòîâ íà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îáúÿñíÿåòñÿ óìåíüøåíèåì îòíîñèòåëüíîé íåðàâíîìåðíîñòè îòñ÷åòîâ ïðè
òàêîì ðàçáèåíèè è óñðåäíåíèåì ðåçóëüòàòîâ âîññòàíîâëåíèÿ, ïîýòîìó ñðåä-
íÿÿ äèñïåðñèÿ øóìà çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåòñÿ. Îäíàêî åãî èñïîëüçîâàíèå
ïðè íåöåëûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà ïåðåäèñêðåòèçàöèè p çàòðóäíèòåëüíî.
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Ðèñ. 1. Ïðèìåð ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè âîññòàíîâëåííîãî â ðàâíîìåðíûå ìîìåíòû âðåìåíè

ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (äëÿ � � 0,9)



Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ôèëüòðàöèè ïðè íå î÷åíü áîëüøîé ñòåïåíè íåðàâ-
íîìåðíîñòè îòñ÷åòîâ �� � 0,5) îïðàâäàíî, òàê êàê ñðåäíÿÿ äèñïåðñèÿ ïî-
ãðåøíîñòè âîññòàíîâëåííûõ îòñ÷åòîâ, ñâÿçàííàÿ ñ øóìîì èñõîäíûõ, óìåíü-
øàåòñÿ ïî÷òè â p ðàç. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îêàçûâàåòñÿ çàìåòíî ýô-
ôåêòèâíåå îñîáåííî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ �. Îäíàêî ìåòîä ôèëüòðàöèè
òðåáóåò ìåíüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, ÷åì ÌÍÊ, è ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàí ïðè îáðàáîòêå áîëüøèõ ìàññèâîâ äàííûõ.
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