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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèîíèðîâàíèå ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì
(ÂÑ) â ðåæèìå îáðàáîòêè íàáîðà ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷ ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåò-
ðàìè. Ïðåäëàãàþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû íàçíà÷åíèÿ çàäà÷ íàáîðà íà
ýëåìåíòàðíûå ìàøèíû ÂÑ, ìèíèìèçèðóþùèå âðåìÿ èëè øòðàô çà çàäåðæêó èõ
ðåøåíèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîäòâåðæäàþùèå, ÷òî ïîëó-
÷åííûå àëãîðèòìû îáåñïå÷èâàþò, ïî êðàéíåé ìåðå, ñóáìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
öåëåâûõ ôóíêöèé.

Ââåäåíèå. Àðõèòåêòóðà ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì (ÂÑ)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ ìàøèí (ÝÌ)
èëè ïðîöåññîðîâ è ñåòè ñâÿçåé ìåæäó íèìè [1, 2]. ×èñëî ïðîöåññîðîâ â òàêèõ
ÂÑ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, íàïðèìåð â ñèñòåìå IBM Blue Gene îíî
äîñòèãàåò 106.

Îäíèì èç ðåæèìîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ ÂÑ ÿâëÿåòñÿ
ðåæèì îáñëóæèâàíèÿ ïîòîêîâ çàäà÷, ïðåäñòàâëåííûõ ïàðàëëåëüíûìè ïðî-
ãðàììàìè ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè (÷èñëîì âåòâåé è âðåìåíåì ðåøå-
íèÿ). Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ íà êàæäîé ÝÌ îáðà-
çóåòñÿ êîíå÷íàÿ î÷åðåäü çàäà÷, ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â
ðàñïðåäåëåíèè èõ íàáîðà. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü òàêîé çàäà÷è íå ïî-
çâîëÿåò èñïîëüçîâàòü òî÷íûå àëãîðèòìû [3, 4]. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü
ïðèìåíåíû ýâðèñòè÷åñêèå è ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû [2, 5]. Íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü áîëüøèíñòâî çàäà÷ äîïóñêàåò èçìåíåíèå îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïàðà-
ìåòðîâ â íåêîòîðûõ äèàïàçîíàõ, íàïðèìåð èçìåíåíèå ÷èñëà ïàðàëëåëüíûõ
âåòâåé â ïðîãðàììå. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ àëãîðèòìû,
ïîçâîëÿþùèå ýôôåêòèâíî ðàñïðåäåëÿòü ïî ÝÌ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû
òàêèå çàäà÷è.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èìååòñÿ ÂÑ J J J Jn�{ , , ... , },1 2 ñîñòîÿùàÿ èç n ýëå-
ìåíòàðíûõ ìàøèí, à òàêæå êîíå÷íûé íàáîð I I I IL�{ , , ... , }1 2 çàäà÷, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåìåííûì ðàíãîì ri (÷èñëîì ïàðàëëåëüíûõ
âåòâåé â ïðîãðàììå), r r ri i i

� �� � , âðåìåíåì ðåøåíèÿ t t ri i i� ( ), øòðàôîì â

åäèíèöó âðåìåíè çà çàäåðæêó ðåøåíèÿ c i Li � �0 1, , ... , . Â áîëüøèíñòâå ñëó-
÷àåâ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ïàðàëëåëüíûõ âåòâåé â ïðîãðàììå âðåìÿ åå âû-
ïîëíåíèÿ óìåíüøàåòñÿ, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî t ri i( ) – íå-
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âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Òðåáóåòñÿ ðàñïðåäåëèòü çàäà÷è ïî ÝÌ âû÷èñëè-
òåëüíîé ñèñòåìû òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ëèáî âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
íàáîðà, ëèáî øòðàô çà çàäåðæêó èõ ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ çàäà÷
íàáîðà ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè. Êàæäóþ çàäà÷ó Ii áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â

âèäå ñîâîêóïíîñòè ïàðàëëåëüíûõ âåòâåé I Ii i
k

k

ri

�
�

.
1

� Ïðèìåì ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ: �ti – âðåìÿ íà÷àëà ðåøåíèÿ çàäà÷è Ii , Ji
k – ýëåìåíòàðíàÿ ìàøèíà

äëÿ âûïîëíåíèÿ âåòâè Ii
k çàäà÷è Ii.

Äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âðåìåíè ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè âåêòîð

� � ( � ,... , � , , ... , , , ... , , ... , , .t t J J J J JL
r r

L1 1
1

1 2
1

2

11 2 .. , ),J
L

rL

ìèíèìèçèðóþùèé

T t t
i L

i i� � �
�
max ( � ) min

, ...,1 �

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
1) 	 
 �i j i j L, , ,... , ,1 âåðíî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ

óñëîâèé:

à) [� , � ] [� , � ] ,t t t t t ti i i j j j� � � ��

á) 	 � � 
k r k r J Ji j i

k

j

k
1 21 1 1 2, ... , , , ... , , ;

2) 	 � 	 
 � 
i L k k k k r J Ji i

k

i

k1 11 2 1 2
1 2, ... , , , , , ... , , ;

3) 	 � � i L k r J Ji i
k1 1,... , , , ... , , ;

4) 	 � � i L t ti1 0,... , , � , � .R

Îãðàíè÷åíèÿ 1 çàïðåùàþò îäíîâðåìåííîå ðåøåíèå äâóõ è áîëåå çàäà÷ íà
îäíîé ýëåìåíòàðíîé ìàøèíå, îãðàíè÷åíèÿ 2 îáåñïå÷èâàþò ðåàëèçàöèþ ðàç-
íûõ âåòâåé êàæäîé çàäà÷è íà ðàçíûõ ÝÌ.

Äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè øòðàôà çà çàäåðæêó ðåøåíèÿ íàáîðà çàäà÷
íåîáõîäèìî â ïðèâåäåííîé âûøå ìîäåëè çàìåíèòü êðèòåðèé îïòèìèçàöèè
ôóíêöèåé

F t ci

i

L

i� �
�
� � min.

1
�

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü èìååòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà èç ïÿòè ÝÌ
è íàáîð èç âîñüìè çàäà÷ ñ ðàíãàìè ri { , , , , , , , }2 1 2 2 1 2 2 3 è âðåìåíåì ðåøåíèÿ
t i { , , , , , , , },10 15 20 10 7 2 5 3 i �1 8,... , . Â êà÷åñòâå âåêòîðà ðåøåíèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî îãðàíè÷åíèÿì 1–4 è îáåñïå÷èâàþùåãî ìèíèìóì T, ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü âåêòîð

� � ( , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,0 0 0 10 15 20 20 22 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5, ).

Îïòèìàëüíûì âðåìåíåì ðåøåíèÿ áóäåò T �25.
Äàëåå ìîäåðíèçèðóåì ïðèâåäåííóþ ìîäåëü äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäà÷ íà-

áîðà ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå ri ,
i L�1,... , , – ðàíã ðàñïðåäåëÿåìûõ çàäà÷.
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Íåîáõîäèìî íàéòè âåêòîð

� �
�

( � , ... , � , , ... , , , ... , , , ... ,t t r r J J J JL L
r r

1 1 1
1

1 2
1

2
1 2 1� �

, ... , , ... , ),J JL L

rL

ìèíèìèçèðóþùèé

T t t r
i L

i i i� � �
�
max ( � ( )) min

, ...,1 �

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
5) 	 
 �i j i j L, , , ... , ,1 âåðíî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ

óñëîâèé:

à) [� , � ( )] [� , � ( )] ,t t t r t t t ri i i i j j j j� � � � �

á) 	 � � 
 � 
� �k r k r J J J Ji j i

k

j

k

i

k

j

k
1 21 1 01 2 1, ... , , , ... , , ( , ) ( 2 );

6) 	 � 	 
 � 
 ��i L k k k k r J J Ji i

k

i

k1 1 01 2 1 2
1 2, ... , , , , , ... , , ( , ) (

i

k

i

kJ1 2
 );

7) 	 � �
�

�

�i L J r
k

r

i
k

i

i

1
1

, ... , , ( ) ;sign

8) 	 � � � � � � � �i L r r r r r ri i i i i i1,... , , , , , ;Z

9) 	 � �  �i L k n J Ji
k1 1 0,... , , , ... , , { };

10) 	 � � i L t ti i1 0,... , , � , � .R

Â äàííîé ìîäåëè îãðàíè÷åíèÿ 7 è 8 îáåñïå÷èâàþò ðåøåíèå çàäà÷è íà íå-
îáõîäèìîì êîëè÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ ìàøèí.

Äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè øòðàôà çà çàäåðæêó ðåøåíèÿ íóæíî â ïðèâå-
äåííîé âûøå ìîäåëè çàìåíèòü êðèòåðèé îïòèìèçàöèè ôóíêöèåé

F t ci

i

L

i� �
�
� � min.

1
�

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü èìååòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà èç ïÿòè ÝÌ
è íàáîð èç òðåõ çàäà÷ ñ ðàíãàìè ri

� { , , },1 2 3 ri
� { , , }3 4 3 è âðåìåíåì ðåøåíèÿ

t ri i
i i ir r r

( ) , , ,
�
�
�

�
�
�

12 8 6
i �1 2 3, , . Â êà÷åñòâå âåêòîðà ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî

îãðàíè÷åíèÿì 5–10 è îáåñïå÷èâàþùåãî ìèíèìóì T, ìîæíî ðàññìîòðåòü
âåêòîð

� � ( , , , , , , , , , , , , , ).0 0 4 3 2 3 1 2 3 4 5 1 2 3

Îïòèìàëüíûì âðåìåíåì ðåøåíèÿ áóäåò T � 6.
Ïðåäëàãàåìûå àëãîðèòìû ïðåäñòàâëåíû â âèäå îïåðàòîðíûõ ñõåì, ñî-

äåðæàùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èçîáðàæàåò
äîñòàòî÷íî êðóïíóþ ãðóïïó ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþò-
ñÿ â îñíîâíîì îáîçíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ, ïðèíÿòûå â [2]: �, , , ,P S� H è ß.

�-îïåðàòîðû îñóùåñòâëÿþò ïåðåäà÷ó óïðàâëåíèÿ. Çàïèñü � j iF:� (èëè
� j

i ) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà � îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê

îïåðàòîðó Fi.
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P-îïåðàòîðû îòíîñÿòñÿ ê ëîãè÷åñêèì. Íàïðèìåð, çàïèñü P P xi : { },
P Fj� �1 , P Pk� �0 îçíà÷àåò: ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ x; åñëè
îêàæåòñÿ, ÷òî óñëîâèå âûïîëíåíî ( ),P �1 òî îñóùåñòâèòü ïåðåõîä ê îïåðàòî-
ðó Fj , à åñëè æå óñëîâèå íå âûïîëíåíî( ),P �0 òî ïåðåéòè ê ëîãè÷åñêîìó îïå-

ðàòîðó Pk . Ýòî æå ìîæåò áûòü çàïèñàíî áîëåå êîðîòêî: P
i k

j

�

� .

Îáîçíà÷åíèå ïåðåäà÷è óïðàâëåíèÿ îò îäíîãî îïåðàòîðà ê äðóãîìó, íåïî-
ñðåäñòâåííî çà íèì ñëåäóþùåìó, îïóñêàåòñÿ. Ñëåâà ââåðõó îò ñèìâîëà äàí-
íîãî îïåðàòîðà ñòàâèòñÿ íîìåð òåõ îïåðàòîðîâ, îò êîòîðûõ ïåðåäàåòñÿ óïðàâ-
ëåíèå. Íàïðèìåð, i j

kF, îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîðó Fk óïðàâëåíèå ïåðåäàåòñÿ îò

îïåðàòîðîâ ñ íîìåðàìè i èëè j.
�-îïåðàòîðû îòíîñÿòñÿ ê êëàññó îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ çíà÷åíèÿ âû-

ðàæåíèÿ ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, çàïèñü � i T T t: :� � îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âû-
ïîëíåíèè îïåðàòîðà � i ïåðåìåííîé T ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå ñóììû T t� .

S-îïåðàòîðû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ñîðòèðîâêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çàäà÷
ïî îïðåäåëåííîìó ïðèçíàêó.

H-îïåðàòîðû ïðèíàäëåæàò êëàññó îïåðàòîðîâ íàçíà÷åíèÿ. Çàïèñü H i:
I J j s s s rq j� � � � �, , , ... , ,1 2 îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè îïåðàòîðà ñ íî-
ìåðîì i (ò. å. H i ) çàäà÷à Iq íàïðàâëÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íà ìàøèíû J j , èìåþ-
ùèå íîìåðà j s s s r� � � �1 2, , ... , .

ß-îïåðàòîðû îçíà÷àþò êîíåö àëãîðèòìà.
Àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷ íàáîðà. Ðàññìîòðèì

÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ii ñîñòàâëÿåò

t ri i
i

i

s

r
( ) ,�

ãäå s si i� 0, .R Äðóãèìè ñëîâàìè, âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ii ñîêðàùàåòñÿ
ïðîïîðöèîíàëüíî óâåëè÷åíèþ åå ðàíãà. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì (äàëåå àë-
ãîðèòì I) áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ïðèíöèïàõ:

1) çàäà÷è ñ áîëüøèì âðåìåíåì ðåøåíèÿ íàçíà÷àþòñÿ íà ÝÌ ðàíüøå;
2) çàäà÷è ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó ÷èñëó ÝÌ.
Ââåäåì îïåðàòîðû:
�1 0 0 0 1 1: : , : , : , , ... , , , ... , ;T h J q L k ri

k
iq q

� � � � � �

S I I I Ii i iL2 1 2
: : { , , ... , }� ñîðòèðîâàòü I ïî óáûâàíèþ âåëè÷èíû

s

r

i

i

q

q

�
,

q L�1,... , ;
�3 0: : min , : , : ;q l r T T h

I Iil

� � � �


� 4 1: : , : , � : , : \ { }, : ;r r h t T I I I L Li i

i

i
i iq q

q

q

q q

s

r
� � � � � ��

H5 1 2: , , , ... , ;I J j r r r ri j iq q
� � � � �

�6 1: : , , ... , , : ;J J j r r r r
i

j
r j i i

q q q
� � � ��

� 7 1: : ;q q� �

P P I P8 191: { }, ;�� � � ß
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P P q l P
I Iil

9 31: max , ;��
�
�

�
�
�

� �


�

�10 : : ;r ri iq q
� �

P P r P P ri

i

iq

q

q

s

h
11 13 120: , ; : :� �

�

�
�
�

�

 
!
!

�
�
"

�"

�
�
"

�"
� � ��

s

h

iq�

�
�
�

�

 
!
!
;

P P r r n Piq13 171: { }, ;� � � � �

�14 1: � : , : \ { }, : ;t T I I I L Li iq q
� � � �

H15 1 2: , , , ... , ;I J j r r r ri j iq q
� � � � �

�16 1: : , , ... , , : ;J J j r r r r
i

j
r j i i

q q q
� � � ��

�17 18 81: : ; : ;q q P� � ��

ß19: êîíåö àëãîðèòìà.
Îïåðàòîðíàÿ ñõåìà àëãîðèòìà I èìååò âèä

� � � � � � �1 2
2 9

3 4 5 6 7
7 18

8
19

9
3

10 11 13 12

11 12

13S P P P P, , ,
H � �

�
�17

14 15 16
13 16

17 18
8

19� � �H ß8, .�

Óòâåðæäåíèå 1. Âåêòîð ðåøåíèÿ

� �
�

( � , ... , � , , ... , , , ... , , , ... ,t t r r J J J JL L
r r

1 1 1
1

1 2
1

2
1 2 1� �

, ... , , ... , ),J JL L

rL

ïîëó÷åííûé àëãîðèòìîì I, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 5–10.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñëîâèÿì 9, 10 �, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò.

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 8 â îïåðàòîðå �12 äîñòèãàåòñÿ íåðàâåíñòâîì ri

i

q

q
s

h

� �
�

�
�
�

�

 
!
!

â P11, à òàêæå îïåðàòîðàìè S 2 è �4 : ,
s

r

i

i

q

q

h
�

� ñëåäîâàòåëüíî,
s

h

i

i

q

q
r� � ;ó÷èòûâàÿ,

÷òî riq

� – öåëîå, ïîëó÷èì
s

h

i

i

q

q
r

�

�
�
�

�

 
!
!
� � .

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ �6 èëè �16 	iq â òî÷íîñòè riq
ïåðåìåííûõ J

i

j

q
áóäóò

ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó 7 âûïîëíåíî. Èñòèííîñòü 6 òàêæå îáåñïå÷èâàåòñÿ
�6 èëè �16.

Äîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 5.
Ïóñòü #i iq p, òàêèå, ÷òî íåâåðíî «à»:

� , � � , �t t t ti i

i

i

i i

i

i
q q

q

q

p p

p

p

s

r

s

r
�

�

 
!
!

�

�
�
�
� �

�

 
!
!

�

�
�
�

 �.
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Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåðíî óñëîâèå «á». Âðåìÿ íà÷àëà ðåøåíèÿ îáåèõ
çàäà÷ áóäåò ñîâïàäàòü: � � ,t ti iq p

� ïîñêîëüêó åñëè, íàïðèìåð, � � ,t ti iq p
$ òî

� � ,t t h hi i

i

i

p q

q

q

s

r
$ � �

%

&

'
'

(

)

*
*�

÷òî íåâîçìîæíî ñîãëàñíî îïåðàòîðàì S 2 4, � èëè �14. Èç

ðàâåíñòâà � �t ti iq p
� âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷è I Ii iq p

, íàçíà÷åíû íà ÝÌ äî èçìåíå-

íèÿ âåëè÷èíû T (îïåðàòîð �4 ),ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå âûïîëíåíèÿ �6 èëè �16

óñëîâèå «á» áóäåò âûïîëíåíî.

Ïóñòü íåâåðíî «á»: # � 
k k i i J Jq p i

k

i

k

q p
1 2

1 2 0, , , , , ò. å. âåòâè I I
i

k

i

k

q p

1 2, çàäà÷

I Ii iq p
, ñîîòâåòñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ íà îäíîé ÝÌ J

i

k

q

1. Ýòî âîçìîæíî â òîì

ñëó÷àå, åñëè ìåæäó íàçíà÷åíèÿìè ýòèõ çàäà÷ áûë âûïîëíåí îïåðàòîð � 3

(ïàðàìåòð r îáíóëåí), òîãäàT T h: .� � Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ I

óïîðÿäî÷åíà ïî óáûâàíèþ ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè ðåøåíèÿ
s

r

i

i

k

k

�
,áóäåò âûïîë-

íåíî óñëîâèå «à».
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àë-

ãîðèòìà I.
Óòâåðæäåíèå 2. Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà I

T O LI � ( ).2

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òðóäîåìêîñòü îïåðàòîðà S 2 îöåíèâàåòñÿ
âåëè÷èíîé âðåìåíè ñîðòèðîâêè ìàññèâà àëãîðèòìîì QuickSort è ðàâíà
O L L( ln ). Â ñëó÷àå õðàíåíèÿ íàáîðà çàäà÷ â âèäå ñïèñêà òðóäîåìêîñòü

îñòàëüíûõ îïåðàòîðîâ íå ïðåâîñõîäèò
L L

O L
( )

( ).
�

�
1

2

2

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà I. Ëåãêî çàìå-

òèòü, ÷òî îöåíêà íèæíåé ãðàíèöû îïòèìàëüíîãî âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷
íàáîðà èìååò âèä

+n
i

i

L

i i

i

L

n n
r t r s� �

� �
� �1 1

1 1

( ) .

Èñïîëüçóåì íàáîðû çàäà÷ ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: L �1000, n �8; âå-
ëè÷èíû r ri i

� �, è si ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â èíòåðâàëàõ [1, 8), [1, 8) è

[1, 10) ñîîòâåòñòâåííî. Â êà÷åñòâå îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà

ðàññìàòðèâàëàñü âåëè÷èíà , �
�T

n

n

+

+
, ãäå T – âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íàáîðà,

ðàñïðåäåëåííûõ àëãîðèòìîì. Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ, îöåíêè ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñîñòàâëÿþò M, � - �1 1 10 1, , D, � - �4 10 5,

ò. å. ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì äàåò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è õóæå íèæ-
íåé îöåíêè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â ñðåäíåì íà 11 %.
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Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè t ri i
i

i

s

r
( ) � è 	i îïðåäåëåíî t ni ( ),òîãäà åñëè äëÿ ðå-

øåíèÿ êàæäîé çàäà÷è âûäåëÿåòñÿ n ÝÌ, òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé è âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íàáîðà ðàâíî íèæ-
íåé îöåíêå.

Â ñëó÷àå, åñëè t ri i( ) – ïðîèçâîëüíàÿ íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ è ñóùåñò-
âóåò îáðàòíàÿ t ti

�1 ( ), òî äëÿ ìèíèìèçàöèè âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷ íàáîðà

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà I, â êîòîðîé â îïåðàòîðàõ

S P2 4 11 12, , ,� � âåëè÷èíû
s

r

i

i

q

q

�
, h

s

r

i

i

q

q

: ,� ri

i

q

q
s

h

� �
�

�
�
�

�

 
!
!

è r
i

i

q

q
s

h
:�

�

�
�
�

�

 
!
!

çàìåíåíû

âåëè÷èíàìè: t ri iq q
( ),� h t ri iq q

: ( ),� r t hi iq q

� �� ] ( )[1 è r t hi iq q
: ] ( )[� �1 ñîîòâåòñò-

âåííî.
Àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè øòðàôà çà çàäåðæêó ðåøåíèÿ çàäà÷ íàáîðà.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ii ñîñòàâëÿåò

t ri i
i

i

s

r
( ) ,�

ãäå s si i� 0, ,R ò. å. âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ii ñîêðàùàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëü-
íî óâåëè÷åíèþ åå ðàíãà.

Âåëè÷èíó
c

t r

i

i i( )
íàçîâåì óäåëüíûì øòðàôîì çà çàäåðæêó ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ii. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ (äàëåå àëãîðèòì II) îñíîâàí íà ñëåäóþ-
ùèõ ïðèíöèïàõ:

1) çàäà÷è ñ áîëüøèì óäåëüíûì øòðàôîì íàçíà÷àþòñÿ íà ÝÌ ðàíüøå;
2) çàäà÷è ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó ÷èñëó ÝÌ.
Ââåäåì îïåðàòîðû:

�1

1

0 0 0 0 1 1: : , : , : , : , : , , ... , ,T F h C c J q L ki

i

L

i
k

q
� � � � � � �

�
� , ... , ;riq

�

S I I I Ii i iL2 1 2
: { , , ... , }� ñîðòèðîâàòü I ïî âîçðàñòàíèþ âåëè÷èíû

s

c r

i

i i

q

q q

�
,

q L�1,... , ;
� 3 0: : min , : , : , : ;q l r F F Ch T T h

I Iil

� � � � � �


�4 : : , : , � : , : , : \ { }r r h t T C C c I I Ii i

i

i
i i iq q

q

q

q q q

s

r
� � � � � �� , : ;L L� �1

H5 1 2: , , , ... , ;I J j r r r ri j iq q
� � � � �

�6 1: : , , ... , , : ;J J j r r r r
i

j
r j i i

q q q
� � � ��

� 7 1: : ;q q� �

P P I P8 191: { }, ;�� � � ß
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P P q l P
I Iil

9 31: max , ;��
�
�
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�
�

� �


�

�10 : : ;r ri iq q
� �

P P r ri

i i

iq

q q

q

s

h

s

h
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�

�
�
�

�
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�

 
!
!
�
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�
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�
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�"
è , ; : : ;P P ri

i

q

q
s

h
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�

�
�
�

�

 
!
!

0 13 12�

P P r r n Piq13 171: { }, ;� � � ��

�14 1: � : , : , : \ { }, : ;t T C C c I I I L Li i iq q q
� � � � � �

H15 1 2: , , , .. ,. , ;I J j r r r ri j iq q
� � � � �

�16 1: : , , ... , , : , : max ,J J j r r r r h h
i

j
r j i i

i

i
q q q

q

q

s

r
� � � � ��

�
�
"

�"

�
�
"

�"
;

�17 18 81: : ; : ;q q P� � ��

ß19: êîíåö àëãîðèòìà.
Îïåðàòîðíàÿ ñõåìà àëãîðèòìà II èìååò âèä

� � � � � � �1 2
2 9

3 4 5 6 7
7 18

8
19

9
3

10 11 13 12
11 12

13S P P P P, , ,H � �
�

�17
14 15 16

13 16
17 18

8
19� � �H ß

8, .�

Êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà II îáåñïå÷èâàåòñÿ óòâåðæäåíèåì 1. Ñïðàâåä-
ëèâî òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèò-
ìà II.

Óòâåðæäåíèå 4. Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà II

T O LII � ( ).2

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òðóäîåìêîñòü îïåðàòîðà S 2 îöåíèâàåòñÿ
âåëè÷èíîé âðåìåíè ñîðòèðîâêè ìàññèâà àëãîðèòìîì QuickSort è ðàâíà
O L L( ln ). Â ñëó÷àå õðàíåíèÿ íàáîðà â âèäå ñïèñêà òðóäîåìêîñòü îñòàëüíûõ

îïåðàòîðîâ íå ïðåâîñõîäèò
L L

O L
( )

( ).
�

�
1

2

2

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà II. Èñïîëüçóåì

íàáîðû çàäà÷ ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: L �1000, n �8; âåëè÷èíû
r r ti i i

� �, , è ci ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â èíòåðâàëàõ [1, 8), [1, 8), [1, 100)

è [1, 10) ñîîòâåòñòâåííî. Â êà÷åñòâå îöåíêè ðàáîòû àëãîðèòìà ðàññìàòðèâà-

ëàñü âåëè÷èíà , �
�

~

,
F F

F
ãäå F è

~
F �øòðàôû çà çàäåðæêó ðåøåíèÿ çàäà÷ íà-

áîðà, ðàñïðåäåëåííûõ àëãîðèòìîì è ñëó÷àéíûì íàçíà÷åíèåì ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ, îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è
äèñïåðñèè ñîñòàâëÿþò M, � -1 100, D, � - �3 10 3, ò. å. ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì

äàåò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â ñðåäíåì â 2 ðàçà ëó÷øå, ÷åì ïîëó÷åííîå
ñëó÷àéíûì íàçíà÷åíèåì.

Â ñëó÷àå, åñëè t ri i( ) – ïðîèçâîëüíàÿ íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ è ñóùåñò-
âóåò îáðàòíàÿ t ti

�1 ( ), òî äëÿ ìèíèìèçàöèè âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷ íàáîðà
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ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà II, â êîòîðîé â îïåðàòîðàõ

S P2 4 11 12, , ,� � è �16 ïðîèçâåäåíû çàìåíû âåëè÷èí
s

c r

i

i i

q

q q

�
, h

s

r

i

i

q

q

: ,�
s

h

iq�

�
�
�

�

 
!
!
,

ri

i

q

q
s

h
:�

�

�
�
�

�

 
!
!

è h h
s

r

i

i

q

q

: max ,�
�
�
"

�"

�
�
"

�"
âåëè÷èíàìè

t r

c

i i

i

q q

q

( )
,

�

h t ri iq q
: ( ),� ] ( )[,t hiq

�1 riq
:�

: ] ( )[� �t hiq

1 è h h t ri iq q
: max{ , ( )}� �1 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàêëþ÷åíèå. Êàê âèäíî èç ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííûå
àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî áëèçêîå ê îïòèìàëüíîìó (â
ñìûñëå ïðèâåäåííûõ öåëåâûõ ôóíêöèé) ðàñïðåäåëåíèå çàäà÷ íàáîðà ïî ÝÌ
âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû. Äàííûå àëãîðèòìû îáëàäàþò íåáîëüøîé âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðåêîìåíäîâàòü èõ äëÿ îðãàíè-
çàöèè ýôôåêòèâíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì â ðåæèìå
îáðàáîòêè íàáîðà ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷ ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè.
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