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Ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà êëåòî÷íî-àâòîìàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîòîêîâ æèäêî-
ñòè â ïîðèñòûõ ñðåäàõ. Äëÿ èññëåäîâàíèé èñïîëüçîâàíà òðåõìåðíàÿ êëåòî÷íî-
àâòîìàòíàÿ ìîäåëü RD-I. Êðàòêî îïèñàíà ñòðóêòóðà ýòîé ìîäåëè, ïîäðîáíî ðàñ-
ñìîòðåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ñïîñîá îñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè. Ïðåäñòàâëåíà
ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ìîäåëèðîâàíèþ ïîòîêà æèäêîñòè
÷åðåç ïîðèñòóþ ñðåäó. Ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå åãî õàðàêòåðèñòèê ñ çàêîíîì
Äàðñè è äðóãèìè ôèçè÷åñêèìè çàêîíàìè. Ïðèâåäåíû èëëþñòðàöèè ïîëÿ ñêî-
ðîñòè ìîäåëüíîãî ïîòîêà â ïîðèñòîé ñðåäå.

Ââåäåíèå. Êëåòî÷íî-àâòîìàòíîå (ÊÀ) ìîäåëèðîâàíèå ïîòîêîâ æèäêîñòè
â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîëó÷èëî áîëüøîå ðàçâèòèå. Èçâåñòåí ðÿä äâóìåðíûõ ìî-
äåëåé, à òàêæå ÷åòûðåõìåðíàÿ, ìîäåëèðóþùàÿ òðåõìåðíûå ïîòîêè [1]. Â ðà-
áîòå [2] ïðåäëîæåíà òðåõìåðíàÿ ÊÀ-ìîäåëü, èìåþùàÿ ãîðàçäî ìåíüøóþ
ñëîæíîñòü, ÷åì ÷åòûðåõìåðíàÿ. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-
íèé ïîäòâåðæäàþò, ÷òî òðåõìåðíàÿ ÊÀ-ìîäåëü àäåêâàòíî îïèñûâàåò ïîòîê
âÿçêîé æèäêîñòè. Â [3] ïîëó÷åíû êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ è âûâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè è ôèçè÷åñêèìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè ïîòîêà, òàêèìè êàê âÿçêîñòü, ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû, äàâ-
ëåíèå.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå îïèñàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè
RD-I, ðàññìîòðåíû ñïîñîáû îñðåäíåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó è ïî âðåìåíè.
Ïðåäñòàâëåííûå ìàòåðèàëû îòíîñÿòñÿ ê îáëàñòè èçó÷åíèÿ ïîðèñòûõ ñðåä. Â
ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåíû íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â äèíàìèêå ïîðèñ-
òûõ ñðåä, îïèñàíû ñïîñîáû çàäàíèÿ ïîðèñòîé ñðåäû â ÊÀ-ìîäåëè. Ðàáîòà
ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ: ïîëå ñêîðîñòè
ïîòîêà â ïîðèñòîé ñðåäå, çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè îò íàïîðíîãî
ãðàäèåíòà è çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ôèëüòðàöèè îò ïëîòíîñòè çàïîëíå-
íèÿ ñðåäû.
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* Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ «Ïðîãðàììà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé ¹ 14.15» (2006).



Ìîäåëü RD-I. Òðåõìåðíàÿ ìîäåëü RD-I çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Êëåòêè w W� àâòîìàòà ðàñïîëîæåíû â òðåõìåðíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
òàê æå, êàê è öåíòðû ðîìáè÷åñêèõ äîäåêàýäðîâ, ïëîòíî çàïîëíÿþùèõ òðåõ-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñîñåäíèìè ñ êëåòêîé w ÿâëÿþòñÿ êëåòêè N wl ( ),
l �1 2 12, , ... , , êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â öåíòðàõ ðîìáîäîäåêàýäðîâ, èìåþùèõ ñ w
îáùóþ ãðàíü.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò* x y z R, , � êëåòêè w â òðåõìåðíîé äåêàðòî-

âîé ñèñòåìå êàæäîé êëåòêå w W� ñòàâèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå òðîéêà öåëî÷èñëåííûõ èíäåêñîâ i j k Z, , .� C ó÷åòîì ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ
ìíîæåñòâî W êëåòîê àâòîìàòà îáîçíà÷àåòñÿ êàê W w i j k Zi j k� �{ : , , }., , Êî-
îðäèíàòû x y, è z êëåòêè wi j k, , íàõîäÿòñÿ â ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ ñ åå
èíäåêñàìè:

x w i y w j z w k i ji j k i j k i j k( ) ; ( ) ; ( ) (( ) )., , , , , ,� � � � �2 2mod (1)

Èíäåêñû êëåòêè wi j k, , çàâèñÿò îò åå êîîðäèíàò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

i x y z x j x y z y k x y z z( , , ) ; ( , , ) ; ( , , ) ,� � � � �2 (2)

ãäå � �z 2 – íàèìåíüøåå áëèæàéøåå öåëîå îò z 2.

Íà ðèñ. 1 êðóæêàìè èçîáðàæåíû êëåòêè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
îñü Ox íàïðàâëåíà îò íàáëþäàòåëÿ, íàêëîííîé øòðèõîâêîé ïîìå÷åíû êëåòêè
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Ðèñ. 1. Êîîðäèíàòû êëåòîê â òðåõìåðíîì äåêàðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

* Ðàñïîëîæåíèå êëåòîê ìîäåëè RD-I â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïðåäëàãàåìîå â äàííîé
ðàáîòå, îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîãî â [2] îðèåíòàöèåé ñèñòåìû ðîìáîäîäåêàýäðîâ îòíîñèòåëüíî
êîîðäèíàòíûõ îñåé.



â òåõ ñëîÿõ, ãäå x íå÷åòíîå, âîëíèñòîé øòðèõîâêîé – ãäå x ÷åòíîå. Öèôðàìè l
îáîçíà÷åíû íàïðàâëåíèÿ ê ñîñåäíèì êëåòêàì Nl , ñòðåëêè âîçëå öèôð óêà-
çûâàþò, êàê ìåíÿåòñÿ êîîðäèíàòà x : â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ (ñòðåëêà ââåðõ)
èëè â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ (ñòðåëêà âíèç) íà åäèíèöó. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû
ðàçíîñòè �xl ,�yl è �zl êîîðäèíàò x y, è z êëåòêè wi j k, , è êîîðäèíàò êàæäîé
l-é ( , , ... , )l �1 2 12 ñîñåäíåé êëåòêè:

� �x x N w x w y y N w y wl l i j k i j k l l i j k i� � � �( ( )) ( ); ( ( )) (, , , , , , , , );j k

�z z N w z wl l i j k i j k� �( ( )) ( ),, , , , (3)

ãäå x N w y N wl i j k l i j k( ( )), ( ( )), , , , è z N wl i j k( ( )), , – êîîðäèíàòû N wl i j k( ),, ,

ò. å. l-ãî ñîñåäà êëåòêè wi j k, , . Ñëó÷àè, êîãäà ÷åòíîñòè x è y ñîâïàäàþò, äàíû â
ëåâîé ÷àñòè òàáë. 1, êîãäà íå ñîâïàäàþò – â ïðàâîé. Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà-
÷åíèÿ ïðîåêöèé c clx ly, è clz âåêòîðîâ ñêîðîñòè cl , íàïðàâëåííûõ ê ñîñåäÿì
N ll , , , ... , ,�1 2 12 íà äåêàðòîâû îñè Ox Oy, è Oz ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññòîÿíèå d ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êëåòêàìè wi j k1 1 1, , è wi j k2 2 2, , â äåêàð-
òîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d i i j j2
2 1

2
2 1

2� � � � �( ) ( )
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Ò à á ë è ö à 1

Ðàçíîñòü êîîðäèíàò ñîñåäåé

(( ) )i j� �mod2 0 (( ) )i j� �mod2 1

l �xl �yl �zl l �xl �yl �zl

1 0 1 1 1 0 1 0

2 0 –1 1 2 0 –1 0

3 1 1 0 3 1 1 0

4 –1 1 0 4 –1 1 0

5 1 0 1 5 1 0 0

6 1 0 0 6 1 0 –1

7 0 –1 0 7 0 –1 –1

8 0 1 0 8 0 1 –1

9 –1 –1 0 9 –1 –1 0

10 1 –1 0 10 1 –1 0

11 –1 0 0 11 –1 0 –1

12 –1 0 1 12 –1 0 0

Ò à á ë è ö à 2

Ïðîåêöèè âåêòîðîâ ñêîðîñòè
íà äåêàðòîâû îñè

l clx cly clz

1 0 1 1

2 0 –1 1

3 1 1 0

4 –1 1 0

5 1 0 1

6 1 0 –1

7 0 –1 –1

8 0 1 –1

9 –1 –1 0

10 1 –1 0

11 –1 0 –1

12 –1 0 1



� � � � � �( ( ) (( ) ) (( ) )) ,2 2 22 1 2 2 1 1
2k k i j i jmod mod (4)

ãäå ( , , )i j k1 1 1 è ( , , )i j k2 2 2 – èíäåêñû êëåòîê wi j k1 1 1, , è wi j k2 2 2, , . Åñëè ðîâíî

îäíî èç çíà÷åíèé i1 èëè j1 ÷åòíîå, òî (( ) )i j1 1 2� mod ïðèíèìàåò çíà÷åíèå,
ðàâíîå åäèíèöå, è íóëåâîå â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè-
íèìàåò ÷ëåí(( ) ).i j2 2 2� mod Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâó-

ìÿ ñîñåäíèìè êëåòêàìè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîñòàâëÿåò d � 2.

Ñîñòîÿíèå s êëåòêè w W� â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ íàáî-
ðîì íåêîòîðûõ ñîäåðæàùèõñÿ â íåé ìîäåëüíûõ ÷àñòèö, îáëàäàþùèõ ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Ìàññà ÷àñòèöû åäèíè÷íà, m �1.
2. Ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè ÷àñòèöû åäèíè÷íûé, c �1, ëèáî íóëåâîé,

c � 0. ×àñòèöû ñ íóëåâûì âåêòîðîì ñêîðîñòè íàçûâàþò ÷àñòèöàìè ïîêîÿ.
3. Âåêòîð ñêîðîñòè c ÷àñòèöû ìîæåò áûòü íàïðàâëåí òîëüêî â ñòîðîíó îä-

íîé èç ñîñåäíèõ êëåòîê N w ll ( ), , , ... , .�1 2 12
4. Â îäèí ìîìåíò âðåìåíè â îäíîé è òîé æå êëåòêå w íå ìîæåò áûòü äâóõ

èëè áîëåå ÷àñòèö ñ îäèíàêîâûìè âåêòîðàìè ñêîðîñòè c.
Â ìîäåëè RD-I ñîñòîÿíèå s êàæäîé êëåòêè w W� ïðåäñòàâëåíî òðèíàä-

öàòèðàçðÿäíûì áóëåâûì âåêòîðîì ( , , ... , ).s s s1 2 13 Êàæäûé åãî ðàçðÿä sl ,
l �1 2 12, , ... , , ñâÿçàí ñ íàïðàâëåíèåì cl îò êëåòêè w ê l-é ñîñåäíåé êëåòêå
N wl ( ) ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ÷àñòèöà ñ íàïðàâëåíèåì cl îòñóòñòâóåò, òî
sl � 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå sl �1. Ðàçðÿä s13 ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòèöå ïîêîÿ: åñëè
÷àñòèöà ïîêîÿ îòñóòñòâóåò, òî s13 0� , åñëè ÷àñòèöà ïîêîÿ ïðèñóòñòâóåò, òî
s13 1� .

Êàæäûé òàêò ðàáîòû êëåòî÷íîãî àâòîìàòà ðàçáèò íà äâå ôàçû: ñòîëêíîâå-
íèå è ñäâèã. Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ 	 êëåòêè ñîñòîèò, òàêèì îáðàçîì, èç ñóïåð-
ïîçèöèè ôóíêöèé 	1 (ñòîëêíîâåíèå) è 	2 (ñäâèã):

s t s s( ) ( ) ( ( )).� � �1 2 1	 	 	 (5)

Êàæäàÿ èç íèõ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà:

s w t s w tl

l

b

w W

l

l

b

w W�� ��


 

� �

1 1

1( , ) ( , );

(6)

c cl

l

b

w W

l

l

b

w W

w t w t
�� ��


 

� �

1 1

1( , ) ( , ),

à òàêæå íå íàðóøàòü íè îäíîãî èç ÷åòûðåõ âûøåïðèâåäåííûõ ñâîéñòâ. Ñ òî÷-
êè çðåíèÿ äèíàìèêè ïîòîêà æèäêîñòè íàëè÷èå ýòèõ äâóõ ôàç èíòåðïðåòèðó-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñòîëêíîâåíèÿ ðåàëèçóþò äèôôóçèþ â æèäêîñòè, à
ñäâèã – ïðîöåññ ïåðåíîñà âåùåñòâà â ïîòîêå. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ýòè ôàçû.

Â ôàçå ñòîëêíîâåíèÿ ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ êëåòîê àâòîìàòà
ñîãëàñíî íåêîòîðûì ïðàâèëàì ñòîëêíîâåíèÿ, íå çàâèñÿùèì îò ñîñòîÿíèé ñî-
ñåäíèõ êëåòîê, ò. å. s s� � 	1 ( ) çàâèñèò òîëüêî îò âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ ñâîåé
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êëåòêè. Ôóíêöèÿ 	1 ( )s âûáèðàåòñÿ òàêîé, ÷òîáû ñîõðàíÿëèñü ìàññà è
èìïóëüñ ÷àñòèö â êëåòêå:

� � � �
� �

 
s w s w w Wl

l

b

l

l

b

1 1

( ) ( ), ;

(7)

� � � �
� �

 
c cl

l

b

l

l

b

w w w W
1 1

( ) ( ), ,

Çäåñü cl è �c l – âåêòîðû ñêîðîñòè l-é ÷àñòèöû äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, à � �sl

l-é êîìïîíåíò âåêòîðà s. Â ìîäåëè RD-I ôóíêöèÿ 	1 ( )s âåðîÿòíîñòíàÿ.
Â ôàçå ñäâèãà êàæäàÿ ÷àñòèöà ïåðåìåùàåòñÿ íà îäíó êëåòêó â íàïðàâ-

ëåíèè âåêòîðà åå ñêîðîñòè. Çíà÷åíèå ôóíêöèè ñäâèãà 	2 ( )s îïðåäåëåíî äëÿ
êàæäîãî l-ãî ðàçðÿäà ��sl âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïîñëå ñäâèãà ��s ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

�� �
� �

� �


�
�

��
s

s N w l

s w l
l

l l

l

( ( )), , , ... , ;

( ), .

1 2 12

13
(8)

Çäåñü �s N wl l( ( )) – l-é ðàçðÿä âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ l-ãî ñîñåäà êëåòêè w (åãî
âåêòîð ñêîðîñòè cl íàïðàâëåí â ñòîðîíó êëåòêè w).Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñäâèãå
ìàññà è èìïóëüñ ÷àñòèö â êëåòêå èçìåíÿþòñÿ, ò.å. íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ (7), íî
â ïðåäåëàõ âñåãî ÊÀ îíè ñîõðàíÿþòñÿ, ò. å. óñëîâèÿ (6) âûïîëíÿþòñÿ.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Îäíî èç ïðåèìóùåñòâ ÊÀ-ìîäåëåé – ïðîñòûå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ. Îíè çàäàþòñÿ ââåäåíèåì â ìîäåëü êëåòîê, ïîâåäåíèå êîòî-
ðûõ îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîãî âûøå. Îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå òèïû êëåòîê:
ðàáî÷èå êëåòêè, êëåòêè-ñòåíêè è êëåòêè-èñòî÷íèêè ÷àñòèö. Êëåòêè êàæäîãî
èç ýòèõ òèïîâ íà ôàçå ñòîëêíîâåíèÿ èìåþò ðàçëè÷íûå òàáëèöû ïåðåõîäîâ.
Ôàçà ñäâèãà â êëåòêàõ âñåõ òèïîâ ïðîèñõîäèò îäèíàêîâî. Ïîâåäåíèå êëåòîê
ñòåíêè è èñòî÷íèêîâ çàäàåò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ àâòîìàòà.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå êëåòîê-ñòåíîê îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîáîì îòðàæåíèÿ
÷àñòèö îò ïðåïÿòñòâèé, çàâèñÿùèì îò ñâîéñòâ ñòåíêè. Ïåðâûì èç íèõ, êàê ýòî
áûëî îòìå÷åíî âûøå, ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè âòî-
ðîì, áîëåå ñëîæíîì ñïîñîáå ÷àñòèöû îòðàæàþòñÿ ïî çàêîíàì ãåîìåòðè÷å-
ñêîé îïòèêè. Çäåñü íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íå òîëüêî ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâà-
åìîé êëåòêè, íî è ïîëîæåíèå ñîñåäíèõ êëåòîê ïðåïÿòñòâèÿ. Òðåòèé ñïîñîá –
÷àñòèöà îòðàæàåòñÿ â ëþáîì äîïóñòèìîì (ãäå íåò ïðåïÿòñòâèÿ) íàïðàâëåíèè
ðàâíîâåðîÿòíî. ×åòâåðòûé (èíòåãðèðîâàííûé) ñïîñîá ñîñòîèò èç ýòèõ òðåõ
ñïîñîáîâ îòðàæåíèÿ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ ñðàáàòûâàíèÿ êàæäîãî èç íèõ
ïðè êàæäîì êîíêðåòíîì ñòîëêíîâåíèè.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿåò ïåðâûé ñïîñîá îòðàæåíèÿ. Èìåííî òàêèå ñòåíêè áûëè èñïîëüçîâà-
íû â ýêñïåðèìåíòàõ äàííîé ðàáîòû. Ïðè îñðåäíåíèè ñêîðîñòåé ÷àñòèö íà
ðàññòîÿíèè äî ñòåíêè d � 0èõ çíà÷åíèÿ ðàâíû íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëî-
âèþ ðàâåíñòâà íóëþ ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè âîçëå ñòåíêè [4]. Ïðàâèëà
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ñòîëêíîâåíèÿ 	2 äëÿ îòðàæåíèÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè âûãëÿäÿò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

� �
�

�


�
�

��
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s l
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l

l
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( ) , , , ... , ;

, ,

6 12 1 2 12

13

mod

(9)

ãäå sl – ñîñòîÿíèå l-ãî ðàçðÿäà êëåòêè ïåðåä ñòîëêíîâåíèåì, à �sl – ñîñòîÿíèå
l-ãî ðàçðÿäà êëåòêè ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå êëåòîê-èñòî÷íèêîâ îáåñïå÷èâàåò ñ îïðåäåëåííîé
óñëîâèÿìè ýêñïåðèìåíòà âåðîÿòíîñòüþ p ãåíåðàöèþ ÷àñòèö ñî âñåâîçìîæ-
íûìè íàïðàâëåíèÿìè âåêòîðà ñêîðîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ñîñòîÿíèÿ
êëåòêè-èñòî÷íèêà ñ âåðîÿòíîñòüþ p óñòàíàâëèâàåòñÿ â s� �111111111110.
Âûñòðîèâ êëåòêè-èñòî÷íèêè â ïðîñòðàíñòâå â îäíîé ïëîñêîñòè, ìîæíî ïîëó-
÷èòü èñòî÷íèê ðàâíîìåðíîãî ïîòîêà ÷àñòèö. Èçìåíÿÿ âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ
÷àñòèö, ìîæíî âàðüèðîâàòü èõ êîíöåíòðàöèþ â ïîòîêå.

Èç ïðàâèë ïîâåäåíèÿ àâòîìàòà ñëåäóåò, ÷òî îáúåì âû÷èñëåíèé ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè çàâèñèò òîëüêî îò îáùåãî êîëè÷åñòâà êëåòîê â àâòîìàòå, íî íå îò
èõ òèïîâ. Ïîýòîìó ñêîëü ñëîæíûìè íè áûëè áû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âðåìÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ îò ýòîãî íå óâåëè÷èòñÿ.

Îñðåäíåíèå ìîäåëüíûõ âåëè÷èí ïî âðåìåíè. Ïàðàìåòðàì ìîäåëèðóå-
ìîé æèäêîñòè ñîîòâåòñòâóþò íå ìèêðîñêîïè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîäåëè, òà-
êèå êàê ìàññà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû, à èõ ìàêðîñêîïè÷åñêèå (îñðåäíåííûå)
çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì îñðåäíåííàÿ ñêîðîñòü ìîäåëüíûõ ÷àñòèö ñîîòâåòñòâóåò
ñêîðîñòè ïîòîêà, à îñðåäíåííàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö – äàâëåíèþ. Ñóùåñòâó-
åò äâà ñïîñîáà îñðåäíåíèÿ: ïî ïðîñòðàíñòâó è ïî âðåìåíè.

Îêðåñòíîñòüþ îñðåäíåíèÿ ñ öåíòðîì â êëåòêå w W0 � ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñò-
âî êëåòîê àâòîìàòà, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

A w r w w w w w w w rx x y y z zv( , ) { : ( ) ( ) ( ) },0 0
2

0
2

0
2 2� � � � � � � (10)

ãäå w w wx y z, , è w w wx y z0 0 0, , – êîîðäèíàòû êëåòîê w è w0 ñîîòâåòñòâåííî, à
r R� – ðàäèóñ îñðåäíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îêðåñòíîñòü îñðåäíåíèÿ ñîñòàâ-
ëÿþò âñå êëåòêè, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè øàðà ðàäèóñà r ñ öåíòðîì w0. Ïðè
îñðåäíåíèè ïî ïðîñòðàíñòâó ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñóììà âåêòîðîâ ñêîðîñòè
÷àñòèö u ìîä âî âñåõ êëåòêàõ, ïîïàäàþùèõ â îêðåñòíîñòü îñðåäíåíèÿ A wv( )0

êëåòêè w0 â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè t, äåëåííàÿ íà êîëè÷åñòâî êëåòîê
â îêðåñòíîñòè:
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ãäå c l k, – âåêòîð ñêîðîñòè l-é ÷àñòèöû â êëåòêå w A wk � v( ),0 bm – êîëè÷åñòâî
ñîñåäíèõ êëåòîê, à Av – êîëè÷åñòâî êëåòîê â îêðåñòíîñòè îñðåäíåíèÿ.

Âàæíûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñ îñðåäíåíèÿ r. ×åì áîëüøå r, òåì
ìåíüøå âëèÿíèå äèñêðåòíîñòè ìîäåëè, íàçûâàåìîé àâòîìàòíûì øóìîì, íà
ðåçóëüòàò. Êîëè÷åñòâî êëåòîê â îêðåñòíîñòè îñðåäíåíèÿ Av äëÿ ðàçíûõ ðà-
äèóñîâ ïðèâåäåíî â òàáë. 3.
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Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè ìîäåëè RD-I âûÿñíèëîñü, ÷òî ïî-
ëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè, êàê è îæèäàëîñü, êîððåëèðóþò ñ ðàñ÷åòíûìè
òåì ëó÷øå, ÷åì áîëüøå ðàäèóñ îñðåäíåíèÿ r, è, êàê âèäíî èç ðèñ. 2, ïðè r � 6
êîððåëÿöèÿ ïî÷òè ïîëíàÿ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè îñðåäíåíèè ïî ïðîñòðàíñòâó äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ ðàçìåðîâ îêðåñòíîñòè ïîëó÷èòü îñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ âáëèçè ãðà-
íèö íåâîçìîæíî. Ðàññòîÿíèå d îò öåíòðà w0 îêðåñòíîñòè îñðåäíåíèÿ A wv( )0

äî áëèæàéøåé ãðàíèöû äîëæíî ïðåâûøàòü ðàäèóñ îñðåäíåíèÿ r d r( ),�
èíà÷å â îêðåñòíîñòü îñðåäíåíèÿ âîéäóò êëåòêè-ñòåíêè. Ïîýòîìó âáëèçè ãðà-
íèö ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè.

Ïðè îñðåäíåíèè ïî âðåìåíè ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñóììà âåêòîðîâ ñêîðî-
ñòè ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â çàäàííîé êëåòêå w íà ïðîòÿæåíèè îïðåäåëåííîãî
êîëè÷åñòâà T ïîäðÿä èäóùèõ èòåðàöèé, íàçûâàåìûõ âðåìåíåì îñðåäíåíèÿ:
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ãäå cl – âåêòîð ñêîðîñòè l-é ÷àñòèöû â êëåòêå w. Òî÷íîñòü ðåçóëüòàòà â ýòîì
ñïîñîáå çàâèñèò îò âðåìåíè îñðåäíåíèÿ T. Äëÿ äîñòèæåíèÿ òàêîé æå òî÷íî-
ñòè, êàê è ïðè îñðåäíåíèè ïî ïðîñòðàíñòâó ñ ðàäèóñîì r, íåîáõîäèìî ïðîèç-
âåñòè îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè íà ïðîòÿæåíèè T A� v èòåðàöèé.

Îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè òðåáóåò áîëüøå ìàøèííîãî âðåìåíè, ÷åì îñðåä-
íåíèå ïî ïðîñòðàíñòâó, òàê êàê ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ åùå è ïðîèçâîäèòü T äî-
ïîëíèòåëüíûõ ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà òàêòîâ ñòîëêíî-
âåíèé è ñäâèãîâ, íî çàòî ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷èòü îñðåäíåííûå çíà÷å-
íèÿ â ëþáîé êëåòêå ÊÀ, äàæå íà ãðàíèöàõ. Ïîýòîìó ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ïîðèñòûõ ñðåä èñïîëüçóþò îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïîðèñòîé ñðåäû. Íåêîòîðûå îïðå-
äåëåíèÿ è çàäàíèå óñëîâèé ýêñïåðèìåíòîâ. Ïîä ïëîòíîñòüþ çàïîëíåíèÿ ïî-
ðèñòîé ñðåäû �ïîð ïîíèìàþò îòíîøåíèå îáúåìà òâåðäîãî âåùåñòâà ê îáùå-

ìó îáúåìó ñðåäû. Âíóòðè ÊÀ, ìîäåëèðóþùåãî ïîðèñòóþ ñðåäó, ñëó÷àéíûì
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Ò à á ë è ö à 3

Ðàçìåð îêðåñòíîñòè îñðåäíåíèÿ

Ðàäèóñ r Êîëè÷åñòâî

êëåòîê Av

Ðàäèóñ r Êîëè÷åñòâî

êëåòîê Av

Ðàäèóñ r Êîëè÷åñòâî

êëåòîê Av

0 1 7 1737 14 13087

1 13 8 2523 15 16133

2 55 9 3545 16 19447

3 157 10 4899 17 23245

4 333 11 6455 18 27485

5 667 12 8273 19 32339

6 1109 13 10511 20 37693



îáðàçîì âûáèðàþòñÿ ñôåðè÷åñêèå îáëàñòè çàäàííîãî ðàäèóñà rñô, êîòîðûå
çàïîëíÿþòñÿ êëåòêàìè-ñòåíêàìè. Ïðîñòðàíñòâî ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè
èìèòèðóåò ïîðû. Ìîäåëüíàÿ ïëîòíîñòü çàïîëíåíèÿ �ïîð òîãäà âû÷èñëÿåòñÿ
êàê îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà êëåòîê-ñòåíîê ê îáùåìó êîëè÷åñòâó êëåòîê â àâ-
òîìàòå. Íàïîðíûì ãðàäèåíòîì i p l� � íàçûâàþò îòíîøåíèå ðàçíîñòè äàâëå-
íèé æèäêîñòè �p íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå ê äëèíå l ýòîãî ó÷àñòêà. Çàêîí Äàðñè
ñâÿçûâàåò íàïîðíûé ãðàäèåíò ñî ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ïîðèñòîé
ñðåäå [5]:

u � �k i i( ),0 (13)

ãäå u – ñêîðîñòü ïðîñà÷èâàíèÿ; k – íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ îò ïàðà-
ìåòðîâ ñðåäû è íàçûâàåìàÿ êîýôôèöèåíòîì ôèëüòðàöèè; i – íàïîðíûé ãðà-
äèåíò; i0 – ïîðîãîâûé íàïîðíûé ãðàäèåíò, îïðåäåëÿåìûé ìèíèìàëüíûì äàâ-
ëåíèåì, ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ ôèëüòðàöèÿ.

Â õîäå èññëåäîâàíèé ïîðèñòîé ñðåäû ñôîðìóëèðîâàíî òðè çàäà÷è äëÿ
âåðèôèêàöèè ìîäåëè è îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû.

1. Ïîñòðîåíèå ïîëÿ ñêîðîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå.
2. Ïîñòðîåíèå çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè u ìîä ïðîõîæäåíèÿ âÿçêîé æèäêî-

ñòè ÷åðåç ïîðèñòóþ ñðåäó îò íàïîðíîãî ãðàäèåíòà i è ñðàâíåíèå åå ñ çàêîíîì
Äàðñè (13).

3. Ïîñòðîåíèå çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà ôèëüòðàöèè k îò êîýôôèöèåí-
òà çàïîëíåíèÿ ñðåäû �ïîð.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ.
ÊÀ, èñïîëüçóåìûé â ýêñïåðèìåíòàõ, èìååò âèä ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà ðàçìåðîì 800 50 800� � êëåòîê è îðèåíòèðîâàí âäîëü äåêàðòîâûõ
îñåé. Ïëîñêîñòè x x y y� � � �1 800 1 50, , , ñîñòîÿò èç êëåòîê-ñòåíîê. Ïëîñ-
êîñòü z �1 ñîñòîèò èç êëåòîê-èñòî÷íèêîâ, òàêèì îáðàçîì, ïîòîê ðàñïðî-
ñòðàíÿëñÿ âäîëü îñè Oz â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ñòîëü ìàëûé ðàçìåð
àâòîìàòà âäîëü îñè Oy (50 êëåòîê) îáóñëîâëåí ñèììåòðèåé íàïðàâëåíèé Ox è
Oy, ïîëÿ ñêîðîñòè â ñå÷åíèÿõ Oxz è Oyz ñîâïàäàþò. Äëÿ èìèòàöèè ïîðèñòîé
ñðåäû áûë âûáðàí ðàäèóñ ñôåðè÷åñêèõ îáëàñòåé, çàïîëíåííûõ êëåòêàìè-
ñòåíêàìè, rñô � 5 êëåòîê. Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñëå
t �150000 èòåðàöèé ïðîöåññ ïðèõîäèò ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó. Ïîñëå ýòîãî
êîëè÷åñòâà èòåðàöèé âûïîëíÿëîñü îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè. Âðåìÿ îñðåäíå-
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîððåëÿöèè ìîäåëüíîé è ôèçè÷åñêîé ñêîðîñòåé îò ðàäèóñà îñðåäíåíèÿ r



íèÿ âûáðàíî T � 4899, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òàêîé æå òî÷íîñòè, êîòîðàÿ äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè îñðåäíåíèè ïî ïðîñòðàíñòâó ðàäèóñîì r �10 êëåòîê (ñì. òàáë. 3).

Ïîëå ñêîðîñòè ïîòîêà â ïîðèñòîé ñðåäå. Ïåðâàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ïðè
ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ. Êîëè÷åñòâî ñôåðè÷åñêèõ îáëàñòåé nñô � 16000. Ïëîò-
íîñòü çàïîëíåíèÿ � ïîð � 19,8 %. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíî ïîëå ñêîðîñòè ïîòîêà â
ñå÷åíèè Oxz ïðè y � 25êëåòîê. Ñåðûìè îáëàñòÿìè îáîçíà÷åíû ó÷àñòêè òâåð-
äîé ïîðîäû, à áåëûìè – ïîðû. Äëèíà è íàïðàâëåíèå ñòðåëîê ñîîòâåòñòâóþò
ìîäóëþ è íàïðàâëåíèþ ïðîåêöèè ñêîðîñòè ïîòîêà íà ïëîñêîñòü Oxz. Íà ðè-
ñóíêå íå âèäíû ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè, íàïðàâëåííàÿ âäîëü Oy, è ðàñïîëî-
æåíèå ïîð â ñîñåäíèõ ïî êîîðäèíàòå y ñëîÿõ, ïîýòîìó íåêîòîðûå ñòðåëêè,
íàïðàâëåííûå â ñòîðîíó ïðåïÿòñòâèé, íóæíî âîñïðèíèìàòü êàê îáòåêàíèå
ïîòîêîì ïðåïÿòñòâèÿ ñâåðõó èëè ñíèçó.

Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ïîòîêà îò íàïîðíîãî ãðàäèåíòà. Çàêîí Äàðñè.
Âòîðàÿ çàäà÷à (ïîñòðîåíèå çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ïîòîêà îò ðàçíîñòè äàâëå-
íèé íà êîíöàõ ó÷àñòêà) ðåøàëàñü ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ ýêñïåðèìåíòà.
Ãðàíèöû ó÷àñòêà, íà êîòîðîì èçìåðÿëàñü êîíöåíòðàöèÿ ìîäåëüíûõ ÷àñòèö,
áûëè âûáðàíû z1 100� êëåòîê, z2 700� êëåòîê. Êîëè÷åñòâî ñôåðè÷åñêèõ îá-
ëàñòåé nñô � 16000.Ïëîòíîñòü çàïîëíåíèÿ � ïîð � 19,8 %. Äëÿ èçìåíåíèÿ êîí-
öåíòðàöèè ÷àñòèö ïðîèçâîäèëàñü ãåíåðàöèÿ ÷àñòèö êëåòêàìè-èñòî÷íèêàìè ñ
ðàçíîé âåðîÿòíîñòüþ (îò 20 äî 90 %), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàçëè÷íûì íàïîð-
íûì ãðàäèåíòàì i. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííîé ñðåäíåé
ïî ñå÷åíèþ z � 400 ñêîðîñòè ïîòîêà îò ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè ìîäåëüíûõ
÷àñòèö íà åäèíèöó äëèíû. Ýòà çàâèñèìîñòü ïîëó÷èëàñü ëèíåéíîé. Êîíöåíò-
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Ðèñ. 3. Ïðîåêöèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ïîòîêà â ïîðèñòîé ñðåäå íà ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ



ðàöèÿ ìîäåëüíûõ ÷àñòèö ñâÿçàíà ñ äàâëåíèåì ìîäåëèðóåìîé æèäêîñòè òàê-
æå ëèíåéíî [3], ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èâøàÿñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàâèñè-
ìîñòü (ñì. ðèñ. 4) àïïðîêñèìèðóåò çàêîí Äàðñè (13). Ïóòåì ýêñòðàïîëÿöèè
ãðàôèêà âû÷èñëåí ïîðîãîâûé íàïîðíûé ãðàäèåíò i0 äëÿ ìîäåëèðóåìîé ïîðè-
ñòîé ñðåäû i0 � 0,0237 ìîäåëüíûõ åäèíèö.

Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ôèëüòðàöèè îò ïëîòíîñòè çàïîëíåíèÿ
ñðåäû. Äëÿ ðåøåíèÿ òðåòüåé çàäà÷è (ïîñòðîåíèÿ çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà
ôèëüòðàöèè k â ïîðèñòîé ñðåäå îò ïëîòíîñòè çàïîëíåíèÿ ñðåäû � ïîð )ïîñðåä-
ñòâîì èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà îáëàñòåé nñô ìåíÿëàñü ïëîòíîñòü çàïîëíåíèÿ
� ïîð è îïðåäåëÿëèñü íàïîðíûé ãðàäèåíò i è ñêîðîñòü ïðîñà÷èâàíèÿ æèäêîñòè
u ìîä â ñå÷åíèè z � 400. Âåðîÿòíîñòü ãåíåðàöèè ÷àñòèö ñîñòàâëÿëà 60 %. Äëÿ
êàæäîé ïàðû i èç (13) è u ìîä âû÷èñëÿëñÿ êîýôôèöèåíò ôèëüòðàöèè k. Ïî-
ëó÷èâøàÿñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îêàçàëàñü ãèïåðáîëè÷åñêîé
(ðèñ. 5). Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò ôèëüòðàöèè k äëÿ èññëåäóåìîé
ìîäåëè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ïëîòíîñòè çàïîëíåíèÿ � ïîð. Òàêàÿ çà-
âèñèìîñòü õàðàêòåðíà äëÿ áîëüøèíñòâà åñòåñòâåííûõ ïîðèñòûõ ñðåä, äëÿ
êîòîðûõ îíà áûëà ïîëó÷åíà ýêñïåðèìåíòàëüíî [5].

Çàêëþ÷åíèå. Â õîäå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ÊÀ-ìîäåëüþ
RD-I ïîñòðîåíî ïîëå ñêîðîñòè ïðîñà÷èâàíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç ïîðèñòóþ ñðå-
äó. Ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâèå åå ñêîðîñòè ïðîñà÷èâàíèÿ è ñêîðîñòè, íàéäåííîé
ïî çàêîíó Äàðñè. Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ôèëüòðàöèè îò ïëîò-
íîñòè çàïîëíåíèÿ ñðåäû. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü RD-I ïîçâîëÿåò ðåøàòü
çàäà÷è â ïîðèñòûõ ñðåäàõ ñ òàêèìè æå çàòðàòàìè ìàøèííîãî âðåìåíè, êàê è
íå â ïîðèñòûõ ñðåäàõ.
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