
Ð Î Ñ Ñ È É Ñ Ê À ß À Ê À Ä Å Ì È ß Í À Ó Ê

ÑÈÁÈÐÑÊÎÅ ÎÒÄÅËÅÍÈÅ

À Â Ò Î Ì Å Ò Ð È ß

2006, òîì 42, ¹ 5

ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÄËß ÍÀÓ×ÍÛÕ
È ÏÐÎÌÛØËÅÍÍÛÕ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÉ

ÓÄÊ 62-50:519.2

Î ÍÅßÂÍÎÌ ÄÎÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÈ
È «ÏÐÀÂÎÑÒÎÐÎÍÍÈÕ» ÐÅØÅÍÈßÕ

ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ ÐÀÇÐÛÂÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ,
ÂÎÇÍÈÊÀÞÙÈÕ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ *

È. À. Ôèíîãåíêî

Èíñòèòóò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, Èðêóòñê

E-mail: fin@icc.ru

Ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ «ïðàâîñòîðîííèõ» ðåøåíèé äëÿ îäíîãî êëàññà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ ñèñòåìû Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà ñ
ðàçðûâíûìè óïðàâëåíèÿìè. Ñòðóêòóðà óïðàâëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ
çàäà÷è ñèíòåçà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè îáúåêòàìè íà îñíîâå ïðèí-
öèïà äåêîìïîçèöèè. Ïðåäëàãàåòñÿ íåÿâíûé ìåòîä îäíîçíà÷íîãî äîîïðåäå-
ëåíèÿ óïðàâëåíèé â òî÷êàõ ðàçðûâà. Èçó÷àþòñÿ îáùèå âîïðîñû ñóùåñòâîâà-
íèÿ «ïðàâîñòîðîííèõ» ðåøåíèé è èõ ñâîéñòâà: åäèíñòâåííîñòü, ïðîäîëæè-
ìîñòü, íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé è ïàðàìåòðîâ,
óñòîé÷èâîñòü.

Ââåäåíèå. Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîòîðîé â ðàçâåðíóòîé âåêòîðíîé ôîðìå èìåþò âèä
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ðàòè÷íîé ôîðìû îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé â âûðàæåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

73

* Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
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T� ( , ... , )1 çàäàåò óïðàâëÿþùèå ñèëû, ìàòðèöà B �

�
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b t q qij i j
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, 1
íå âûðîæäåíà. Ôóíêöèè a t qij ( , ) è b t q qij ( , , �) ïðåäïîëàãà-

þòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ.
Íà óïðàâëåíèå ui íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ âèäà

u H t q q i ki i� �( , , �), , ,1 (2)

ãäå H H t q qi i� �( , , �) 0 – íåêîòîðûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Âñå óêàçàííûå
âûøå óñëîâèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè â îáëàñòè �� �R k2 1 èçìåíå-

íèÿ ïåðåìåííûõ ( , , �).t q q
Ñòðóêòóðà óïðàâëåíèé ui îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé ñèíòåçà ñèñ-

òåì óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè íà îñíîâå ïðèíöèïà äåêîìïîçè-
öèè [1]: òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå óïðàâëåíèÿ ui , êîòîðûå (â ðàìêàõ íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé) îáåñïå÷èâàëè áû äîñòèæåíèå äâèæåíèÿ-
ìè ñèñòåìû (1) ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ (öåëåâîãî ìíîæåñòâà) âèäà
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Ïðèìåì �i i iq f t q� �� ( , ) è â êà÷åñòâå ìåðû îòêëîíåíèÿ äâèæåíèé ñèñòå-
ìû (1) îò ìíîæåñòâà (3) âûáåðåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
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Óïðàâëåíèå íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

ìèíèìóìà ïðîèçâîäíîé ��� â ñèëó ñèñòåìû (1) è èìååò âèä

u H i ki i i� � �sign� , , ,1 (5)

ïðè � i � 0, ãäå � �i i t q q� ( , , �) – íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.
(Òàêèå óïðàâëåíèÿ íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïî îòíîøåíèþ ê äåìïôèðî-
âàíèþ ôóíêöèè ��.)

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Îáû÷íî îãðàíè÷åíèå íà ðåñóðñ óïðàâëåíèÿ èìååò
âèä u ui i� max , ãäå ui max .� const Â òåîðèè ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé
çíà÷åíèÿ ui max íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè óñèëåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü
òàêæå è ïåðåìåííûìè âåëè÷èíàìè [2, ñ. 325]. Ïðèìåð ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ
ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ ïîäâîäíîãî àïïàðàòà ñ çàâèñÿùèì îò ñêîðîñòè êîýôôè-
öèåíòîì óñèëåíèÿ ìîæíî íàéòè â [3, ñ. 154]. Êðîìå òîãî, ê óðàâíåíèÿì âèäà
(1) ñ ìàòðèöåé B t q E( , ) � ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåêîòîðûõ ìåõà-
íè÷åñêèõ ñèñòåì ñ êóëîíîâûì òðåíèåì ñêîëüæåíèÿ (ñì. ðàçä. 3). Òîãäà ôóíê-
öèÿ H f Ni i i� , ãäå f i – êîýôôèöèåíòû òðåíèÿ, à Ni – îáîáùåííûå ðåàêöèè
ñâÿçåé ñ òðåíèåì. Êîýôôèöèåíòû òðåíèÿ ìîãóò çàâèñåòü îò ñêîðîñòè ñêîëü-
æåíèÿ, à òàêæå îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è âðåìåíè, åñëè ó÷èòûâàòü èçìåíåíèå
òåìïåðàòóðû òðóùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé è âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òðóùèõñÿ
òåë ñ ðàçíîé îáðàáîòêîé íà ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêàõ ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïîâåðõíî-
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ñòåé è ò. ï. [4, ñ. 90]. Ðåàêöèè ñâÿçåé â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèåé îò
ïåðåìåííûõ ( , , �).t q q Âñå âûøåèçëîæåííîå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïðåäïîëî-
æåíèå î ïîñòîÿíñòâå êîýôôèöèåíòîâ Hi ñóçèëî áû êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ
çàäà÷.

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Â çàäà÷àõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ñèñòåì òåë îáîá-
ùåííûå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ñèñòåìó, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ( , , �).t q q Êîýô-
ôèöèåíòû ìàòðèöû A t q( , ) ìîãóò áûòü ôóíêöèÿìè ïåðåìåííûõ ( , )t q [4,
ñ. 138]. Ñòðóêòóðà àêòèâíûõ ñèë Q t q qA ( , , �), äåéñòâóþùèõ íà ãîëîíîìíóþ

ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, äåòàëüíî îïèñàíà â [5, ñ. 92]. Îíè ìîãóò âêëþ÷àòü â
ñåáÿ ïîòåíöèàëüíûå ñèëû, ñèëû ðàäèàëüíîé êîððåêöèè, ñîïðîòèâëåíèÿ äåì-
ïôåðîâ è ñðåäû, íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è äðóãèå ñèëû, à òàêæå âîçìóùà-
þùèå ñèëû ëþáîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû. Ôóíêöèÿ g t q q( , , �) âîçíèêàåò ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû, ïðåäñòàâ-
ëåííîé óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà, è îïèñûâàåò îáîáùåííûå ãè-
ðîñêîïè÷åñêèå ñèëû è ïåðåíîñíûå ñèëû èíåðöèè [4, ñ. 93; 5]. Ñïîñîáû ïîëó-
÷åíèÿ èíôîðìàöèè î äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ (èíåð-
öèîííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ, âíåøíèõ ñèëàõ), ïðåäñòàâëåííîãî óðàâíåíèÿìè
(1), íå ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàííîé ðàáîòå. Íåêîòîðûå ïðîáëåìû, âîçíèêàþ-
ùèå ïðè îïèñàíèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè îáúåêòàìè âèäà (1),
îáñóæäàþòñÿ â [6]. Â äàííîé ðàáîòå ìû ñòðåìèìñÿ ïðèäàòü ôóíêöèÿì, îïè-
ñûâàþùèì ñèñòåìó (1), íàèáîëüøóþ îáùíîñòü.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ � � � � � � �� � � �( , ... , ) , ( , ... , ) , .1 1
1

n
T

n
T T TD B A C

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

� �� D T . (6)

Óñëîâèå ìèíèìóìà ïðîèçâîäíîé ��� ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ ui ïðè � i � 0
íå äàåò, ïîýòîìó óïðàâëåíèÿ ui ïðè óñëîâèè � i � 0 íå îïðåäåëåíû. Ñèñòåìà
(1) ñ óïðàâëåíèÿìè (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

Ïðèìåðîì òàêîé çàäà÷è ìîãóò ñëóæèòü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìíîãîçâåí-
íîãî ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà [6]. Öåëè óïðàâëåíèÿ ðàçíîîáðàçíû: ñòàáèëèçà-
öèÿ çàäàííîãî ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû, äâèæåíèå ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè è äð.

Â ñëó÷àå, êîãäà C A� � , ïîëó÷àåì çàêîí óïðàâëåíèÿ â âèäå

u H b q f t q i ki i ji

j

n

i i� � � �
�
�sign

1

1( � ( , )), , .

Åñëè ê òîìó æå B E� , òî u H q f t qi i i i� � �sign( � ( , )), i k�1, .Òàêèå óïðàâëåíèÿ

ðàññìàòðèâàëèñü â [1, 6, 7].
Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóþùèì îáðàçîì: îò ïåðåìåííîé �q ïå-

ðåéäåì ê íîâîé ïåðåìåííîé� ïî ôîðìóëå (6), îñòàâëÿÿ ïåðåìåííûå t è q áåç
èçìåíåíèÿ. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðèìóò âèä

~
( , , ) �

~
( , , ) ;

�

~
( , , ),

P t q R t q u

q F t q
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ãäå
~

[ ] ,
~ ~

( �) ( ),, ,P B A C A B R P J J q B g QT
t q

A� � � � �� � � �1 1 1 1
� � �

~
[ � ( )] �

, ,F C J J q A g Q CT
t q

A T� � � � ��� � �� � � �
1 1

2

– íåïðåðûâíûå âåêòîðíûå ôóíêöèè; J J J Jt q t q, , , ,, , ,� � � � – âåêòîðû ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïî t è ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî qi ôóíêöèé� i è �i ñî-
îòâåòñòâåííî. Âåêòîð óïðàâëåíèÿ îïðåäåëèòñÿ ôîðìóëîé (5). Âî âñåõ ìàòðè-
öàõ è ôóíêöèÿõ ïåðåìåííûå qi çàìåíåíû ïåðåìåííûìè � i.

Óðàâíåíèÿ (7) âõîäÿò â áîëåå îáùèé êëàññ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, êîòîðûé
áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ äàëåå:

P t x x R t x u( , ) � ( , ) ,� � (8)

ãäå x x xn
T� �( , ... , )1 âåêòîð ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ; P t x p t xij

n( , ) [ ( , )]� 1 – ñèì-

ìåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ n n� ìàòðèöà; R t x R t x( , ) ( ( , ), ...� 1

... , ( , ))R t xn
T � íåïðåðûâíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ; u u un

T� ( , ... , ) ,1 ui �
� � �H x H t xi i isign , ( , ) 0 – íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ, îáùèå ñâîéñòâà è
óñòîé÷èâîñòü «ïðàâîñòîðîííèõ» ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8) (îïðåäåëåíèå ïðà-
âîñòîðîííèõ ðåøåíèé äàåòñÿ â ðàçä. 1). Íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ èìåííî
ïðàâîñòîðîííèõ ðåøåíèé îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíè-
ÿì äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì îíè èìåþò ñîäåðæàòåëüíûé ôèçè÷åñêèé
ñìûñë: ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñêîðîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííîå
óñêîðåíèå.

1. Íåÿâíûé ìåòîä äîîïðåäåëåíèÿ ðàçðûâíûõ ñèñòåì. Â ïðàâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (8) âõîäÿò óïðàâëåíèÿ, ðàçðûâíûå íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ x i �0. Â
áîëåå îáùèõ ñèòóàöèÿõ óïðàâëåíèÿ ìîãóò áûòü ðàçðûâíûìè íà ãëàäêèõ ïî-
âåðõíîñòÿõ, êîòîðûå ïðè ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü ïðåîáðà-
çîâàíû â ïîäïðîñòðàíñòâà. Îäèí èç íàèáîëåå ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ îïðå-
äåëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè ñîñòîèò â èõ
âûïóêëîì ìíîãîçíà÷íîì äîîïðåäåëåíèè â òî÷êàõ ðàçðûâà è ïåðåõîäå ê óðàâ-
íåíèÿì â êîíòèíãåíöèÿõ (äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèÿì) [8]. Âïåðâûå
ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí â [9]. Ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèÿì (8) âûïóêëîå
ìíîãîçíà÷íîå äîîïðåäåëåíèå ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ

P t x x R t x U t x( , ) � ( , ) ( , ),	 � (9)

ãäå ìíîæåñòâîU U t x� ( , ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

U u u u u H x x u H xn i i i i i i i� � � � � � �


�
�


�
�

( , ... , ): , ; ,1 0 0sign .

Òîãäà ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8) ïîíèìàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ x t( ), ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ïî÷òè âñþäó óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ
(9). Ýòî íàèáîëåå îáùèé òèï àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé – ðåøåíèå
Êàðàòåîäîðè. Êëàññèôèêàöèÿ è ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðå-
øåíèé ðàçðûâíûõ ñèñòåì äàíû â [5, ñ. 272].
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Îòìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ
óðàâíåíèÿ (8) â îáùåì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê â òî÷êàõ ðàçðûâà ôóíê-
öèé ui íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî. Ïîýòîìó â
êëàññå ðåøåíèé Êàðàòåîäîðè ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ëèøü ðå-
øåíèé ñ îäíîñòîðîííèìè ïðîèçâîäíûìè. Â äàííîé ñèòóàöèè íàèáîëåå ïîä-
õîäÿùèìè ÿâëÿþòñÿ ïðàâîñòîðîííèå ðåøåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïîä ïðàâîñòîðîííèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8)
áóäåì ïîíèìàòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ x t( ), íàéäåííóþ íà íå-
êîòîðîì ïðîìåæóòêå [ , )t t0 1 è óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ
x t x( ) ,0 0� ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ D x t� ( ) êîòîðîé îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà

ñïðàâà è óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ

P t x t D x t R t x t U t x t( , ( )) ( ) ( , ( )) ( , ( ))� 	 � (10)

â êàæäîé òî÷êå t t t	 [ , ).0 1

Ïðàâîñòîðîííèå ðåøåíèÿ ðàçðûâíûõ ñèñòåì ñ îäíîé ïîâåðõíîñòüþ ðàç-
ðûâà èçó÷àëèñü â [5]. Åñëè òàêèõ ïîâåðõíîñòåé áîëüøå, òî âåêòîð ïðîèçâîä-
íîé ðåøåíèÿ íà èõ ïåðåñå÷åíèè çàäàåòñÿ â íåÿâíîì âèäå. Èçó÷åíèå ïðàâîñòî-
ðîííèõ ðåøåíèé â äàííîé ðàáîòå îñíîâàíî íà íåÿâíîì ìåòîäå äîîïðåäåëå-
íèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8), îïèñàíèå êîòîðîãî äàåòñÿ äàëåå.

Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé ïàðàìåòð z è îïðåäåëèì ôóíêöèè u t x zi
* ( , , ) â êàæ-

äîé òî÷êå ( , , )t x z ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
à) åñëè x i �0, òî u H zi i i

* � � sign äëÿ ëþáîãî z i � 0è u H Hi i i
* [ , ]	 � ïðîèç-

âîëüíî äëÿ zi �0;
á) åñëè x i � 0, òî u H xi i i

* .� � sign

Ñôîðìèðóåì âåêòîð u u un
T* * *( , ... , )� 1 è ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ u*,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì «à» è «á», îáîçíà÷èì U t x z* ( , , ).

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ( , )t x ñóùåñòâóåò åäèíñò-
âåííîå ðåøåíèå z t x( , ) ìíîãîçíà÷íîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

P t x z R t x U t x z( , ) ( , ) ( , , ).*	 � (11)

Äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (9) è äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

� ( , )x z t x� (12)

ýêâèâàëåíòíû, ò. å. èìåþò îäíè è òå æå ðåøåíèÿ.
Òåîðåìà 1 ñëåäóåò èç òåîðåì 1–3 ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû [10], åñëè çàìå-

òèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé âûøå ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ui
* ïðèìåíè-

òåëüíî ê óðàâíåíèþ (8) ñîîòâåòñòâóåò îáùåé íåÿâíîé ñõåìå äîîïðåäåëåíèÿ
ðàçðûâíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ âèäà � ( , , , ... , )x f t x u ur� 1 ñ êóñî÷íî-íåïðå-
ðûâíûìè óïðàâëåíèÿìè u t xi ( , ), ïðåäëîæåííîé â [10].

Òàê êàê äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (9) èìååò ðåøåíèÿ Êàðàòåîäîðè,
òî èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî è óðàâíåíèå (12) èõ òàêæå èìååò äëÿ ëþáûõ íà-
÷àëüíûõ äàííûõ ( , ).t x0 0 Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (12) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå íåÿâíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

P t x x R t x U t x x( , ) � ( , ) ( , , �).*	 � (13)
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2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 2. Ëþáîå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðàâîñòîðîííèì [10].
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèè p t x R t x H t xij i i( , ), ( , ), ( , ), ïðåäñòàâëåííûå â

(8), ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî-ëèïøèöåâûìè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x. Òîãäà
óðàâíåíèå (12) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðàâîé åäèíñòâåííîñòè, ò. å. äëÿ ëþáîé
òî÷êè ( , )t x0 0 ñóùåñòâóåò t t1 0� òàêîå, ÷òî êàæäûå äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(12) ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x t x( )0 0� ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ
t t t	 [ , )0 1 [10].

Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (10) è óðàâíåíèå
(8) èìååò òîëüêî ïðàâîñòîðîííèå ðåøåíèÿ. Êàê âèäíî èç (13), ôóíêöèè
u t xi ( , )â òî÷êàõ ðàçðûâà çàâèñÿò îò ïðîèçâîäíûõ � .x i Íî ýòî îáóñëîâëåíî ëèøü
ìåòîäîì äîîïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ (8). Áîëåå òîãî, íåÿâíûé ìåòîä äîîïðåäå-
ëåíèÿ óïðàâëåíèé ui , îïèñàííûé âûøå, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïî îòíîøå-
íèþ ê ñóùåñòâîâàíèþ ïðàâîñòîðîííèõ ðåøåíèé, ò. å. åñëè äëÿ ëþáîãî íà-
÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâóåò ïðàâîñòîðîííåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëü-
íîãî âêëþ÷åíèÿ (10), òî â êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
u t x u t x zi i( , ) ( , , ),*� ãäå z – ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî âêëþ÷åíèÿ (11). Â òåõ

ñèòóàöèÿõ, êîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå z �0, îíî îïðåäåëÿåò ýêâèâàëåíòíûå
óïðàâëåíèÿ u t x u t x

i i
eq ( , ) ( , , ),*� 0 êàê â ðàáîòå [11].

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (1), êîòîðîå îïèñûâàåò äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû. Âñå ñâîéñòâà ïðàâîñòîðîííèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8) ñïðàâåäëèâû
è äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Äîïîëíèòåëüíî ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó îá
óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà (3).

Ïóñòü B t x E( , ) � – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è C t q A t q� ( , ) ( , ).� Òîãäà óïðàâëå-
íèå ui â ôîðìóëå (5) ïðèìåò âèä u H q f t qi i i i� � �sign( � ( , )) è ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

a f g Qik

k

n
k k

j
j

n

j i i
A

q f t

f

t

f

q� �
�

� �
�

�

�

�
�

�

�
�
�

�

�
�
� � �

1 1

[ ]

� ( , )

� ( , )
, , .

q

i q f t q
H i k� �

�
1 (14)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà K S� è äëÿ ëþáîãî� �0ñóùå-
ñòâóåò  -îêðåñòíîñòü K  ìíîæåñòâà K òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðàâîñòîðîí-

íåãî ðåøåíèÿ x t q t q t( ) ( ( ), �( ))� óðàâíåíèÿ (1) ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

( , ( )) ( , ( ))t x t K t x t S0 0 	 ! 	 (15)

äëÿ âñåõ t t� �0 � èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x t( ). Áîëåå òîãî, çíà÷åíèÿ � è  
ìîãóò áûòü âûáðàíû íàñòîëüêî ìàëûìè, ÷òî âñå ýòè ðåøåíèÿ íà íà÷àëüíîì
ïðîìåæóòêå [ , )t t0 0 � � áóäóò îñòàâàòüñÿ â ïðîèçâîëüíîé "-îêðåñòíîñòè ìíî-
æåñòâà K .

Òåîðåìà 4 ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 5 âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû [9].
Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè ïðè óñèëåííîì íåðàâåíñòâå (14)

áûëî óñòàíîâëåíî â [7], ãäå ðåøåíèÿ ïîíèìàëèñü êàê ðåøåíèÿ Êàðàòåîäîðè.
Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïðàâîñòîðîííèõ ðåøåíèé äîñòàòî÷íî íåðàâåíñòâ (14).

Òåîðåìû 1–3 ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ïðàâîñòîðîííèå ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (8) ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ ïîëóíå-
ïðåðûâíîé ñâåðõó âûïóêëîé ïðàâîé ÷àñòüþ [8]. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ïîëó-
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íåïðåðûâíàÿ ñâåðõó çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ äàííûõ è ïðàâûõ
÷àñòåé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïåðåõîäèò â íåïðåðûâíóþ çàâè-
ñèìîñòü äëÿ ïðàâîñòîðîííèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8). Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé (íàïðèìåð, ëîìàíûå Ýéëåðà), ïîñòðîåííàÿ
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (9), áóäåò ñõîäèòüñÿ ê (åäèíñòâåííîìó
ñïðàâà) ïðàâîñòîðîííåìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (8). Äëÿ (8) áóäóò ñïðàâåäëè-
âû òåîðåìû î ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé íà ïðàâûé ìàêñèìàëüíûé ïðîìåæó-
òîê ñóùåñòâîâàíèÿ, òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè, ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ïðàâî-
ñòîðîííèõ ðåøåíèé è èíòåãðàëüíîé âîðîíêè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ, åñëè ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè èëè ñâÿç-
íûìè. Ôîðìóëèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè è
çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ. Îñîáî ìîæíî îòìåòèòü ñâîéñòâà ïðèáëèæåííûõ ðåøå-
íèé, äëÿ êîòîðûõ ó÷èòûâàþòñÿ íå òîëüêî ìàëûå èçìåíåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé
óðàâíåíèé â îáëàñòÿõ íåïðåðûâíîñòè, íî è ìàëûå èçìåíåíèÿ ãðàíèö ýòèõ
îáëàñòåé. Ñâîéñòâà òðàåêòîðèé è #-ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ äëÿ àâòîíîìíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà óðàâíåíèå (8) áåç èçìåíåíèé
[8, ñ. 59, 94]. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ (8) îáåñïå÷è-
âàåòñÿ âûïîëíåíèåì íåðàâåíñòâ R t H t i ni i( , ) ( , ), , ... , ,0 0 1� � äëÿ âñåõ t t� 0.

3. Çàìå÷àíèå î ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ ñóõèì òðåíèåì. Ê óðàâíåíè-
ÿì âèäà (1) ñ ìàòðèöåé B E� ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåêîòîðûõ ìå-
õàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ êóëîíîâûìè ñèëàìè òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, åñëè âìåñòî
Hi çàïèñàòü ïðîèçâåäåíèÿ f Ni i êîýôôèöèåíòîâ òðåíèÿ f i è ìîäóëåé íîð-
ìàëüíûõ ðåàêöèé Ni â òî÷êàõ ñîïðèêîñíîâåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ ïàð ñ òðå-
íèåì. Îáîáùåííûå ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ âûðàæàþòñÿ ôîðìóëîé

Q

f N q q

Q q Q f N

f N

i
T

i i i i

i
T

i i
T

i i

i i

�

� �

� �

sign

si

� , � ;

, � , ;

0

00 0

gnQ q Q f Ni
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i i
A

i i
0 0, � , ,� �




�

$
$

�

$
$

(16)

ãäå Q a q g Qi
T

ij

j j i

n

j i i
A0

1

� � �
� �
�

,

�� [ ] – îáîáùåííûå ñèëû òðåíèÿ ïðè îòíîñè-

òåëüíîì ïîêîå � .qi �0 Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè u Qi i
T� îïèñûâàþò îáîáùåí-

íûå ñèëû òðåíèÿ. Íî çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü ñëåäóþùåå. Ðåàêöèè ñâÿçåé ñ
òðåíèåì Ni äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèë òðåíèÿ Qi

T íåèçâåñòíû. Îíè ìîãóò áûòü

íàéäåíû èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ñ ìíîæèòåëÿìè è èçáûòî÷íûìè îáîáùåí-
íûìè êîîðäèíàòàìè ïðè ìûñëåííîì îñâîáîæäåíèè èñõîäíûõ óðàâíåíèé îò
ñâÿçåé, âûçûâàþùèõ èñêîìûå ðåàêöèè [4, ñ. 327; 12]. Òàêèì îáðàçîì, ê îïè-
ñàíèþ äâèæåíèÿ èñõîäíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ êóëîíîâûì òðåíèåì äî-
áàâëÿþòñÿ åùå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ îáîáùåííûõ ðåàê-
öèé ñâÿçåé. Òàêàÿ «ðàñøèðåííàÿ» ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä

a t q q g t q q Q t q q Q t qi s

s

k

s i i
A

i
T

, ( , ) �� ( , , �) ( , , �) ( , ,
�
� � � �

1

� , ), , ... , ,q N i k�1
(17)

a t q q g t q q Q t q q Nk j s

s

k

s k j k j
A

j�
�

� �� � � �, ( , ) �� ( , , �) ( , , �)
1

, , ... , .*j k�1
(18)
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Ìîäóëè íîðìàëüíûõ ðåàêöèé îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå Ni ïðè ñêîëüæåíèè

ïî ïðÿìîé ëèíèè è â âèäå N Nj l
2 2� , i k j l k	 	( , ... , ), , ( , ... , )*

*1 1 ïðè âðàùå-

íèè òåëà âîêðóã îñè (öèëèíäðè÷åñêîãî øàðíèðà) èëè ïðè ñêîëüæåíèè òî÷êè
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé.

Ñèñòåìà (17), (18) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèôè÷åñêóþ ñèñòåìó k k� * àë-

ãåáðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé
q t q t q tk( ) ( ( ), ... , ( )),� 1 N t N t N t

k
( ) ( ( ), ... , ( )).*� 1 Îáîáùåííûå óñêîðåíèÿ ��q �

� (�� , ... , �� )q qk1 âõîäÿò â ñèñòåìó íåÿâíî, à ðåàêöèè ñâÿçåé N N N
k

� ( , ... , )*1 –
íåÿâíî è íåëèíåéíî. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èçíà÷àëüíî
ÿâëÿåòñÿ íåÿâíîé äàæå â îáëàñòÿõ íåïðåðûâíîñòè îáîáùåííûõ ñèë òðåíèÿ.
Âûðàæàÿ ôóíêöèè Nj èç óðàâíåíèé (18) ÷åðåç îáîáùåííûå óñêîðåíèÿ è ïîä-
ñòàâëÿÿ èõ çàòåì â óðàâíåíèÿ (17), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìå çàïèñè
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû:

A t q q g t q q Q t q q Q t q q qA T( , )�� ( , , �) ( , , �) ( , , � , ��).� � � (19)

Ïðèâåäåíèå òàêèõ óðàâíåíèé ê ÿâíîé ôîðìå �� ( , , �)q G t q q� áåç äîïîëíèòåëü-
íûõ óñëîâèé íå âñåãäà âîçìîæíî è íå âñåãäà îäíîçíà÷íî. Ýòè âîïðîñû äå-
òàëüíî èçëîæåíû â ðàáîòå [12], ãäå ïðèâîäÿòñÿ òàêæå òåîðåìû î ñóùåñòâîâà-
íèè è ñâîéñòâàõ ïðàâîñòîðîííèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (19). Îòìåòèì, ÷òî
óðàâíåíèå (19) íå ÷òî èíîå, êàê íåÿâíàÿ ôîðìà çàïèñè èñõîäíûõ óðàâíåíèé
(17), (18).

4. Ïðèìåð Ïåíëåâå [13, 14]. Äâå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè åäèíè÷íîé ìàññû
ñîåäèíåíû íåâåñîìûì æåñòêèì ñòåðæíåì äëèíîé r �0. Îäíà èç íèõ ñêîëüçèò
ñ òðåíèåì âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ëèíèè Ox (åå êîîðäèíàòà – x ), à
äðóãàÿ äâèæåòñÿ áåç âíåøíåãî ñîïðîòèâëåíèÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòèOxy
ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè g (è ðåàêöèè ñòåðæíÿ). ÎñüOy íàïðàâëåíà âíèç,
% – óãîë îòêëîíåíèÿ ñòåðæíÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ îñè Ox. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû èìåþò âèä

2 2
1

2

�� sin �� � cos ;

sin ��

�� cos ;

x r r Q

r x r rg

T� � �

� � �

%% % %

% % %

r g N(��cos � sin ) .% % % %� � �2
12

(20)

Ñèëà òðåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q

Q x Q f N

T

T T

1

1
0

1
0

10

�

� �( , � , ��), � ( , � , ��) ( , �% % % % % % %åñëè è % %

% % % % % %

, ��) ;

( , � , ��) ( , � , ��),

�

�

�

f N Q

x Q

T
1 1

0

0

sign

åñëè è 1
0

1

1

T f N

f N x

( , � , ��) ( , � , ��) ;

( , � , ��) � ,

% % % % % %

% % %

�

� sign åñëè � ,x �




�

$
$
$

�

$
$
$ 0

(21)
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ãäå Q r rT
1

0 2( , � , ��) sin �� � cos% % % %% % %� � � – îáîáùåííàÿ ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ.

Àíàëèç óðàâíåíèé (20) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ çàäàííûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿ-
íèé îíè ìîãóò îïðåäåëÿòü ëèáî ñðàçó äâà äâèæåíèÿ, ëèáî íè îäíîãî. Ïåðâûé
ôåíîìåí òàêîãî ðîäà áûë îòêðûò Ïåíëåâå [8] è ÿâèëñÿ ïàðàäîêñîì, êîòîðûé
âûçâàë äèñêóññèþ è ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ ïàðàäîêñû Ïåíëåâå ñâÿçàíû ñ íåðàçðåøèìîñòüþ èëè íåîäíîçíà÷-
íîé ðàçðåøèìîñòüþ óðàâíåíèé (20) ñ ñèëàìè òðåíèÿ (21) îòíîñèòåëüíî
(��, ��, ).x N% 1 Îäèí èç ïîäõîäîâ, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé

ðàçðåøèìîñòè, îñíîâàí íà ïðåîáðàçîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû ê
îïåðàòîðíîìó âèäó è èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.
Äàëüíåéøèé àíàëèç óðàâíåíèé â ÿâíîé ôîðìå çàïèñè ïîçâîëÿåò â ðàìêàõ òåõ
æå ñàìûõ óñëîâèé äîêàçàòü òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâîñòîðîííèõ ðåøå-
íèé. Â îáùåì âèäå äàííûé ïîäõîä èçëîæåí â îáçîðíîé ðàáîòå [12]. Äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé (20) îòíîñèòåëüíî
��, ��,x N% 1 è óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâîñòîðîííåãî ðåøåíèÿ äëÿ ëþáûõ íà-

÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f � &
�

'
min

cos

sin cos

1
2 %

% %
2,8,

(22)

çàäàþùåå îöåíêó êîýôôèöèåíòó òðåíèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé ïàðàäîêñîâ
Ïåíëåâå íå âîçíèêàåò. Îòìåòèì, ÷òî èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé (20), èçëîæåí-
íîå â [13, 14], òàêæå ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó (22).

Çàêëþ÷åíèå. Ðåøåíèå âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðàâîé åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè ïðàâîñòî-
ðîííèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8), ê êîòîðîìó, â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäÿòñÿ è óðàâ-
íåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà ñ ðåëåéíûìè óïðàâëåíèÿìè (1), è óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ íåêîòîðûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ êóëîíîâûì òðåíèåì ñêîëüæå-
íèÿ. Èõ èññëåäîâàíèå áàçèðóåòñÿ íà íîâîé íåÿâíîé ñõåìå äîîïðåäåëåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.
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