
Ð Î Ñ Ñ È É Ñ Ê À ß À Ê À Ä Å Ì È ß Í À Ó Ê

ÑÈÁÈÐÑÊÎÅ ÎÒÄÅËÅÍÈÅ

À Â Ò Î Ì Å Ò Ð È ß

2007, òîì 43, ¹ 1

ÓÄÊ 519.234

Î ÍÅÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÅÒÎÄÀÕ
ÏÐÈÊËÀÄÍÎÃÎ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

Â. Ã. Àëåêñååâ

Èíñòèòóò ôèçèêè àòìîñôåðû èì. À. Ì. Îáóõîâà ÐÀÍ, ã. Çâåíèãîðîä Ìîñêîâñêîé îáë.

Äàí êðàòêèé îáçîð íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðèêëàäíîãî ñïåêòðàëüíîãî
àíàëèçà ñòàöèîíàðíûõ â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû êëàññè÷åñêàÿ ïåðèîäîãðàììíàÿ îöåíêà
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè f ( )� èññëåäóåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà è îöåíêà
òèïà Óýë÷à. Äàíû ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó ïàðàìåòðîâ îáåèõ
ðàññìàòðèâàåìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê.

Ââåäåíèå. Íåñìîòðÿ íà øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå âåéâëåòíîãî àíàëèçà,
ïðîáëåìà ïðèêëàäíîãî ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ (ÑÑÏ) íå òåðÿåò ñâîåé àêòóàëüíîñòè. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå äàí
êðàòêèé îáçîð íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðèêëàäíîãî ñïåêòðàëüíîãî àíà-
ëèçà ÑÑÏ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëåíî ïðàêòè-
÷åñêèì ðåêîìåíäàöèÿì, âûòåêàþùèì èç ðàáîò [1–11].

1. Êëàññè÷åñêàÿ ïåðèîäîãðàììíàÿ îöåíêà. Èòàê, ïóñòü { ( ),X k k �
� �0 1, , ...}– ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñðåäíèì
(ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì) X k( ) ,�0 êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé r k( ) �

� �X j X j k( ) ( ) è ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ

f r kik
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�2 1 e �

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïî N ïîñëåäîâàòåëüíûì îòñ÷åòàì ÑÑÏ X k( ) îöåíèòü
çíà÷åíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè f ( )� â òî÷êå � � �� �0 0[ , ]. Êëàññè÷åñêàÿ
ïåðèîäîãðàììíàÿ îöåíêà âåëè÷èíû f ( )�0 ñòðîèòñÿ â âèäå
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à ôóíêöèÿ AN ( ), ,� ��� íàçûâàåìàÿ îáû÷íî ñïåêòðàëüíûì îêíîì, îòâå÷àþ-
ùèì îöåíêå (1), ÷åòíà, îãðàíè÷åíà è íîðìèðóåòñÿ óñëîâèåì

A dN

�
 �( ) .� � 1

Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ AN ( )� ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

A h w hN N N( ) ( ),� �� 	1 (3)

ãäå h N – íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî 0� �h N � äëÿ
âñåõ íàòóðàëüíûõ N è

h Nh NN N� � � 
	( ) ( ),1 0 (4)

à âåñîâàÿ ôóíêöèÿ w x( ) ÷åòíà, îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì w x( ) �

�0, åñëè | | ,x �1 è w x dx

	
 �
1

1

1( ) .

Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ w x( ) è âåëè÷èíà 2hN îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ôîð-
ìó è øèðèíó ñïåêòðàëüíîãî îêíà AN ( ).� Ñîîòíîøåíèå (4) îçíà÷àåò, â ÷àñò-
íîñòè, ÷òî ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè N ñïåêòðàëüíîå îêíî AN ( )� âñå áîëåå
òåñíî êîíöåíòðèðóåòñÿ îêîëî íóëÿ. Âåëè÷èíó hN áóäåì èíîãäà íàçûâàòü òàê-
æå ìàñøòàáíûì ìíîæèòåëåì: ïðè çàäàííîé âåñîâîé ôóíêöèè w x( )îíà îïðå-
äåëÿåò âûáîð ìàñøòàáà âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé.

Ôîðìóëà (3) âìåñòå ñ ïîñëåäóþùèìè ïðåäïîëîæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè w x( ) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hN ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü îöåíêó (1)
âåëè÷èíû f ( )�0 â ñëåäóþùåì âèäå:

f h w I dN N

N

N
h

( ) ( ) .� � �
�

�
� �

0
1

2

0�
�

�
��

�

�
��

	

	


	
(5)

Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â ôîðìóëå (5) íå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷-
êè 0, òàê êàê, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, �0 0� .

Ñâîéñòâà ïåðèîäîãðàììû IN ( ),� îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (2), ìû ðàñ-
ñìàòðèâàòü íå áóäåì: èõ ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìîæíî íàéòè â [12, § 18] è [13,
Ïðèëîæåíèå 4.À]. Â äàííîé ðàáîòå óêàæåì ëèøü, ÷òî ïåðèîäîãðàììà IN ( )�
îöåíêîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñëóæèòü íå ìîæåò.

×òî æå êàñàåòñÿ âåñîâîé ôóíêöèè w x( ),òî íà åå âûáîðå îñòàíîâèìñÿ ïî-
äðîáíåå. Íàçîâåì ïîðÿäêîì âåñîâîé ôóíêöèè w x( ) íàèìåíüøåå ÷åòíîå ÷èñ-
ëî r � 2, äëÿ êîòîðîãî

x w x dxr

	
 �
1

1

0( ) .
(6)

Â ñëó÷àå r �2 ôóíêöèÿ w x w x( ) ( )� 2 ìîæåò áûòü êàê íåîòðèöàòåëüíîé, òàê è
çíàêîïåðåìåííîé. Òðè ïðîñòåéøèå âåñîâûå ôóíêöèè w x( ) âòîðîãî ïîðÿäêà
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ïðèâåäåíû â ðàáîòå [12, ñ. 203]. Âåñîâûå ôóíêöèè w x w xr( ) ( )� ïîðÿäêîâ
r � 4 6 20, , ... , ìîãóò áûòü íàéäåíû â [2, 6, 7], âñå îíè çíàêîïåðåìåííû.

Ñìûñë ïðèìåíåíèÿ âåñîâîé ôóíêöèè w x( ) ïîðÿäêà r �2 ñîñòîèò â òîì,
÷òî îíà óñòðàíÿåò ñìåùåíèå îöåíêè (5), âîçíèêàþùåå çà ñ÷åò âñåõ ïðîèç-
âîäíûõ f ( ) ( ),� � ãäå � ÷åòíî, �� r. Òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷åòû (ñì., íàïðèìåð, [2,

3, 5]) ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ìîæåò áûòü äî-
ñòèãíóò î÷åíü áîëüøîé âûèãðûø â òî÷íîñòè çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ âåñîâûõ
ôóíêöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ (ïîðÿäêîâ r �2).Ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì N ïîñòå-
ïåííî âîçðàñòàþò êàê ïîðÿäîê r îïòèìàëüíîé âåñîâîé ôóíêöèè w x( ), òàê è
äîñòèãàåìûé ñ åå ïîìîùüþ âûèãðûø â òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ. Ýêñïåðèìåí-
òàëüíîå èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè f ( )� íà
èñêóññòâåííî ìîäåëèðóåìûõ ðåàëèçàöèÿõ øåñòè ìîäåëåé ÑÑÏ ñ çàðàíåå èç-
âåñòíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ïîäòâåðæäàåò ýòîò òåîðåòè÷åñêèé âûâîä
[4, 6–8]. Çàìåòíûé âûèãðûø â òî÷íîñòè äîñòèãàåòñÿ óæå ïðè N � 213 [4] è òåì

áîëåå ïðè N � 2 216 19, è 222 [6, 7]. Â òî æå âðåìÿ ïðèìåíåíèå çíàêîïåðåìåí-

íûõ âåñîâûõ ôóíêöèé ïðè N � 211 (è òåì áîëåå ïðè N� 211 ) òðåáóåò áîëüøîé

îñòîðîæíîñòè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì N êàæäûé ïåðåõîä ê
âåñîâîé ôóíêöèè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà (ïåðåõîä îò r ê r �2) ñîïðîâîæäà-
åòñÿ âîçðàñòàíèåì îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ìàñøòàáíîãî ìíîæèòåëÿ h N . Ðà-
çóìååòñÿ, ïðèìåíåíèå âåñîâûõ ôóíêöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ òåðÿåò ñìûñë â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåò îñíîâàíèé ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü
f ( )� ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé. Íàïðèìåð, åñëè ìû íå çíàåì,
ñóùåñòâóþò ëè ïðîèçâîäíûå f ( ) ( ), ,� � ��1 ôóíêöèè f ( ),� îò ïðèìåíåíèÿ

çíàêîïåðåìåííûõ âåñîâûõ ôóíêöèé ñëåäóåò âîçäåðæàòüñÿ: ýòî ìîæåò ëèøü
óõóäøèòü êà÷åñòâî îöåíèâàíèÿ.

Îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ çàñëóæèâàåò ñëó÷àé, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî îöå-
íèâàåìàÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòü f ( )� ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èç êëàññà Lip� ,
ãäå 0 1� �� , ò. å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

f f K K( ) ( ) , ,� � � �
�

� 	 �� � � 	 �� � 


êàêîâû áû íè áûëè òî÷êè �� è ��� íà îòðåçêå�.Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â ðàáîòå [1]
ïðåäëîæåíà âåñîâàÿ ôóíêöèÿ

w x x x( ) ( ) ( | | ) , | | .� � 	 �1 1 2 1� �� (7)

Î÷åíü âûñîêàÿ îöåíêà âåñîâîé ôóíêöèè (7) äàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â [14, ãë. 3] è
[15, § 7].

2. Êëàññè÷åñêàÿ ïåðèîäîãðàììíàÿ îöåíêà. Óòî÷íåííûå ðåêîìåíäà-
öèè. Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ïðåäìåòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ áûëà ñòàòè-
ñòè÷åñêàÿ îöåíêà f N ( ),�0 îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (5). Èññëåäóÿ îöåíêó (5),
åå çàâèñèìîñòü îò âûáîðà âåñîâîé ôóíêöèè w x( ) è ìàñøòàáíîãî ìíîæèòåëÿ
h N , ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (5) âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè, âû÷èñëÿÿ îöåíêó f N ( )�0 ïî ôîðìóëå (5) íà êîìïüþòåðå,
ìû íåèçáåæíî çàìåíÿåì èíòåãðàë â åå ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðàëüíîé ñóììîé. Ê
âîçíèêàþùåé ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè íàèáîëåå ÷óâñòâè-
òåëüíû îöåíêè âûñøèõ ïîðÿäêîâ (ïîðÿäêîâ r �2).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ â çàäàííûõ óñëîâèÿõ âåñîâóþ ôóíêöèþ w xr ( )
ïîðÿäêà r �2,ìû îæèäàåì ñóùåñòâåííîãî âûèãðûøà â òî÷íîñòè çà ñ÷åò òîãî,
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÷òî äëÿ âñåõ ÷åòíûõ j, íå ïðåâîñõîäÿùèõ r 	2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

x w x dxj

	
 �
1

1

0( ) .
(8)

Åñëè æå â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (5) îêàæåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî (8)
âûïîëíÿåòñÿ íå òî÷íî, à ëèøü ïðèáëèæåííî, òî îæèäàåìûé âûèãðûø â òî÷-
íîñòè ìîæåò áûòü åñëè íå ïîëíîñòüþ, òî, ïî êðàéíåé ìåðå, ÷àñòè÷íî óòåðÿí.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè çàìåíû âåñîâîé
ôóíêöèè w xr ( ) ïîðÿäêà r �2íàáîðîì âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ{ ( )},w kr óäîâ-
ëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì w k w kr r( ) ( ),	 �

w kr

k

� �( ) ,1 (9)

k w k j rj

k

r� � � 	( ) , , ... , .0 1 1 (10)

Íàáîðû âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ { ( )},w kr óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
(9) è (10) äëÿ r � 4 6 8 10, , , , ìîãóò áûòü íàéäåíû â [10]. Âàæíî îòìåòèòü ïðè
ýòîì, ÷òî øèðèíà ñïåêòðàëüíîãî îêíà, îòâå÷àþùåãî êàæäîìó èç íàáîðîâ
{ ( )},w kr íå ôèêñèðóåòñÿ: øèðèíîé ñïåêòðàëüíîãî îêíà óïðàâëÿåò ïàðàìåòð
n, ïðèíèìàþùèé öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ.

Ïðåäëàãàåìàÿ íàìè çàìåíà âåñîâûõ ôóíêöèé w x( )íàáîðàìè âåñîâûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ { ( )},w k ðàçóìååòñÿ, íå áûëà ðåàëèçîâàíà â ðàáîòàõ [4, 6–8], âû-
ïîëíåííûõ çàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû [10]. È âñå æå ñóùåñòâåííûé âûèã-
ðûø â òî÷íîñòè çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ âåñîâûõ ôóíêöèé w xr ( ) ïîðÿäêîâ r �2
áûë äîñòèãíóò â ðàáîòàõ [4, 6, 7]. Íå ìîæåò áûòü ñîìíåíèé â òîì, ÷òî ýòîò âû-
èãðûø îêàçàëñÿ áû ãîðàçäî áîëåå âåñîìûì, åñëè áû çàìåíà âåñîâûõ ôóíêöèé
w xr ( ) ïîðÿäêîâ r � 4 6 8 10, , , ñîîòâåòñòâóþùèìè íàáîðàìè{ ( )}w kr áûëà ðåà-
ëèçîâàíà.

Îñòàëîñü óêàçàòü íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ ïðåäëî-
æåííûõ â [10] äèñêðåòíûõ íàáîðîâ{ ( )},w kr r �2 4 6 8 10, , , , , ïîëîæåíû ðàçëî-
æåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïîëèíîìèàëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ÿäåð òèïà Äæåêñî-
íà J xl n, ( ), áëàãîïðèÿòíûå ñâîéñòâà êîòîðûõ, ïî-âèäèìîìó, òðóäíî ïåðåîöå-
íèòü. Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÿäåð òèïà Äæåêñîíà îïèñàíû â [16,
ãë. II, § 3]. Ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ýòèõ ÿäåð ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðàáîòå
[17] äëÿ l �1 2 3 4, , , è â ðàáîòå [9] äëÿ l �5. Êðîìå òîãî, òî÷íûå ÷èñëîâûå çíà-
÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ÿäåð J xl n, ( ) äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé äâóìåðíîãî
ïàðàìåòðà ( , )l n ïðåäñòàâëåíû â [18–23]. Òåì ñàìûì ÷èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòü â ðÿäå ñëó÷àåâ ñóùåñòâåííî óñêîðèòü âû÷èñëåíèå èíòåðå-
ñóþùåãî íàáîðà âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ{ ( )}.w kr

3. Îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè. Ïîñòðîåíèå îöå-
íîê ïðîèçâîäíûõ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè f ( )� â îáùèõ ÷åðòàõ ïîäîáíî ïî-
ñòðîåíèþ îöåíêè ñàìîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè. Îöåíêó �-é ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè f ( )� â òî÷êå� � �� �0 0[ , ]áóäåì èñêàòü â âèäå

D f w I dN

N N

N
h h

�
�

�

�

� � �� � �
( ) ( ) .

!
0 1

2

0�
�

�
��

�

�
���

	


	
(11)

59



Çäåñü IN ( )� – ïåðèîäîãðàììà, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (2); h N – íåêîòîðàÿ
÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî 0� �h N � äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ N
è

h Nh NN N
� � � 
� 	( ) ( ),2 1 1 0�

à w x( ) – íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
w x( ) ,�0 åñëè | | , ( ) ( ) ( )x w x w x� 	 � 	1 1 � è

x w x dx
j

j

j

	
 �

� 	

�
�
�
 1

1
0 0 1

1
( )

, , ... , ;

, .

�

�

Ïîðÿäêîì âåñîâîé ôóíêöèè w x( ) íàçîâåì íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî r �
� �� 2 òîé æå ÷åòíîñòè, ÷òî è �, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6).

Êàê è ïðè îöåíèâàíèè ñàìîé ôóíêöèè f ( ),� ïðèìåíåíèå âåñîâûõ ôóíê-
öèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ (ïîðÿäêîâ r � �� 2)ìîæåò ïðèâåñòè çäåñü ê î÷åíü áîëü-
øîìó âûèãðûøó â òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ, åñëè òîëüêî îáúåì âûáîðêè N íå
ñëèøêîì ìàë è îöåíèâàåìàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü f ( )� ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íî ãëàäêîé (ìíîãîêðàòíî äèôôåðåíöèðóåìîé) ôóíêöèåé. ×èñëåííûå ýêñ-
ïåðèìåíòû [8] ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî çàìåòíûé âûèãðûø â òî÷íîñòè çà
ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ âåñîâûõ ôóíêöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìîæåò áûòü äîñòèãíóò
óæå ïðè N � 211. Äëÿ � �1 2 4 6 8, , , , è ðÿäà çíà÷åíèé r � �� 2 âåñîâûå ôóíêöèè

w x w xr( ) ( )� ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðàáîòàõ [6, 7, 24]. Êðîìå òîãî, â [11] äëÿ
� �1 2 3 4, , , è ðÿäà çíà÷åíèé r � �� 2 ïðèâåäåíû íàáîðû âåñîâûõ êîýôôèöè-
åíòîâ { ( )},w kr ïîçâîëÿþùèå óñòðàíèòü ïîãðåøíîñòü, âîçíèêàþùóþ ïðè
ïåðåõîäå îò òåîðåòè÷åñêîé îöåíêè (11) ê åå ìàøèííîé ðåàëèçàöèè.

×òî æå äàåò íàì âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè?
Òàê êàê ñìåùåíèå îöåíêè (5) r-ãî ïîðÿäêà (ò. å. èñïîëüçóþùåé âåñîâóþ ôóíê-
öèþ r-ãî ïîðÿäêà) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîèçâîäíîé
f r( ) ( ),�0 à äèñïåðñèÿ îöåíêè ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñàìîé ñïåêòðàëü-

íîé ïëîòíîñòè, ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü âìåñòå ñ îöåíêîé ôóíêöèè f ( )� âû-
÷èñëèòü è ñðåäíèé êâàäðàò îøèáêè îöåíèâàíèÿ, ðàâíûé ñóììå äèñïåðñèè
îöåíêè è êâàäðàòà åå ñìåùåíèÿ. Êðîìå òîãî, åñëè îöåíêà D f N

� �( ) âåäåò ñåáÿ

«ïëîõî» (ñèëüíî îñöèëëèðóåò) ïðè áîëüøèõ N, ýòî ìîæåò ñâèäåòåëüñò-

âîâàòü î òîì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ f ( ) ( )� � â èíòåðåñóþùåì íàñ ÷àñòîòíîì èíòåð-

âàëå íå ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ïðîâåðèòü è
óòî÷íèòü íàøè àïðèîðíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñòåïåíè ãëàäêîñòè
ôóíêöèè f ( ).�

4. Îöåíêà òèïà Óýë÷à. Ãîâîðÿ îá îöåíêå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè òèïà
Óýë÷à, ìû èìååì â âèäó âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ðàç-
áèåíèå âñåãî èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ äëèíû N íà êîíå÷íîå ÷èñëî íåïåðåêðû-
âàþùèõñÿ èëè ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ äëèíû M N� , âû-
÷èñëåíèå ïî êàæäîìó èç íèõ ïåðèîäîãðàììû è åå ïîñëåäóþùåå îñðåäíåíèå
ïî ÷èñëó ïîäûíòåðâàëîâ äëèíû M. Ïðè ýòîì âìåñòî ïåðèîäîãðàììû (2) èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïåðèîäîãðàììà I

M

B{ } ( ),� îïðåäåëÿåìàÿ ñîîò-

íîøåíèåì

I b k X k b k
M

B

k

M
ik

k

M
{ } ( ) ( ) ( ) ( )� ���

�

�
�

�

�
�

!

"
#

$

%� �
� �

1

2

2

1

2e &

	1

,
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ãäå B b k k M� �{ ( ), , ... , }1 – òàê íàçûâàåìîå îêíî äàííûõ, èñïîëüçóåìîå äëÿ
äîìíîæåíèÿ (íåðàâíîìåðíîãî âçâåøèâàíèÿ) ðåàëèçàöèè{ ( ), , ... , }.X k k M�1
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b k( )÷àùå âñåãî ïëàâíî óáûâàåò îò ñåðåäèíû îòðåçêà ðå-
àëèçàöèè ê åå êðàÿì, ÷åì äîñòèãàåòñÿ ñãëàæèâàíèå êðàåâ ðåàëèçàöèè è, â êî-
íå÷íîì ñ÷åòå, óìåíüøåíèå ñìåùåíèÿ ïåðèîäîãðàììû. Áîëüøîå ÷èñëî ðàçíî-
îáðàçíûõ îêîí äàííûõ B ìîæåò áûòü íàéäåíî â [14, 25–28]. Â ïðåäñòàâëåí-
íîé ðàáîòå, ñëåäóÿ [9], ìû èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå îêîí äàííûõ B ðàçëîæåíèÿ â
ðÿä Ôóðüå ÿäåð òèïà Äæåêñîíà J xl n, ( ), óæå óïîìÿíóòûõ â ðàçä. 2.

Ê ÷èñëó äîñòîèíñòâ îöåíêè òèïà Óýë÷à ñëåäóåò îòíåñòè, ïðåæäå âñåãî, åå
âûñîêóþ ïîìåõîçàùèùåííîñòü, ò. å. ñëàáóþ çàâèñèìîñòü åå ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ îò âîçìóùåíèé è âñïëåñêîâ íà óäàëåííûõ ÷àñòîòàõ, à òàêæå îò-
íîñèòåëüíî íåáîëüøîé îáúåì âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ åå
ïîëó÷åíèÿ.

Êàê è â ðàçä. 1, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èññëåäóåìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
X k( ) öåíòðèðîâàí, ò. å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ X k( ) ,�0 è ñòàöèîíàðåí â
øèðîêîì ñìûñëå. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÑÑÏ X k( ) ãàóññîâ. Äîïóñ-
òèì, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü f ( ),� áóäó÷è ïðîäîëæåííîé ïåðèîäè÷å-
ñêèì îáðàçîì çà ïðåäåëû îòðåçêà�, ïî êðàéíåé ìåðå, äâàæäû äèôôåðåíöè-
ðóåìà, ïðè÷åì

sup
�

��� � � 
f K( ) .

Ïóñòü � �� [ , ].0 Ïðåäëàãàåìóþ ìîäèôèêàöèþ îöåíêè ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòè òèïà Óýë÷à îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèåì

f QT a t b k X tL kN

t T

T

k m

m

( ) ( ) ( ) ( ) (
( ) ( )

� � �	

� 	 	

	

� 	 	

	

� �1

1

1

1

1

) .e ik��

�
�

�

�
�

2

(12)

Çäåñü a t t T( ) | | ,� 	1 | | ;t T�

b k b k J x dxl n
ikx

l n( ) ( ) ( ) ( ) ;, ,� � 	
2 1� e

�

Q Q b k J x dxl n

k m

m

l n� � �
� 	 	

	

� ,

( )

,( ) ( ) ;2 2

1

1
2�

�

m T L l, , , è n – öåëî÷èñëåííûå ïàðàìåòðû îöåíêè (12). Ïðè ýòîì äëèíà M
êàæäîãî èç íàøèõ ïîäûíòåðâàëîâ ðàâíà 2 1m	 , à îáùèé îáúåì âûáîðêè N �
� � 	 	2 2 1 1m T L( ) .

Ðàçóìååòñÿ, ïàðàìåòðû m T L l, , , è n íå ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèçâîëü-
íûé îáðàçîì. Îíè ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè è óñëîâèÿìè:T �1,
1 2 1� � 	L m , n �1, 1 5� �l è m l n� 	 �( ) .1 1 Ïîñëåäíåå èç ïðèâåäåííûõ âûøå
ñîîòíîøåíèé îáóñëîâëåíî òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
b k( ) ÿäðà J xl n, ( ) òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ äëÿ âñåõ k òàêèõ, ÷òî | | ( ).k l n� 	1
×òî æå êàñàåòñÿ íåðàâåíñòâà l � 5,òî îíî îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ìû ïîêà åùå
íå ðàñïîëàãàåì ðàçëîæåíèÿìè â ðÿä Ôóðüå ÿäåð J xl n, ( ) äëÿ l �5.
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Óñëîâèìñÿ, ÷òî ñèìâîë «~» áóäåò îáîçíà÷àòü â äàëüíåéøåì ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòü äâóõ âåëè÷èí. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ íàìè ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ

D f f f fN N N

n

TL
( ) ( ) ( ) ~ ( ),

{ [ ( )]}
� � � �

� � �
� 	

	 	2 2 22 2

3

sign

(13)

åñëè n �� 2, TL nl��12 è 2L n� .
Äëÿ îöåíêè æå (12) íåçàâèñèìî îò ïðåäïîëîæåíèÿ î ãàóññîâîñòè ÑÑÏ

X k( ) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

sup
� �

� �
�

	
[ , ]

( ) ( ) ~ ( ).
0

22f f K nN (14)

Ìîæíî ïîêàçàòü òàêæå, ÷òî äëÿ âñåõ l �1 5,... , ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (14) íå
ïðåâîñõîäèò 0 3 2 2, .K n�

Ôîðìóëàìè (13) è (14) îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè îöåíêè (12). Ìû çàìå÷àåì, ÷òî ïàðàìåòðû L è T âõîäÿò â ôîðìóëó
(13) ëèøü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ LT, êîòîðîå ïðèáëèæåííî ðàâíî N 2, åñëè
N M�� . Ïîýòîìó îò âûáîðà êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ L è T â îòäåëüíîñòè ìàëî
÷òî çàâèñèò (äî òåõ ïîð, ïîêà îñòàåòñÿ â ñèëå íåðàâåíñòâî 2L n� ).×òî æå êà-
ñàåòñÿ ïàðàìåòðà n, òî îò íåãî çàâèñèò î÷åíü ìíîãîå. Ïðè ìàëûõ n êâàäðàò
ñìåùåíèÿ îöåíêè (12) áóäåò ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèòü åå äèñïåðñèþ, îäíà-
êî ñ ðîñòîì n ïîëîæåíèå áûñòðî ìåíÿåòñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ n äèñïåðñèÿ îöåíêè (12) áóäåò óæå çàìåòíî ïðåâîñõîäèòü
êâàäðàò åå ñìåùåíèÿ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êðèòåðèåì êà÷åñòâà îöåíêè (12)
ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèé êâàäðàò îøèáêè îöåíèâàíèÿ, ñëåäóåò ïî âîçìîæíîñòè
ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òîáû äèñïåðñèÿ îöåíêè (12) è êâàäðàò åå ñìåùåíèÿ áûëè
îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Íàêîíåö, êîðîòêî êîñíåìñÿ âûáîðà ïàðàìåòðà l. Ñîãëàñíî ðåêîìåíäàöè-
ÿì ðàáîòû [9] ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ïåðåõîä îò l ê l �1âñåãäà æåëàòåëåí.

Çàêëþ÷åíèå. Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
ÑÑÏ, âíå âñÿêîãî ñîìíåíèÿ, òðåáóåò áîëüøîãî òåðïåíèÿ è èñêóññòâà. Çäåñü, ê
ñîæàëåíèþ, íåò îöåíêè, êîòîðàÿ «âî âñåõ ñëó÷àÿõ æèçíè» áûëà áû íàèëó÷-
øåé. Âûáîð òîé èëè èíîé îöåíêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñóùåñòâåííûì
îáðàçîì çàâèñèò îò îáúåìà âûáîðêè, îò àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèé èññëåäî-
âàòåëÿ îòíîñèòåëüíî ñòåïåíè ãëàäêîñòè îöåíèâàåìîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî-
ñòè è îò èçáðàííîãî èññëåäîâàòåëåì êðèòåðèÿ êà÷åñòâà îöåíêè. Ðåêîìåíäà-
öèè ïî âûáîðó ïàðàìåòðîâ îöåíîê ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè f ( )� è åå ïðîèç-
âîäíûõ, ñôîðìóëèðîâàííûå â ðàçä. 1–4 äàííîé ðàáîòû, ìîãóò ñëóæèòü ïîä-
ñïîðüåì èññëåäîâàòåëþ, ïðèñòóïàþùåìó ê ñòàòèñòè÷åñêîìó àíàëèçó òîãî
èëè èíîãî ÑÑÏ. Â îñíîâå ýòèõ ðåêîìåíäàöèé ëåæàò êàê òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷å-
òû, òàê è ðåçóëüòàòû ñåðèè øèðîêîìàñøòàáíûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
Çäåñü, ïî-âèäèìîìó, óìåñòíî óêàçàòü íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, íå ìîãóò áûòü íàéäåíû
íèêàêèì äðóãèì ñïîñîáîì. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò íåçàìåíèì.

Ðÿä âîïðîñîâ íåïàðàìåòðè÷åñêîãî ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ÑÑÏ îñòàëñÿ
çà ðàìêàìè äàííîãî îáçîðà. Ñëó÷àé ñèñòåìàòè÷åñêèõ ïðîïóñêîâ ( p ïðîïóñ-
êîâ ïîñëå êàæäûõ m îòñ÷åòîâ) â ðåàëèçàöèè ÑÑÏ X k( ) ðàññìîòðåí â ðàáîòå
[29]. Àñèìïòîòè÷åñêè (ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè) íåñìåùåííóþ îöåíêó
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ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè f ( )� óäàåòñÿ çäåñü ïîñòðîèòü, åñëè m p� . Ïðèåì,
ïîçâîëÿþùèé ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòü ìàñøòàá îöåíèâàåìîé ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòè â åå íàèáîëåå íèçêî÷àñòîòíîé ÷àñòè, ïðåäëîæåí â [30]. Íàêîíåö,
îöåíêè íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
f ( )� ìîãóò áûòü íàéäåíû â [31]. Ê ñîæàëåíèþ, â ôîðìóëå (7) ðàáîòû [31]
èìååòñÿ äîñàäíàÿ îïèñêà: âåëè÷èíó O n( )	1 â ïðàâîé åå ÷àñòè ñëåäóåò çàìå-

íèòü âåëè÷èíîé o n( ).	1
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