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Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê ìåòîäó èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì, ñîïðÿãàåìûì áåç
íàëîæåíèÿ, ïðè÷åì íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ ñòàâèòñÿ óñëîâèå Äèðèõëå íà âñåõ
èòåðàöèÿõ ïî ïîäîáëàñòÿì. Ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà èññëåäóåòñÿ
÷èñëåííî íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è.

Ââåäåíèå. Ìåòîä èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì ñëóæèò ñðåäñòâîì íàõîæäå-
íèÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðè äåêîìïîçèöèè ðàñ-
÷åòíîé îáëàñòè G íà ðÿä ïîäîáëàñòåé G K NK G( , ),�1 ãäå NG – çàäàííîå ÷èñ-

ëî, ÷òî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè ðàñ÷åòàõ â ãåîìåòðè÷åñêè ñëîæíûõ îáëàñ-
òÿõ, à òàêæå ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Áîëåå åñòåñò-
âåííûì îáðàçîì îáëàñòü G ðàçäåëÿåòñÿ íà ïîäîáëàñòè GK áåç íàëîæåíèÿ â
îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî àëüòåðíèðóþùåãî ìåòîäà Øâàðöà [1], ãäå ñîïðÿ-
æåíèå ïðîèñõîäèò ñ íàëîæåíèåì ïîäîáëàñòåé.

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïî ïîäîáëàñòÿì áåç íàëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü
â [2–5] (ñì. òàêæå áèáëèîãðàôèþ â ýòèõ ðàáîòàõ). Õàðàêòåðíûì äëÿ áîëü-
øèíñòâà ðàáîò ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ïðîöåññå ïðîâåäåíèÿ èòåðàöèé äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è â ïîäîáëàñòÿõ íà ãðàíèöå èõ ñîïðÿæåíèé ñòà-
âèòñÿ óñëîâèå, ñîäåðæàùåå íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ îò èñêîìîé ôóíêöèè.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ èòåðàöèé ïî
ïîäîáëàñòÿì, ñîïðÿãàåìûì áåç íàëîæåíèÿ, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè
îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ðàçíîñòü íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ
íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ. Ïðè ýòîì íà ãðàíèöå ñòàâèòñÿ óñëîâèå Äèðèõëå äëÿ
èñêîìîé ôóíêöèè. Äðóãèì ïîëåçíûì ñâîéñòâîì ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ îä-
íîâðåìåííîå ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ â ïîäîáëàñòÿõ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü
ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà.
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Îòìåòèì åùå îäíó âàæíóþ îñîáåííîñòü òàêîãî ïîäõîäà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ðåøåíèÿ â ïîäîáëàñòÿõ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû àäàïòèâíûå ñòðóêòóðèðîâàí-
íûå ñåòêè, à â öåëîì â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè – àäàïòèâíàÿ êâàçèñòðóêòóðèðîâàí-
íàÿ ñåòêà [6], ïðè÷åì ñåòêè â îòäåëüíûõ ïîäîáëàñòÿõ ìîãóò áûòü íåñîãëàñî-
âàííûìè.

Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñâèäåòåëüñòâóþùèå
î ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïî ïîäîáëàñòÿì.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îïèñàíèå àëãîðèòìà. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ �( ),T ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

L T g T T G l T� �( ) ( ), ; ( ) ,� � �
�

0 (1)

ãäå G – ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü; � – åå ãðàíèöà ( );G G� �� L – ýëëèïòè÷åñêèé
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð; l – îïåðàòîð ãðàíè÷íûõ óñëîâèé; T – òî÷êà íà-
áëþäåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ îáëàñòü G, íî èçëîæåííûé äàëåå àë-
ãîðèòì áåç ïðèíöèïèàëüíûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ è íà òðåõìåðíûé ñëó-
÷àé. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü äîñòàòî÷íî ãëàä-
êîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Ðàçîáüåì îáëàñòü G íà çàäàííîå ÷èñëî NG ïîäîáëàñòåé G K NK G( , )�1 è

îáîçíà÷èì ÷åðåç �n m, ( , , , )n m n m NG� �1 ãðàíèöó ñîïðÿæåíèÿ ïîäîáëàñòåé

Gn è Gm (ñì. ðèñóíîê), ïðè÷åì ïîëàãàåì� �n m m n, , .� Ïóñòü�– ìíîæåñòâî ïàð
èíäåêñîâ n m, , êîòîðûå îïðåäåëÿþò íåïîâòîðÿþùèåñÿ íåïóñòûå ìíîæåñòâà
�n m, (íàïðèìåð, íà ðèñóíêå �2 4, ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì). Â äàííîé

ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî �n m, ( , ).n m�� Ïóñòü P
K

( , )K NP�1 –

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö �n m, (ìàêðîóçëû), ãäå NP – ÷èñëî ìàêðîóçëîâ, à
� �

�
G n m

n m

�
�

,

,

� – îáúåäèíåíèå ýòèõ ãðàíèö. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

G G PK

K

N

K
K

N

G

G P

�
� �1 1

� � � � .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå �n m, â âèäå

( ) ( ) ,� �n m� (2)

( ) ( ) ,	 	 � 	 	� �n nn m (3)

ãäå n – íîðìàëü ê �n m, , à âåëè÷èíû â ñêîáêàõ îòíîñÿòñÿ ê ïîäîáëàñòÿì Gn è
Gm ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðàâëåíèå íîðìàëè â äàííîì ñëó÷àå íå âàæíî, íî äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì, ÷òî n – ýòî
âíóòðåííÿÿ íîðìàëü ïî îòíîøåíèþ ê
Gn. Óñëîâèÿ (2), (3) äîëæíû âûïîëíÿòü-
ñÿ ïðè ðåøåíèè èñõîäíîé çàäà÷è â G.
Åñëè æå íà �n m, çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ wn m, , òî óñëîâèå (2) âûïîëíÿ-
åòñÿ, à óñëîâèå (3) íåò. Ïðîèçâîäíûå â
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ôîðìóëå (3) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò wn m, .Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

f w f wn n m

n m

n

m n m

n mw w
( ) ; ( ),

,

,

,( ) ( )
�



�
��
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�� �




�

	

	

	

	

� �

n n

��


�
��

m

. (4)

Ñôîðìóëèðóåì èñõîäíóþ çàäà÷ó ïî îòûñêàíèþ ôóíêöèè �, ÿâëÿþùåéñÿ
ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1), ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî n m, � �
íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ wn m, , êîòîðàÿ îáåñïå÷èëà áû âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3).
Ýòî òðåáîâàíèå ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

F w f w f wn m n m n n m m n m, , , ,( ) ( ) ,� � �0 (5)

ãäå F W Wn m n m n m, , ,: � – îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Wn m, ôóíê-
öèé, îïðåäåëåííûõ íà �n m, .

Óðàâíåíèå (5) áóäåì ðåøàòü ïðèáëèæåííî. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì íà �n m,

ñåòêó �n m n m
k

n m n mT k M, , , ,{ , , }� � �� 1 ñ øàãàìè h s T s Tn m
k

n m
k

n m
k

, , ,( ) ( ) ,� � �� 1 0

k M n m�0, ,, ãäå Mn m, – çàäàííîå öåëîå ÷èñëî, à s Tn m
k( ), – äëèíà îòðåçêà

[ , ], ,T Tn m n m
k0 ãðàíèöû �n m, , îòñ÷èòûâàåìàÿ îò òî÷êè Tn m, .0 Îòìåòèì, ÷òî êîíöå-

âûå òî÷êè ãðàíèöû T Tn m n m

M n m

, ,, ,0 1�
íå ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ñåòêè �n m, . Ïóñòü

U n m, � ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé (âåêòîðîâ), îïðåäåëåííûõ íà �n m, ,

à u u u T k Mn m n m
k

n m n m
k

n m, , , , ,{ ( ), , }� � �1 – âåêòîð ïðîñòðàíñòâà Un m, .

Çàìåíèì çàäà÷ó (5) îòûñêàíèÿ ôóíêöèè wn m, íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà
ïðèáëèæåííîé çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè un m, äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà
ïóòåì ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

� �n m n m n mu f f n m, ,

~ ~
, , .� � � �0 (6)

Çäåñü �n m n m n mU U, , ,: � – îïåðàòîð;
~

{
~

} ,,f f Uk
n m� �� � ãäå

~
, , , , ,

~( ),

,f n m k Mk n m

k

n m

u

�

�

�
��




�
��



�
�� � �

	

	n
1

(7)

à ~� – ðåøåíèå ïðèáëèæåííîé çàäà÷è âî âñåé îáëàñòè G. Òåì ñàìûì ìû òðå-
áóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (2), (3) íå âî âñåõ òî÷êàõ T n m�� , , à ëèøü â òî÷êàõ
Tn m

k
n m, , .�� Ðàññìîòðèì ñåòêó � ��

�
n m

n m

,

,

,
�

� îïðåäåëåííóþ íà íåé ôóíêöèþ

u un m

n m

�
�

,

,

,
�

� à òàêæå îïåðàòîð �
�

�
�

� n m

n m

,

,

,� äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå

U U n m

n m

�
�

,

,

.
�

� Ââåäåì åäèíóþ íóìåðàöèþ k M�1, , ãäå M Mn m

n m

�
�
� ,

,

,
�

äëÿ

âñåõ óçëîâ Tk ñåòêè �è êîìïîíåíò uk âåêòîðà u. Òîãäà óðàâíåíèÿ (6) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà
u, îïðåäåëåííîãî â óçëàõ ñåòêè�:

� �u u� �( ) ,0 (8)
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ãäå� � �( ) { ( ), , }u u k Mk k� � �1 – âåêòîð-ôóíêöèÿ. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (8) äàåò çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå â òî÷êàõ Tk

óñëîâèÿì (2), (3), â êîòîðûõ òî÷íîå ðåøåíèå � ñëåäóåò çàìåíèòü ïðèáëèæåí-
íûì ðåøåíèåì ~.�

Ðåøåíèå ñèñòåìû îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Ñèñòåìó óðàâíåíèé (8)
áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè âèäà

u u� �
�

�� �� � �1 2 � , (9)

u
u

u

�

� � �

� � �

�

� �

�
�

�

�

�
�
 

! 

1

1 2 1 2

1 2

, ,

, .

åñëè

åñëè

� �

� �
(10)

Çäåñü � �0 1, , ... – íîìåð èòåðàöèè; � �� �� �{ }k U – âåêòîð, ñîäåðæàùèé çíà-

÷åíèÿ � k k M( , )�1 íà �-é èòåðàöèè; " – êàêàÿ-ëèáî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå U

âåêòîðîâ, îïðåäåëåííûõ íà�; � è � � – ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå ââåäå-
íû èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïàðàìåòð � ñëóæèò ñðåäñòâîì ñîãëàñîâà-

íèÿ ðàçìåðíîñòåé â ðàâåíñòâå (9):� � u � 0 , ãäå u � 0– õàðàêòåðíîå çíà÷å-

íèå uk . Ïàðàìåòð � � óïðàâëÿåò ñõîäèìîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîãî èòåðàöèîí-
íîãî ïðîöåññà è âû÷èñëÿåòñÿ êàê

�
�

�
�

�
� �

�
� ��

�

�
�

�

�

�
�
 

! 
1

1 2

1 21 2

, ,

( ) , ,

åñëè

åñëè

� �

� �
(11)

ãäå � 0 çàäàíî. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (9)–(11) ïðåêðàùàåòñÿ ïðè âûïîëíå-
íèè õîòÿ áû îäíîãî èç äâóõ óñëîâèé:

� �� # � #0 $ $; ,n
(12)

ãäå # – çàäàííàÿ ìàëàÿ âåëè÷èíà.
Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (9)–(11) èìååì âåêòîð u � �

� �{ , , }u k Mk
� 1 â óçëàõ Tk ñåòêè �. Ïîñòðîèì ïî ýòèì çíà÷åíèÿì ïðèáëèæà-

þùóþ ôóíêöèþ Z u T� �( , ), êîòîðàÿ äàåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè w T� ( ) â ëþáîé

òî÷êå ãðàíèöû ñîïðÿæåíèÿ ïîäîáëàñòåé �G , ò. å.

w T Z u T T G
� � �( ) ( , ), .� �� (13)

Çíà÷åíèÿ w T� ( ) áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè

ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü íà êàæäîì �-ì øàãå
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (9)–(11):

L T g T T G l TK K
K

~ ( ) ( ), ; ~ ( ) ,� �� �� � �
�

0 (14)

127



ãäå �K – ãðàíèöà ïîäîáëàñòè GK ; l K NK G( , )�1 – îïåðàòîð ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé, êîòîðûå áóäóò îïðåäåëåíû äàëåå. Ãðàíèöà êàæäîé ïîäîáëàñòè GK èìååò
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå % � &� � �K K n m, ñ ãðàíèöàìè ïîäîáëàñòåé�n m, è ìîæåò
èìåòü íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå %% � &� � �K K ñ ãðàíèöåé � � � �( ).K K K� % � %%
Òîãäà

l T
l T T

T w T T
K

K

K

~ ( )
~ ( ) ,

~ ( ) ( ) .
�

�

�
�

�

� �
�

� %%

� � %

�
�
!

ïðè

ïðè

�

�
(15)

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü, ÷òîáû ïîêàçàòü ñõîäèìîñòü
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (9)–(11) íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà'� �0,�

�
�1 â êâàäðàòå G x� � �{ ,0 1 0 1� �y }

ñ ãðàíèöåé �. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïîêðûâàëàñü êâàäðàòíîé ñåòêîé ( � �{ ,x x i

y y i j Nj� � �, , , }1 1( ñ øàãîì h N�1 ( è ðàçáèâàëàñü ëèíèÿìè x X I� , y YJ�

( , , , ),I N J Nx y� � � �1 1 1 1 ñîâïàäàþùèìè ñ ëèíèÿìè ñåòêè (, íà NG �

� N Nx y ïðÿìîóãîëüíûõ ïîäîáëàñòåé GK , ãäå N N Nx y( , , � 1 çàäàíû è ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñåòêè ( â îäíîì íàïðàâëåíèè è ÷èñëà
ïîäîáëàñòåé ïî x y, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñåòêà(ðàçáèâàëàñü íà ïîäñåòêè(K òàê, ÷òîáû óçëû(K ëåæàëè â ïîäîá-
ëàñòè GK .Óçëû ñåòêè(,ðàñïîëîæåííûå íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ ïîäîáëàñòåé
�G , îáðàçóþò ñåòêó �, êîòîðóþ ïðè òàêîì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ íàçîâåì ñî-
ãëàñîâàííîé ñ ñåòêîé(.

Íà ñåòêàõ(K çàäà÷è (14), (15) àïïðîêñèìèðîâàëèñü ñèñòåìîé ïÿòèòî÷å÷-
íûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé [7]. Òàê êàê çíà÷åíèÿ ôóíêöèè w� íåîáõîäèìû

äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ òîëüêî â òî÷êàõ Tk , äîñòàòî÷íî â (13) â êà÷åñòâå ïðè-
áëèæàþùåé ôóíêöèè ïîëîæèòü w T uk k

� �( ) .� Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó àëãåáðàè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé çàïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå:

A z b K NK K K G� �, , .1 (16)

Çäåñü AK – êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé ïîðÿäêà
(( ) ) (( ) );N N N Nx y( (� ) �1 1 zK – èñêîìûé âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðèáëèæåííîå ñåòî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (14), (15) â óç-
ëàõ (K ; bK – èçâåñòíûé íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (9)–(11)
âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè (âåðõíèé èíäåêñ �îïóñêàåì).

Ðåøåíèå êàæäîé ñèñòåìû (16) îñóùåñòâëÿëîñü íåÿâíûì ìåòîäîì Ïèñ-
ìàíà – Ðå÷ôîðäà, êîòîðûé íà êàæäîé *-é èòåðàöèè ( , , ... )* �1 2 òðåáóåò âû-
ïîëíåíèÿ äâóõ ïîëóøàãîâ:

z z A z A z b

z z

K K K x K K y K K

K K

* * * *

* *

+� � � �

�

� � � �

�

1 2 1 1 2 1

1 2

( );, ,

� � ��+ * *( ),, ,A z A z bK x K K y K K
1 2 (17)

ãäå + – çàäàííûé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð; A AK x K y, ,, – òðåõäèàãîíàëüíûå ìàòðè-
öû, îòâå÷àþùèå çà àïïðîêñèìàöèþ êðàåâîé çàäà÷è ïî x è y [7]. Èòåðàöèîí-
íûé ïðîöåññ (17) ïðîâîäèëñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
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z z
K K

* * #� $� 1
1 , ãäå #1 çàäàíî. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íà êàæäîì ïðèáëèæåíèè

(9)–(11) ïðîâîäèëèñü èòåðàöèè (17) äî ñõîäèìîñòè ñ òî÷íîñòüþ #1 , ò. å. îíè
ÿâëÿëèñü âíóòðåííèìè ïî îòíîøåíèþ ê âíåøíèì èòåðàöèÿì (9)–(11).

Íîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå â ôîðìóëå (7) àïïðîêñèìèðîâàëèñü ïðè ïîìî-
ùè ðàçíîñòíûõ ñîîòíîøåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Â êà÷åñòâå íîðìû

âçÿòà âåëè÷èíà a N ai

N

� 


�
�



�
��1 2

1

1 2

, ãäå a a i Ni� �{ , , }1 – âåêòîð.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà ðàçëè÷íûõ êâàäðàòíûõ ñåòêàõ
( ñ ÷èñëîì óçëîâ â îäíîì íàïðàâëåíèè N( � 32 è N( � 64 è ñ ïàðàìåòðàìè
ðàçáèåíèÿ íà ïîäîáëàñòè N Nx y, , , , .�1 2 4 8 Âíåøíèå èòåðàöèè ïðåêðàùà-
ëèñü ïðè äîñòèæåíèè òî÷íîñòè # � �10 3, à âíóòðåííèå èòåðàöèè – ïðè äîñòè-

æåíèè áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè # 1
610� � . Îòìåòèì, ÷òî óâåëè÷åíèå #1 , ò. å.

ñòðåìëåíèå ïðèáëèçèòü åãî ê # , ïðèâîäèëî ê íåïðåäñêàçóåìûì îøèáêàì â
÷èñëåííîì ðàñ÷åòå íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ (7) è, êàê ñëåäñòâèå, ê «ðàçáàë-
òûâàíèþ» èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (9)–(11), ïîýòîìó äàííîå çíà÷åíèå #1 ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîðîãîâûì. Ïðè âû÷èñëåíèè ïàðàìåòðà � â (9) ïîëàãàëîñü u �1. Â
òàáë. 1 ïðèâåäåíî ÷èñëî èòåðàöèé âíåøíåãî ïðîöåññà (9)–(11), êîòîðîå ïî-
òðåáîâàëîñü äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè, à â òàáë. 2 – âðåìåíà t ðàñ-
÷åòîâ íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel Celeron, 1700 ÌÃö.
Ïàðàìåòð+ â (17) ïîäáèðàëñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðèáëèçèòåëüíî îïòèìàëü-
íûì, åãî íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 2. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè,
÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ âíåøíèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (9)–(11) ñõîäèëñÿ ïðè
âûïîëíåíèè ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (12), ò. å. ïðè óìåíüøåíèè íîðìû íåâÿçêè
äî çàäàííîé âåëè÷èíû.

Èñõîäÿ èç òàáëèö ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
1. ×èñëî èòåðàöèé âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà óçëîâ N( ñåòêè (, òàê

êàê ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ M – ÷èñëî óçëîâ ñåòêè �, ÷òî îçíà÷àåò óâåëè-
÷åíèå ÷èñëà òî÷åê, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ äîñòè÷ü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (2), (3),
ò. å. ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ïðèáëèæåííîé çàäà÷è.

2. Ïðè ïîñòîÿííûõ N( ÷èñëî èòåðàöèé âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà
ïîäîáëàñòåé N N NG x y� , à ïðè ïîñòîÿííûõ N NG( , è ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ Nx è Ny îñòàåòñÿ âåëè÷èíîé îäíîãî ïîðÿäêà, ÷òî òàêæå ñâÿçàíî ñ âå-
ëè÷èíîé M.

3. Âèäíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ N N Nx y x y, � �
âðåìåíà ðàñ÷åòîâ ïðè âîçðàñòàíèè ÷èñëà

ïîäîáëàñòåé N NG x y� ,
2 ïàäàþò.

Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ÷èñëî
îïåðàöèé QK , íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (16) ñ òî÷-
íîñòüþ # 1 , àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî QK �
� N q RK

2
1(| ln | ),# ãäå N N NK x y� �( , ÷èñ-

ëî óçëîâ (K â îäíîì íàïðàâëåíèè, q – êîëè-
÷åñòâî îïåðàöèé âíóòðåííåãî èòåðàöèîííî-
ãî ïðîöåññà (17) â ðàñ÷åòå íà îäèí óçåë è çà

îäíó èòåðàöèþ, à R � � �
�,

lim ( )
|| ||

|| ||*

*

*
-

-
1

0
åãî
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Ò à á ë è ö à 1

NG N Nx y)
N N( ()

32 32) 64 64)

2 1 2) 45 72

4

2 2) 78 145

1 4) 60 110

8

2 4) 108 174

1 8) 116 221

16

4 4) 130 249

2 8) 128 245



àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
[7] (-* *� � �z z âåêòîð îøèáêè). Òîãäà

êîëè÷åñòâî îïåðàöèé Q íà îäíîé âíåø-
íåé èòåðàöèè (9)–(11) âûðàæàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: Q N q R� (

2
1(| ln | ).#

Çäåñü ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äîïîëíèòåëü-
íûìè äåéñòâèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ ðåàëè-
çàöèåé ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå (9). Â íàøåì
ñëó÷àå R O NK� ( ).1 Åñëè òî÷íîñòü #
ïðè ïðîâåäåíèè âíåøíåãî ïðîöåññà
(9)–(11) áûëà äîñòèãíóòà çà �e èòåðàöèé,
òî äëÿ ýòîãî ïîòðåáîâàëîñü îáùåå êîëè-

÷åñòâî îïåðàöèé Q N Nx y. (� ( ),
3 � #e q | ln |.1 Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷èñëî

âíåøíèõ èòåðàöèé �e ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ïîäîáëàñòåé ðàñòåò ìåäëåííåå,
÷åì Nx y, , êàê ñëåäóåò èç òàáë. 2, òî ÷èñëî Q. è, ñëåäîâàòåëüíî, âðåìÿ ñ÷åòà
óìåíüøàþòñÿ.

Çàêëþ÷åíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî-
êàçàëè ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà, íî ïðèâåäåííûé èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ òðåáóåòñÿ îïòèìèçèðîâàòü ïðè ïîìîùè ñîâðåìåííûõ ïîäõîäîâ [7],
äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ââåäåííîãî îïåðàòîðà �.
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Ò à á ë è ö à 2

NG N Nx y)

N N( ()

64 64)

�e + t, c

4 2 2) 145 10,0 15

16 4 4) 249 5,0 12

64 8 8) 429 2,5 9


