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Ðàññìîòðåí ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé
ãîðèçîíòàëüíîé íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ñóøêè îäíîðîäíîãî ñëîÿ ñêîøåííîé
òðàâû â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðîâåäåíû äèñêðåòèçàöèÿ âðåìåííîé
ïåðåìåííîé ïî ïàðàìåòðè÷åñêîé ñõåìå è ðåøåíèå íåëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû èòåðàöèîííûì ìåòîäîì íèæíåé ðåëàêñàöèè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòà-
òû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, èëëþñòðèðóþùèå ñõîäèìîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà
äàííîãî ìåòîäà.

Ââåäåíèå. Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ñóøêè ñëîÿ òðàâû
è ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïèñàíû â [1, 2]. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñóøêè ñëîÿ
ñêîøåííîé òðàâû (ÑÒ) â áåçðàçìåðíîé ïîñòàíîâêå. Äåëàþòñÿ ñëåäóþùèå
äîïóùåíèÿ:

– êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ìåæäó ñëîåì ÑÒ è ïðèçåìíûì ñëîåì àò-
ìîñôåðû óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
òðåòüåãî ðîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ êîíâåêòèâíîãî
òåïëîîáìåíà;

– äàâëåíèå P, òåìïåðàòóðà T è ïëîòíîñòü� ãàçîâîé ôàçû â ñëîå ÑÒ ñîâïà-
äàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìåòåîðîëîãè÷åñêèìè äàííûìè ( ,P Te e è �e ) äëÿ
äàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè è äàííîé ìåñòíîñòè;

– èçëó÷åíèå â ñëîå ÑÒ ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Áóãåðà – Ëàìáåðòà;
– èñïàðåíèå ñâÿçàííîé âîäû è êàïåëåê âîäû, ïðèëèïøèõ ê ýëåìåíòàì ÑÒ,

îïèñûâàåòñÿ îäíèì è òåì æå çàêîíîì Ãåðöà – Êíóäñåíà.
Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàíî äîïóùåíèå î òîì, ÷òî íà êàæäîì ó÷àñòêå èìå-

åòñÿ îòíîñèòåëüíî îäíîðîäíûé ïî ñâîèì ìåõàíè÷åñêèì è ôèçè÷åñêèì ñâîé-
ñòâàì íàïî÷âåííûé ïîêðîâ ÑÒ. Â ðàáîòå [2] ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ óïðîùåííàÿ
ìîäåëü äàåò ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Áåçðàçìåðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ
ïðîöåññ ñóøêè òðàâû, ïðè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå äîïóùåíèÿõ èìååò âèä
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
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(Èíäåêñ w ïðèïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðàì ñîñòîÿíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñêîøåííîé
òðàâû.)
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� 2H . Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû: èñêîìûå ôóíê-

öèè � s x t x t( , ), ( , )2 – òåìïåðàòóðà è âëàæíîñòü íàïî÷âåííîãî ñëîÿ òðàâû
ñîîòâåòñòâåííî (êîîðäèíàòà x íàïðàâëåíà íîðìàëüíî ê ïîâåðõíîñòè çåìëè);
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ðèçóþùàÿ îáúåìíóþ òåïëîåìêîñòü âîäû; � � � � � 2 1 1H – îòíîñèòåëüíûé
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*exp( ( )) – âåëè÷èíû, êîòîðûå õàðàê-

òåðèçóþò ïðèòîê ëó÷èñòîé ýíåðãèè, êîýôôèöèåíò ÷åðíîòû ñëîÿ è òåïëî-
âîé ýôôåêò èñïàðåíèÿ âîäû ñîîòâåòñòâåííî; Bi0 0 1 1� ( )� � h H è Bi �
�� � e Hh 1 1 – êðèòåðèè Áèî, õàðàêòåðèçóþùèå èíòåíñèâíîñòè êîíâåê-
òèâíîãî òåïëîîáìåíà ìåæäó ñëîåì ÑÒ è ïî÷âîé è òåïëîîáìåíà ìåæäó ñëîåì
ÑÒ è ïðèçåìíûì ñëîåì àòìîñôåðû ñîîòâåòñòâåííî; c c k0 1� �exp( ), d 0 �
� �d kexp( )1 – âåëè÷èíû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ïðèòîê ëó÷èñòîé ýíåðãèè è

êîýôôèöèåíò ÷åðíîòû ñëîÿ ÑÒ; �
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k k h1 1 1� � –

çíà÷åíèÿ îáúåìíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîîáìåíà è êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ
èçëó÷åíèÿ.

Ïåðå÷èñëåííûå áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ñîñòàâëåíû èç ñëåäóþùèõ ðàç-
ìåðíûõ âåëè÷èí: �s – êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè êîíäåíñèðîâàííîé
ôàçû â ñëîå ÑÒ; T* – òåìïåðàòóðà ïî÷âû â íà÷àëüíûé ìîìåíò; Te – òåìïåðàòó-
ðà àòìîñôåðû; � e è � 0 – êîýôôèöèåíòû òåïëîîáìåíà íà âåðõíåé è íèæíåé
ãðàíèöàõ ñëîÿ ñîîòâåòñòâåííî; � �v � e s – êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî êîíâåê-
òèâíîãî òåïëîîáìåíà; s – óäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ìàêðîïîð; � i pi iC, , –
ïëîòíîñòè, òåïëîåìêîñòè è îáúåìíûå äîëè ñóõîãî îðãàíè÷åñêîãî âåùåñòâà
( )i �1 è ñâÿçàííîé ñ íèì âîäû ( );i �2 1H – íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îáúåìíîé
äîëè ñóõîãî îðãàíè÷åñêîãî âåùåñòâà; E � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè, õàðàêòåðèçóþ-
ùàÿ èñïàðåíèå ñâÿçàííîé âîäû; R – óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ;
  sw w w� �1 2 – îáúåìíûå äîëè êîíäåíñèðîâàííîé ôàçû íà âåðõíåé è íèæ-
íåé ãðàíèöàõ ñëîÿ ÑÒ; q2 – òåïëîòà èñïàðåíèÿ åäèíèöû ìàññû âîäû; A – àëü-
áåäî ñëîÿ ðàñòèòåëüíûõ ãîðþ÷èõ ìàòåðèàëîâ; P e2 – ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå
ïàðîâ âîäû; P P E RTs2 02* exp( ( ))� � – äàâëåíèå íàñûùåííûõ ïàðîâ;� – óãîë
ìåæäó ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ è ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòüþ;  s –
êîýôôèöèåíò ÷åðíîòû ñëîÿ;! – ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà – Áîëüöìàíà; Jw – ïëîò-
íîñòü ïîòîêà äëèííîâîëíîâîãî èçëó÷åíèÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå ñëîÿ ÑÒ; k1 –
êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ èçëó÷åíèÿ â ñëîå ðàñòèòåëüíûõ ãîðþ÷èõ ìàòåðèà-

ëîâ; k P V M R02 02 2� A � – ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà ( ,A P02 – ïîñòîÿííûå

ìíîæèòåëè, îïðåäåëÿåìûå ýêñïåðèìåíòàëüíî, V – îáúåì ýôôåêòèâíîãî ýëå-
ìåíòà, M – ìîëåêóëÿðíàÿ ìàññà âîäû).

Ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Çàïèøåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé (1) â ñëåäóþùåì âèäå:
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Ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè íà÷àëüíûå äàííûå �s x t s x( , ) ( ),� �0 0

 2 10( , ) ( )x t s x� � è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
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Ïåðåïèøåì ïåðâîå óðàâíåíèå èç ñèñòåìû (3) â âèäå (ñìåøàííàÿ ïîñòàíîâêà
[3, 4])

� � � � � � � �� � �x M t B fs s( ) , (4)

� �� � � �D xs( ). (5)

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè (3) ââåäåì íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó
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Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ (4) è (5) ïî èíòåðâàëàì [ , ],x xi i� �1 2 1 2 [ , ]x xi i � 1

ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ [5]
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Èñïîëüçóÿ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ ôóíêöèè g â (7), ïîëó÷èì

� � $ $i i i i i i i i i i ih h g h g h g� � � � � �� � � � � � �1 2 1 2 1 1 1 13 8[ ( ) ] , O h( ).3 (9)

Àïïðîêñèìèðóÿ èíòåãðàë â (8), áóäåì èìåòü
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Çàïèñàâ ïîäîáíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ �i � 1 2 è ïîäñòàâèâ åãî â (9), ïîëó÷èì
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Äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåíè ïðîâîäèòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå:
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîòîê ó÷èòûâàþòñÿ äîáàâëåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü
çíà÷åíèÿ ïîòîêà íà ãðàíèöå.

Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
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n k( , , ) ( ) ,, , ,�   " �� � � � �� �1

2

1
2

1 2 1 1

g M I A f fn n
n

n
s
n n n� � � � � �� �(( ) ( ) ) ( ) ,1 2 11 1" � � � �

g I C f fn
n

n
s

n n n
2 2 2

1
21 1 1� � � � � ��(( ) ( ) ( )) ( ) ," � �  � �

K I Cn
n k

s� � � �( ) ( ).,1 1 1" � �

Ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé è îáðàùàåòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè.
Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè óñëîâèè

max{| | , | |} ., , , ,  � �  
2

1 1

2

1 1 1 1n k n k
s
n k

s
n k� � � � � �� � �

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è ðåøàëàñü ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé

M D B x f x ts s
s s

t x x
( ) ( ) ( , , ) ( , )   � �

� �
2 2 2

�

�

�

�

�

�
� �

�
�

�

�
� � � ,
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�

�
� � � � � � � �


� 2

2 2 0 0 1
t

C f x t t T x Ts( ) ( , ), , , 1,28,

ãäå M D( ) ; ( ) ;   2 2 2 21 1� � � �

B x xs s s s s( , , ) [ ( ) ]exp( ) [exp( ( ) � �  � � �2
4

21 1 1 1 1� � � � � � � ) � 0,5];

C s s s s( ) ( )[exp( ( ))�  � � �� � � � �2 1 1 0,5].

Äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé âûáèðàëèñü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ � s � �0 5,
�exp( ) ,x t 3 2 � xt,ïðàâûå ÷àñòè f è f 2 ñîîòâåòñòâîâàëè ýòèì ôóíêöèÿì. Ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ ÿâëÿëèñü óñëîâèÿìè Äèðèõëå è íàõîäèëèñü èç àíàëèòè÷å-
ñêîãî ðåøåíèÿ òàê æå, êàê è íà÷àëüíûå äàííûå. Ñåòêà ïî ïðîñòðàíñòâó âûáè-
ðàëàñü ðàâíîìåðíîé.

Â òàáë. 1, 2 ïðåäñòàâëåíû âåëè÷èíû îøèáîê ðåøåíèé �s è 2 â ðàâíî-
ìåðíîé ñåòî÷íîé íîðìå.

Äëÿ ýòîãî æå óðàâíåíèÿ, íî ñ äðóãèìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè �s �
� � �0 5 0 5 2 3, exp[( , ) ] ,x t 2

2 30 5� �( , )x t è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ( )1 2� %
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Ò à á ë è ö à 1

N h

"

0,02 0,01 0,005 0,0025

8 1,24 & �10 3 1,17 & �10 3 1,15 & �10 3 1,14 & �10 3

16 3,81 & �10 4 3,10 & �10 4 2,93 & �10 4 2,88 & �10 4

32 1,66 & �10 4 9,54 & �10 5 7,77 & �10 5 7,33 & �10 5

64 1,13 & �10 4 4,16 & �10 5 2,38 & �10 5 1,94 & �10 5

128 9,92 & �10 5 2,82 & �10 5 1,04 & �10 5 5,96 & �10 6

256 9,59 & �10 5 2,48 & �10 5 7,04 & �10 6 2,60 & �10 6

Ò à á ë è ö à 2

N h

"

0,02 0,01 0,005 0,0025

8 2,04 & �10 5 8,35 & �10 6 5,67 & �10 6 5,00 & �10 6

16 1,92 & �10 5 5,11 & �10 6 2,10 & �10 6 1,42 & �10 6

32 1,92 & �10 5 4,79 & �10 6 1,28 & �10 6 5,24 & �10 7

64 1,92 & �10 6 4,79 & �10 6 1,20 & �10 6 3,19 & �10 7

128 1,92 & �10 6 4,79 & �10 6 1,20 & �10 6 2,99 & �10 7



% �
�

�

�
�s

x
'

(� îïðåäåëÿåòñÿ èç àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ) îøèáêè ðåøåíèÿ

ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3, 4 (â ïåðâîé ñòðî÷êå äëÿ �s , âî âòîðîé äëÿ 2 ).
Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþò ñõîäèìîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà

äàííîãî ìåòîäà.
Çàêëþ÷åíèå. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà

êîíå÷íûõ îáúåìîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé ãîðèçîíòàëüíîé íå-
ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ñóøêè îäíîðîäíîãî ñëîÿ ÑÒ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò. Ïîêàçàíî, ÷òî íåëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ
ýòèì ìåòîäîì, àïïðîêñèìèðóåò ñî âòîðûì ïîðÿäêîì áåçðàçìåðíóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé (1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2) è íà÷àëüíûìè äàííûìè.
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Ò à á ë è ö à 3

N h

"

0,02 0,01 0,005 0,0025

1024
4,36 & �10 4

5,09 & �10 5

1,10 & �10 4

1,27 & �10 5

2,81 & �10 5

3,18 & �10 6

7,75 & �10 6

7,93 & �10 7

Ò à á ë è ö à 4

"
N h

16 32 64 128

7,8125 & �10 5
3,58 & �10 3

2,81 & �10 6

1,07 & �10 3

1,13 & �10 6

2,89 & �10 4

3,38 & �10 7

7,53 & �10 5

9,14 & �10 8


