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Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ
ïîëåé äëÿ òðåõìåðíûõ îáëàñòåé, âêëþ÷àþùèõ íåîäíîðîäíûå ïðîâîäÿùèå ñðå-
äû. Çàäà÷è ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷
ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì. Íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíà ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ.

Ââåäåíèå. Ìåòîäû èìïóëüñíîé ýëåêòðîðàçâåäêè ðåãèñòðèðóþò ïðîöåñ-
ñû ñòàíîâëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî èñõîäíîãî
ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïî õàðàêòåðó ñòàíîâëåíèÿ ïîëåé ñóäÿò îá ýëåêò-
ðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ñðåä. Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ïîëåé èãðàåò ðîëü íà-
÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïîñòàíîâêà ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ýëåêòðîðàçâåäêè, àäàïòèðî-
âàííàÿ ê ïîñëåäóþùåìó ðåøåíèþ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è. Íà÷àëüíûå ïîëÿ,
êàê ïðàâèëî, ñîçäàþòñÿ èñòî÷íèêàìè, èìåþùèìè ñóùåñòâåííî ìåíüøèå ðàç-
ìåðû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòüþ. Ýòîò ôàêò ïðèâîäèò ê âà-
ðèàöèîííûì ôîðìóëèðîâêàì êðàåâûõ çàäà÷ ñ íåîãðàíè÷åííûìè ôóíêöèîíà-
ëàìè è òðåáóåò âûäåëåíèÿ îñîáåííîñòåé ïðè èõ ÷èñëåííîì ðåøåíèè. Èñòî÷-
íèêè ïîëåé ðàñïîëàãàþòñÿ ëèáî íà ïîâåðõíîñòè çåìëè, ëèáî â ñêâàæèíàõ. Â
ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèé ìîðñêîãî äíà
[1], â ýòîì ñëó÷àå èñòî÷íèê ïîëåé ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî â
ïðîâîäÿùåé ñðåäå – ìîðñêîé âîäå. Îáëàñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ ïîëåé âêëþ÷àåò â ñåáÿ âîçäóõ è ïðîâîäÿùèå ñðåäû.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñòàöèîíàðíî-
ãî èñòî÷íèêà áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âèäå âåê-
òîðíîãî ïîòåíöèàëà â ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ è ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà â íåïðî-
âîäÿùèõ ñðåäàõ. Òàêîé ïîäõîä áûë ïðèìåíåí â ðàáîòå [2] äëÿ ðåøåíèÿ íåñòà-
öèîíàðíûõ çàäà÷. Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìîñòü âêëþ÷åíèÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé êàëèáðîâî÷íîãî óñëîâèÿ
âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà â ÿâíîì âèäå. Ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé áó-
äåì îñóùåñòâëÿòü ñ ïðèìåíåíèåì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Â äàííîé ðàáîòå

22



èñïîëüçóåòñÿ êàëèáðîâî÷íîå óñëîâèå êóëîíîâñêîãî òèïà, êîòîðîå îáåñïå÷è-
âàåò íåïðåðûâíîñòü ïîòîêîâ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ÷åðåç ãðàíèöû ðàçäåëà
ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè. Ýòî ïîçâîëèò
â äàëüíåéøåì äëÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è âûäåëèòü èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
çàäà÷ó äëÿ ñêàëÿðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñêà-
ëÿðíûõ íåèçâåñòíûõ ïðèìåíÿþòñÿ ñêàëÿðíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû âòîðîãî
ïîðÿäêà, à äëÿ âåêòîðíûõ íåèçâåñòíûõ – âåêòîðíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû
Íåäåëåêà âòîðîãî òèïà [3, 4]. Âåêòîðíûå âàðèàöèîííûå ïîñòàíîâêè, âêëþ-
÷àþùèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè ñ ñåäëîâîé òî÷êîé. Â äàí-
íîé ðàáîòå ñòðîèòñÿ àëüòåðíèðóþùèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è, îñíîâàííûé íà
ðàçäåëüíîì ðåøåíèè áîëåå ïðîñòûõ ÷àñòíûõ çàäà÷ ñ ñèììåòðè÷íûìè îïåðà-
òîðàìè â ïîäîáëàñòÿõ ñ ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèåì ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäè-
ìîñòè, ñ îäíîé ñòîðîíû, è â íåïðîâîäÿùåé îáëàñòè – ñ äðóãîé. Òåîðåòè÷åñêîå
îáîñíîâàíèå äàííîãî ïîäõîäà èçëîæåíî â [5].Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñò-
âà H 1 ( ), ( , )� �H rot è èõ ïîäïðîñòðàíñòâà îïèñàíû â [6].

Öåëüþ ïðåäëàãàåìîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ
ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàñïîëîæèì ñèñòåìó êîîðäèíàò ( , , )x y z òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü çåìëè íàõîäèëàñü â ïëîñêîñòè z �0, à îñü z íà-
ïðàâëåíà èç çåìëè â âîçäóõ. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü� � R 3 ðàçáèòà

íà îòêðûòûå ïîäîáëàñòè �k òàê, ÷òî � �� k

k

,� ãäå �k îáîçíà÷àåò çàìûêà-

íèå ìíîæåñòâà � k . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîäîáëàñòè � k îäíîðîäíû ïî ñâîèì
ôèçè÷åñêèì ñâîéñòâàì, îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîñòîÿííûìè çíà÷åíèÿìè
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè �k è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè � k . Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî âîçäóõ ÿâëÿåòñÿ ïîäîáëàñòüþ � 0 , à ïîäîáëàñòü �1 ãðàíè÷èò ñ ïîä-
îáëàñòüþ � 0. Âîçäóõ õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì ïðîâîäèìîñòè, ò. å.
�0 0� . Ïóñòü äëÿ âñåõ k � 0âûïîëíåíî �k �0. Ãðàíèöû ðàçäåëà ïîäîáëàñòåé

îáîçíà÷èì S k l
k l

, .� 	� � Ãðàíèöà 
ç : ,� S 1 0 ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ çåì-

ëè. Âíåøíþþ ãðàíèöó îáëàñòè � îáîçíà÷èì ÷åðåç 
.Ïóñòü âåêòîð n ÿâëÿåò-

ñÿ âíåøíåé íîðìàëüþ ê ãðàíèöå 
, à âåêòîð n k l, – íîðìàëüþ ê S k l, , íàïðàâ-

ëåííîé èç ïîäîáëàñòè �k â ïîäîáëàñòü � l . Â êàæäîé ïîäîáëàñòè �k çàäàíà
ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà îòíîñèòåëüíî íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî
ïîëÿH k è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ek. Èíäåêñ k óêàçûâàåò íà òî,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå îòíîñÿòñÿ ê ïîäîáëàñòè � k . Â î÷åâèäíûõ
ñëó÷àÿõ èíäåêñ áóäåì îïóñêàòü. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ èñòî÷íèêîâ ïîëåé äàííàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

rot div divñòE E j E� � � �0; ( ) ; ,� 0 00 (1)

rot divñòH E j H� � �� �; .0 (2)

Íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä S k l, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîïðÿ-
æåíèÿ:

E n E n E n E nk
k l

l
k l k

k
k l l

l
k l� � �  � , , , ,; ,� � (3)
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H n H n H n H nk
k l

l
k l k

k
k l l

l
k l� � �  � , , , ,; .� � (4)

Ñ÷èòàåì, ÷òî âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè
 äîñòàòî÷íî óäàëåíà îò èñòî÷íèêîâ
è íà íåé âûïîëíÿþòñÿ íåîäíîðîäíûå óñëîâèÿ

E n E n H n H n� � �  � ï ï; , (5)

ñìûñë êîòîðûõ áóäåò óòî÷íåí äàëåå. Íà ïîâåðõíîñòè çåìëè 
ç óñëîâèå ñî-
ïðÿæåíèÿ äëÿ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïåðåõîäèò â
óñëîâèå

E n1
1 0 0 �, . (6)

Ñòàöèîíàðíûé èñòî÷íèê ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé îïèñûâàåò-
ñÿ ïëîòíîñòüþ ñòîðîííåãî òîêà jñò. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èñòî÷íèêîì ÿâ-

ëÿåòñÿ çàçåìëåííàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ëèíèÿ (ÃÝË). Ëèíèÿ íàõî-
äèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè çåìëè â ïëîñêîñòè z �0.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ðàñïî-
ëàãàåòñÿ íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé OX.Äèàìåòð ñå÷åíèÿ ëèíèè ñóùåñòâåííî
ìåíüøå ðàçìåðîâ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Ïóñòü êîíöû ëèíèè ðàçìåùåíû
â òî÷êàõ A B A BA, : ( , , ),� x 0 0 � ( , , ).x B 0 0 Ïî ëèíèè èç òî÷êè A â òî÷êó B

òå÷åò ïîñòîÿííûé òîê I ñò, êîòîðûé ïîääåðæèâàåòñÿ âíåøíåé ÝÄÑ. Ïëîò-

íîñòü ñòîðîííåãî òîêà ÃÝË âûðàæàåòñÿ â âèäå

j A B
ñò ñò� � � � �( , , ), ( ( ) ( )) ( ) ( ),j j I x x x x y zx x0 0 � � � �

ãäå � ( )t – ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, à �( )t – ôóíêöèÿ Äèðàêà:

� � �( )
, ,

, ;
( )

, ,

, ;
( )t

t

t
t

t

t
t d�

�

�
�
�
�

�
�

�� �
�
�
� ��

�

�
0 0

1 0

0 0

0
t �1.

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî � � �k � � �0 const.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (6) íà ïîâåðõíîñòè çåìëè 
ç îáåñïå÷èâàåò çàìêíóòóþ
ïîñòàíîâêó çàäà÷è äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E â ïðîâîäÿùåé ïîäîáëàñòè

� � �c : \ :� 0

rot

div
â

ñò

E

E j

�

� �

�
�
�

0,

( )
;

� 0
� c

E n E n

E n E n

k
k l

l
k l

k
k

k l l
l

k l

k lS
� � �

 � 

�
�
�

��

, ,

, ,

,
,

;
� �

íà

E n

E n E n

1
1 0 0 �

� � � 	

, ;

.

íà

íà

ç



 �ï
c

Ïîñêîëüêó ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E0 â âîçäóõå íå îêàçûâàåò íèêàêîãî âëèÿ-

íèÿ íà ìàãíèòíîå ïîëå H, åãî ðàñ÷åòû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Ðåøåíèå çàäà-
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÷è äëÿ E â � c ñîäåðæèò ñèíãóëÿðíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ îñîáåííîñòüþ â èñ-

òî÷íèêå

div ñò ñòj A B� � � �I x x x x y z( ( ) ( )) ( ) ( ).� � � �

Ïðåäñòàâèì E â âèäå ñóììû ïåðâè÷íîãî ïîëÿ E ï ñ îñîáåííîñòüþ è àíîìàëü-
íîãî ïîëÿ Eà , ó÷èòûâàþùåãî íåîäíîðîäíîñòü � c :

E E E� �ï à .

Ïåðâè÷íîå ïîëå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å, ñôîðìóëèðîâàí-
íîé äëÿ ïðîâîäÿùåãî îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà z � 0ñ ïðîâîäèìîñòüþ
�1:

rot

div

íà ïëîñêîñòè

ï

ï
ñò

ï

ï

E

E j

E n

E

�

� �

 � �

0,

( ) ,

,,

�1

1 0

0

0 0z

� 0 íà áåñêîíå íîñòèx .

Çíà÷åíèÿ E ï íà ãðàíèöå
 �	 c îïðåäåëÿþò óñëîâèÿ Äèðèõëå ïåðâîãî óðàâ-

íåíèÿ èç (5) äëÿ ïîëÿ E íà ýòîé ãðàíèöå. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ àíîìàëüíîãî ïîëÿ
Eà ñòàâèòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè � c :

rot

div
â

à

à

E

E

�

�
�
�
�

0,

( )
,

� 0
� c

(7)

E n E n

E n E n E

à à

à à ï

k
k l

l
k l

k
k

k l l
l

k l l k

� � �

 �  � � 

, ,

, ,

,

( )� � � � n k l

k lS

,

, ,
�
�
�

��
íà (8)

E n

E n

à ç

à

íà

íà

 �

� � 	

�
�
�

1 0 0, ,

.





 �0
c (9)

Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî ïîëÿ E E E, ,ï à èçâåñòíû. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò íàì
ïåðåéòè ê âû÷èñëåíèþ íàïðÿæåííîñòè ñòàöèîíàðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H âî
âñåé îáëàñòè �:

rot

div
â

ñòH E j

H

� �

�

�
�
�

�

�

,
;

0
�

H n H n

H n H n

k
k l

l
k l

k
k l

l
k l

k lS
� � �

 � 

�
�
�

��

, ,

, ,

,
,

;
� �

íà

H n H n � ï íà 
.
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Ïðåäñòàâèì H â âèäå ñóììû ïåðâè÷íîãî ïîëÿ H ï è àíîìàëüíîãî ïîëÿ
H à , ñîçäàâàåìûõ ïåðâè÷íûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì E ï è àíîìàëüíûì ýëåêò-
ðè÷åñêèì ïîëåì Eà ñîîòâåòñòâåííî:

H H H� �ï à .

Ïåðâè÷íîå ïîëå H ï îïðåäåëÿåòñÿ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå èç ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé
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Çíà÷åíèÿ H ï íà ãðàíèöå 
 îïðåäåëÿþò óñëîâèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (5) äëÿ
ïîëÿ H. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ àíîìàëüíîãî ïîëÿ H à ñòàâèòñÿ â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè �:
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H nà íà �0 
. (12)

Â ðàáîòå [7, ñ. 222, 250] ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâè÷íûõ ïîëåé E ï

è H ï , ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêèå ïîëÿ çàäàíû â êàæäîé òî÷êå ðàñ÷åò-
íîé îáëàñòè.

Âàðèàöèîííûå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ äëÿ àíîìàëüíûõ ïîëåé â òåð-
ìèíàõ ïîòåíöèàëîâ. Êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ àíîìàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
Eà áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà U : Eà �
� ��U. Â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëà U çàäà÷à (7)–(9) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
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Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ôîðìóëèðóåòñÿ íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà H H SU
c k l

k l

�
�

�
�
�

�

 
!
!

�

1

1 0

� ,

, ,

� ôóíêöèé ñ

íóëåâûì ñëåäîì íà ãðàíèöå 
 �	 c.
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Äëÿ îïèñàíèÿ àíîìàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ââîäèì ñêàëÿðíûé ìàãíèò-
íûé ïîòåíöèàë % â � 0 è âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë A â ïðîâîäÿùåé
ïîäîáëàñòè � c ñ êàëèáðîâî÷íûì óñëîâèåì:
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Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (10)–(12) â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëîâ:
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Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä ñëåäóþùèå:
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Ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó (14) äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïóòåì ââåäåíèÿ â
ïåðâîå óðàâíåíèå ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà P:
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Äîïîëíèòåëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ ìíîæèòåëÿ P ÿâëÿþòñÿ
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Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷ (13) è (17), (16), ñâÿçàííûõ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè (15), îñóùåñòâèì â îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå. Äëÿ ýòîãî ïå-
ðåéäåì ê âàðèàöèîííûì ôîðìóëèðîâêàì. Çàäà÷à äëÿ ìàãíèòíîãî ñêàëÿðíîãî
ïîòåíöèàëà % ñòàâèòñÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé H H% �� 1

0( ) ñ íóëå-

âûì ñëåäîì íà ãðàíèöå
 �	 0. Âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿ-

åòñÿ â âåêòîðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé H HA �
�

�
�
�

�

 
!
!

�

rot, ,

, ,

� c k l

k l

S
1 0

� ñ íó-

ëåâûì êàñàòåëüíûì ñëåäîì íà ãðàíèöå 
 �	 c.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè % %" H , ( , )A HAP HU" � òàêèå, ÷òî # "W
"H% , # " �( )B HA,V HU âûïîëíåíû
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×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ. ÏóñòüT h � íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ
îáëàñòè �. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S h è Fh ïðîñòðàíñòâà êâàäðàòè÷íûõ êîíå÷íûõ
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� Ñòåïåíè ñâîáîäû ôóíêöèé

èç ïðîñòðàíñòâ S h è Fh ñâÿçàíû ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé â óçëàõ è ñåðåäèíàõ
ðåáåð òðèàíãóëÿöèè, à ñòåïåíè ñâîáîäû ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Vh – ñ ìî-
ìåíòàìè âåêòîðíûõ ôóíêöèé íà ðåáðàõ òðèàíãóëÿöèè. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà
Qh � 	F Hh % , X V HAh h� 	 è Y S Hh h U� 	 . Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êî-
íå÷íîìåðíûå àíàëîãè âàðèàöèîííûõ çàäà÷ äëÿ àíîìàëüíûõ ïîëåé.
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Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè % h hQ" , ( , )A Xh h h hP Y" � òàêèå, ÷òî # "Wh

"Qh , # " �( , )B Xh h h hV Y âûïîëíåíû
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Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ àíîìàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñëîæíîñòåé íå
âûçûâàåò, ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà âû÷èñëåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ïåðåéäåì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ). Äëÿ ýòî-
ãî ââåäåì áàçèñû ïðîñòðàíñòâ Qh h, X è Yh :
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Îðãàíèçóåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî ïîäîáëàñòÿì:
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Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîé âíåøíåé èòåðàöèè òèïà «çåìëÿ–âîçäóõ» ðå-
øàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ ñåäëîâîé òî÷êîé äëÿ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïî-
òåíöèàëà è ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, à òàêæå ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé äëÿ ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà â âîçäóõå. Ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé ñ ñåäëîâîé òî÷êîé îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, ïðåä-
ëîæåííûì â ðàáîòå [8], à ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïî-
òåíöèàëà – ïðåäîáóñëîâëåííûì ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Êðèòå-
ðèåì îñòàíîâà âíóòðåííèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ â ïîäîáëàñòÿõ ñëóæèò îò-
íîøåíèå ñôåðè÷åñêîé íîðìû âåêòîðà íåâÿçêè ê ñôåðè÷åñêîé íîðìå âåêòîðà
ïðàâîé ÷àñòè. Êðèòåðèåì îñòàíîâà âíåøíåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïî
ïîäîáëàñòÿì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ñôåðè÷åñêèõ íîðì:

T n n n� � ��G A G A G A( ) ( ) ( ) .1

2 2
+

Âîïðîñû ñõîäèìîñòè äàííîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà èçó÷àþòñÿ ÷èñëåííî.
Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà. Ðàññìîòðèì ýôôåêòèâíîñòü ïðåäñòàâëåí-

íîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íà ìîäåëüíîé çàäà÷å. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ñî-
ñòàâëåíà èç òðåõ ñëîåâ. Âûñîòà êàæäîãî ñëîÿ ðàâíà 2000 ì. Âåðõíèé ñëîé
(âîçäóõ) îáëàäàåò íóëåâîé ïðîâîäèìîñòüþ ( ).�0 0� Ñðåäíèé ñëîé (ìîðñêàÿ
âîäà) âûñîêîïðîâîäÿùèé (�1 � 3,2 Ñì/ì). Ïðîâîäèìîñòü íèæíåãî ñëîÿ (ìîð-
ñêîå äíî) ñîñòàâëÿåò �2 � 0,5 Ñì/ì. Â íèæíåì ñëîå ñîäåðæèòñÿ íèçêîïðîâî-
äÿùåå,�3 � 0,01 Ñì/ì) âêëþ÷åíèå. Òàêàÿ ïðîâîäèìîñòü õàðàêòåðíà äëÿ óãëå-
âîäîðîäíûõ ìåñòîðîæäåíèé. Ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè 2000 4000 500� � ì.
Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü îãðàíè÷åíà ïëîùàäêîé 5000 5000� ì â ãîðèçîíòàëüíîì
íàïðàâëåíèè.

Èñòî÷íèê òîêà ðàñïîëàãàåòñÿ íà ãðàíèöå âåðõíåãî è ñðåäíåãî ñëîåâ è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàçåìëåííóþ ÃÝË äëèíîé 500 ì. Ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïî-
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íåíòà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü äàíà â
ðàçðåçå âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èñòî÷íèê. Èçîáðàæåíû
òîëüêî ïðîâîäÿùèå ïîäîáëàñòè. Ðàçëè÷íûå îòòåíêè íà øêàëå ñîîòâåòñòâóþò
ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì Y-êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, ÷òî îòðàæåíî â
ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà. Êîíòóðàìè îáîçíà÷åíû ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü, ñëîè ñ ðàç-
ëè÷íûìè ïðîâîäèìîñòÿìè è íåîäíîðîäíîñòü â íèæíåì ñëîå. Íà ïîâåðõíî-
ñòè ñðåäíåãî ñëîÿ âûäåëåí èñòî÷íèê òîêà. Îðèåíòàöèÿ êîîðäèíàòíûõ îñåé
ïðèâåäåíà â ëåâîé íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà. Çàäà÷à ïîñ÷èòàíà íà äîñòàòî÷íî
ãðóáîé ñåòêå. Âñåãî â ðàñ÷åòàõ áûëî èñïîëüçîâàíî îêîëî 10000 óçëîâ è 70000
ðåáåð. Äëÿ îñòàíîâêè âíåøíåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðè + � �10 10 ïîòðå-

áîâàëîñü 23 èòåðàöèè òèïà «çåìëÿ– âîçäóõ». Âíóòðåííèå çàäà÷è â âîçäóõå è
ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ òàêæå ðåøàëèñü ñ + � �10 10. Â òàáëèöå ïðèâåäåíà çàâèñè-

ìîñòü îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè T îò íîìåðà âíåøíåé èòåðàöèè N äëÿ èòå-
ðàöèîííîãî ïàðàìåòðà � � 0,7.
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N T N T N T

3 3,94  �10 1 11 3,24  �10 5 19 6,59  �10 9

5 2,51  �10 2 13 3,73  �10 6 21 3,31  �10 10

7 2,46  �10 3 15 4,45  �10 7

23 5,49  �10 11

9 2,84  �10 4 17 5,37  �10 8



Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ÷èñëåííûìè
ýêñïåðèìåíòàìè ïîêàçàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñõîäÿ-
ùèõñÿ ìåòîäîâ äëÿ èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì, êîãäà â íèõ íàõîäèòñÿ ðåøåíèå
èç ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âûäåëåíèå èç îáùåãî ðåøåíèÿ
ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü ÷èñëåííûé ðàñ÷åò àíîìàëüíûõ
ïîëåé áåç ñãóùåíèÿ ñåòêè â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêà. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä
ïîñëå ïðîñòûõ äîðàáîòîê ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êëàññ ðåøàåìûõ çàäà÷ äëÿ
ñðåä ñ ðàçëè÷íîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ.
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