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Ðàññìàòðèâàþòñÿ àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ
ìåòîäîâ è òåõíîëîãèé äëÿ ðåàëèçàöèè îñíîâíûõ ýòàïîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êðóãà áîëüøèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Îïèñûâà-
þòñÿ ìîäåëè âû÷èñëèòåëüíî-èíôîðìàöèîííûõ ïðîöåññîâ, êëàññèôèêàöèÿ
îñíîâíûõ òèïîâ àëãîðèòìîâ è ïðèíöèïû èõ ýôôåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ íà àð-
õèòåêòóðó êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííîé è îáùåé ïàìÿòüþ.

Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè,
ñ îäíîé ñòîðîíû, è ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ñ äðóãîé – ïîä-
òâåðæäàþò äâå äàâíî óñòàíîâëåííûå õàðàêòåðíûå òåíäåíöèè. Âî-ïåðâûõ,
ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò áûñòðîäåéñòâèÿ êîìïüþòåðîâ (çàêîí Ìóðà) – ïðè-
ìåðíî òðåõêðàòíîå óâåëè÷åíèå êàæäûå 18 ìåñÿöåâ (÷åðåç íåñêîëüêî ëåò ïðî-
ãíîçèðóåòñÿ ðîæäåíèå ïåòàôëîïíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû [1]). Âî-âòî-
ðûõ, íåçàâèñèìîñòü âðåìåíè ðåøåíèÿ «áîëüøîé çàäà÷è» íà ÝÂÌ â ðàçíûå
ãîäû îò óðîâíÿ òåêóùèõ ìîùíîñòåé êîìïüþòåðîâ (èíâàðèàíò àêàäåìèêà
Í. Í. ßíåíêî). Äàííîå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò òåñíóþ âçàèìîñâÿçü ìåæ-
äó ïðàêòè÷åñêèìè âû÷èñëèòåëüíûìè ïîòðåáíîñòÿìè è òåìïàìè ðàçâèòèÿ
êîìïüþòåðíûõ ñðåäñòâ. Îáùåèçâåñòíî, ÷òî ïîÿâëåíèå ïåðâûõ ÝÂÌ áûëî
ïðîñòèìóëèðîâàíî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè íåîáõîäèìîñòüþ ïðîâåäåíèÿ
ìíîãî÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðè ñîçäàíèè ÿäåðíîãî îðóæèÿ, à äàëüíåéøèé
ðîñò ñêîðîñòè ìàøèííûõ îïåðàöèé ïðèâåë ê óñëîæíåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ
çàäà÷ è àëãîðèòìîâ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñâåðøèâøèìñÿ ôàêòîì ñòàëî ïî-
íèìàíèå òîãî, ÷òî íàðÿäó ñ òåîðåòè÷åñêèì è ýêñïåðèìåíòàëüíûì èçó÷åíèåì
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ïðîöåññîâ èëè ÿâëåíèé íå ìåíåå âàæíûì è ñàìîñòîÿòåëüíûì – òðåòüèì
ïóòåì ïîçíàíèÿ – ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå [2].

Ñòðîãî ãîâîðÿ, çäåñü íàäî äàòü îïðåäåëåíèå ïîíÿòèþ «áîëüøàÿ çàäà÷à».
Íå âäàâàÿñü â èçëèøíèé ôîðìàëèçì, ìîæíî ïðèíÿòü ñëåäóþùóþ êëàññèôè-
êàöèþ çàäà÷ ïî óðîâíþ èõ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Áóäåì íàçûâàòü çàäà-
÷ó «ìàëîé», åñëè îíà ðåøàåòñÿ íåñêîëüêî ñåêóíä èëè ìèíóò; «ñðåäíåé», åñëè
òðåáóåò äëÿ çàâåðøåíèÿ íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ìèíóò; «áîëüøîé», êîãäà âðåìÿ
ðàñ÷åòà çàíèìàåò ÷àñû, äåñÿòêè ÷àñîâ èëè áîëåå. Îäíàêî âû÷èñëèòåëüíûìè
ðåñóðñàìè ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ñêîðîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé, íî è îáúåì
îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, à ýòè äâå âàæíåéøèå êîìïüþòåðíûå õàðàêòåðèñòèêè
îáû÷íî áàëàíñèðóþò: áûñòðîäåéñòâèþ â ìåãàôëîïàõ èëè ãèãàôëîïàõ ñîîò-
âåòñòâóåò ïàìÿòü â ìåãàáàéòàõ èëè ãèãàáàéòàõ.

Áîëüøèå íàóêîåìêèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçàíû,
êàê ïðàâèëî, ñ ðåøåíèåì ñèñòåì ìíîãîìåðíûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ âçàèìîñâÿçàííûå ôèçèêî-õèìè÷åñêèå ïðî-
öåññû (íàïðèìåð, òåïëî- è ìàññîïåðåíîñ â ìíîãîôàçíûõ ñðåäàõ + òåðìîóï-
ðóãèå íàïðÿæåíèÿ + êèíåòè÷åñêèå ðåàêöèè + ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ – òàêîé
íàáîð ìîäåëåé õàðàêòåðåí äëÿ ðÿäà ìåæäèñöèïëèíàðíûõ ïðîáëåì). Âàæíî
òàêæå îòìåòèòü, ÷òî íåðåäêî êîíå÷íîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå îáðàòíûõ çà-
äà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîèñêîì çàðàíåå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, êîòîðûå
îáåñïå÷èâàëè áû òðåáóåìûå ñâîéñòâà èñêîìûõ ðåøåíèé, ôîðìàëüíî îïèñû-
âàåìûõ êàêèì-ëèáî öåëåâûì ôóíêöèîíàëîì. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïðîâî-
äèòü ìíîãîâàðèàíòíûå ðàñ÷åòû ïðÿìûõ çàäà÷, èñõîäíûå äàííûå äëÿ êîòîðûõ
âàðüèðóþòñÿ â óñëîâèÿõ ïîñòàâëåííûõ îãðàíè÷åíèé ïî íåêîòîðîìó îïòèìè-
çàöèîííîìó àëãîðèòìó.

Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóïíîìàñøòàáíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ ðàçíèöà âî âðåìåíè ðàñ÷åòîâ (íàïðèìåð, ÷àñ èëè íåñêîëüêî ñóòîê) ìî-
æåò èãðàòü ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü. Êàðäèíàëüíûì ðåøåíèåì â òàêèõ ñëó÷àÿõ
ÿâëÿåòñÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìîâ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ñèñòåìàõ, êîòîðîå â èäåàëüíîì ñëó÷àå îáåñïå÷èâàåò ëèíåéíîå óñêî-
ðåíèå ñóììàðíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîå ÷èñëó ïðîöåññîðîâ
(çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ íåîäíîðîäíîñòè ïàìÿòè èíîãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
äàæå ñâåðõëèíåéíîå óñêîðåíèå).

Íåëüçÿ íå îòìåòèòü, ÷òî çà÷àñòóþ èñïîëüçîâàíèå ìíîãîïðîöåññîðíûõ
ÝÂÌ äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷ èìååò ãëàâíîé öåëüþ íå ñàìî óñêîðåíèå, à
âîîáùå âîçìîæíîñòü èõ ðåàëèçàöèè íà îäíîì êîìïüþòåðå èç-çà ìàëîãî îáúå-
ìà ïàìÿòè.

Â ìèðîâîé ëèòåðàòóðå ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìîâ íåðåäêî îòîæäå-
ñòâëÿåòñÿ ñ ïîíÿòèåì «âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ», ÷òî îáóñëîâ-
ëåíî ÷ðåçâû÷àéíîé ñëîæíîñòüþ ýôôåêòèâíîé îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíî-
ãî ýêñïåðèìåíòà íà ìíîãîïðîöåññîðíîé ÝÂÌ [3, 4]. Â ñèëó ñëîæíîñòè àðõè-
òåêòóðû ñîâðåìåííîé êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû, ñâÿçàííîé ñ ìíîãîîáðàçèåì
ôóíêöèîíàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ óñòðîéñòâ, ðàçíîðîäíîñòüþ
èåðàðõè÷åñêîé ïàìÿòè (îáùåé è/èëè ðàñïðåäåëåííîé), óïðàâëåíèå âû÷èñ-
ëèòåëüíûì ïðîöåññîì áåç âîçìîæíûõ êîíôëèêòîâ è ïðîñòîåâ îáîðóäîâàíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíþäü íå òðèâèàëüíóþ ïðîáëåìó. Íà ïðàêòèêå ýôôåê-
òèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåññîðîâ ìîæåò ñîñòàâëÿòü îêîëî 10 % èëè
ìåíåå.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âû÷èñëèòåëüíîå ñîîáùåñòâî æèâåò â îæèäà-
íèè î÷åðåäíîé êîìïüþòåðíîé ðåâîëþöèè, êîãäà «êðåìíèåâûå êîìïèëÿòî-
ðû» è èíäóñòðèàëüíûå òåõíîëîãèè ïðîãðàììèðóåìûõ ëîãè÷åñêèõ èíòåã-
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ðàëüíûõ ñõåì (ÏËÈÑ) ïîçâîëÿò áûñòðî (è äåøåâî) êîíñòðóèðîâàòü íîâûå
ìàøèíû ïîä çàäà÷è è àëãîðèòìû, îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñïåöèàëèñòàì ïî
âû÷èñëèòåëüíûì íàóêàì (Computer Science) ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñó-
ùåñòâóþùèå è áûñòðî ìåíÿþùèåñÿ àðõèòåêòóðû êàê ñâûøå äàííóþ ðåàëü-
íîñòü, êîòîðóþ íàäî òùàòåëüíî èçó÷àòü, ÷òîáû äîáèòüñÿ õîðîøåãî êîíå÷íî-
ãî ðåçóëüòàòà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîâîçãëàøåííîå â 1970-å ãîäû àêàäå-
ìèêîì Ã. È. Ìàð÷óêîì íàïðàâëåíèå «Îòîáðàæåíèå àëãîðèòìîâ íà àðõèòåê-
òóðó ÝÂÌ» ñåé÷àñ î÷åíü àêòóàëüíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åì ñëîæíåå àðõèòåêòóðà ìíîãîïðîöåññîðíîé ñèñòåìû,
òåì íà íåé òðóäíåå ïðîãðàììèðîâàòü. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå è òåîðèÿ
ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàðîæäàëèñü è àêòèâíî ðàçâèâàëèñü åùå â
1970-å ãîäû, îäíàêî ïðîèçâîäñòâåííûõ «êîììåð÷åñêèõ» ñèñòåì àâòîìàòè÷å-
ñêîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ ïîêà íå ñóùåñòâóåò. Èìåþùèåñÿ ñèñ-
òåìû MPI è OpenMP, îðãàíèçóþùèå ðàáîòó ïî ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé ìåæäó
âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè ñ ðàçäåëåííîé èëè îáùåé ïàìÿòüþ, à òàêæå ïàðàë-
ëåëüíûå îòëàä÷èêè è ïðîôèëèðîâùèêè ïîçâîëÿþò àíàëèçèðîâàòü «óçêèå
ìåñòà» è ñóùåñòâåííî ïîâûøàòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðàçðàáàòûâàåìûõ
ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì.

Âàæíî òàêæå îòìåòèòü áîëüøóþ ðàçíèöó ìåæäó äâóìÿ òàêèìè ïîíÿòèÿ-
ìè, êàê ðàñïàðàëëåëèâàíèå çàäà÷è è àëãîðèòìà. Íåðåäêî ÷èñëåííûå ìåòîäû,
îïòèìàëüíûå äëÿ «êëàññè÷åñêèõ» ïîñëåäîâàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, ïëîõî
ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ, ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ êîíñòðóèðîâàòü ñïåöèàëüíûå
ïðèåìû, îáåñïå÷èâàþùèå óñïåøíîå äîñòèæåíèå êîíå÷íîé öåëè – áûñòðîãî
ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ïðîâåäåí êîíöåïòóàëüíûé îáçîð ïðîáëåì ðàñïà-
ðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ è òåõíîëîãèé äëÿ ðåàëèçàöèè îñíîâ-
íûõ ýòàïîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êðóãà
áîëüøèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, íî íèêàê íå âûäà÷à êîíêðåòíûõ ðåêîìåíäàöèé,
êîòîðûå â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ òðåáóþò ñïåöèàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

1. Î ìîäåëÿõ âû÷èñëåíèé íà ìíîãîïðîöåññîðíîé ñèñòåìå. Ïóñòü
T Ap ( ) – âðåìÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðîé çàäà÷è A íà p ïðîöåññîðàõ âû÷èñëèòåëüíîé
ñèñòåìû. Òîãäà êðèòåðèÿìè ýôôåêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ
óñêîðåíèå è êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ (çàãðóçêè) ïðîöåññîðîâ

R A T A T A E A R A pp p p p( ) ( ) ( ); ( ) ( ) .� �1
(1)

Â ïðîñòåéøåì ïðèáëèæåíèè âðåìÿ ðàñ÷åòà T (èíäåêñ p è/èëè èìÿ çàäà÷è
A áóäåì îïóñêàòü, ãäå ýòî âîçìîæíî ïî êîíòåêñòó) ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé:
ñóììàðíîé äëèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé Ta è âðå-
ìåíè ìåæïðîöåññîðíûõ îáìåíîâ äàííûìè Tc , êîãäà àðèôìåòè÷åñêèå
óñòðîéñòâà ïðîñòàèâàþò:

T T T T N T N Na c a a a c c d c� � � � �, , .� � �0 (2)

Çäåñü Na – êîëè÷åñòâî èñïîëíåííûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé; Nc – êîëè-
÷åñòâî èíôîðìàöèîííûõ îáìåíîâ; Nd – ñðåäíèé îáúåì îäíîãî ïåðåäàâàåìî-
ãî ïàêåòà äàííûõ. Âåëè÷èíû

� � �a c�� �� 0 (3)
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ïðåäñòàâëÿþò ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîãî àðèôìåòè÷åñêîãî äåéñòâèÿ,
âðåìÿ ïåðåäà÷è îäíîãî ÷èñëà è âðåìÿ çàäåðæêè ïåðåñûëàåìîãî ïàêåòà ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ íàä
÷èñëàìè â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé è ñ äâîéíîé òî÷-
íîñòüþ, íåîáõîäèìîé (è â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äîñòàòî÷íîé)
ïðè ðåøåíèè áîëüøèõ çàäà÷; îáúåìû ïåðåäàâàåìûõ äàííûõ èçìåðÿþòñÿ â
òàêèõ æå ÷èñëàõ. Âåëè÷èíà çàäåðæêè � 0 îáóñëîâëåíà ïðîãðàììèðóåìîé íà-
ñòðîéêîé ïåðåäàþùèõ óñòðîéñòâ íà ðåàëèçàöèþ êîíêðåòíîé ïåðåñûëêè.

Ôîðìóëà (2) ñîäåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî óïðîùåíèé ðåàëüíîé ìîäåëè
âû÷èñëåíèé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàçíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ðåàëè-
çóþòñÿ çà ðàçëè÷íûå âðåìåíà. Íàïðèìåð, íà Pentium IV äåëåíèå ÷èñåë ñ
äâîéíîé òî÷íîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ çà 38 òàêòîâ, óìíîæåíèå – çà 7 è ñëîæåíèå
(âû÷èòàíèå) – çà 5. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî ñîâðåìåííûé
ïðîöåññîð ñîäåðæèò íåñêîëüêî óñòðîéñòâ äëÿ âûïîëíåíèÿ äåéñòâèé íàä ÷èñ-
ëàìè ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé è äëÿ áûñòðûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ðàáîòà ñóì-
ìàòîðîâ è óìíîæèòåëåé ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàíà â êîíâåéåðíîì ðåæèìå, à
òàêæå ñîâìåùåíà ïî âðåìåíè ñ ôóíêöèîíèðîâàíèåì óñòðîéñòâ îáðàùåíèÿ ê
ïàìÿòè.

Ðåàëüíàÿ äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà çíà÷èòåëüíî çàâèñèò îò
ýôôåêòèâíîñòè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè äîñòóïà ê äàííûì, ÷òî âñëåäñò-
âèå íåîäíîðîäíîñòè ïàìÿòè ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíóþ ïðîáëåìó [5]. Â ïðîñòåé-
øåì ñëó÷àå ñëåäóåò âûäåëèòü òðè óðîâíÿ ïàìÿòè, îòëè÷àþùèåñÿ ñâîèìè
îáúåìàìè è ñêîðîñòÿìè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè: ñâåðõáûñòðûå ðåãèñòðû, èç
êîòîðûõ íåïîñðåäñòâåííî ÷åðïàþò ñâîè îïåðàíäû àðèôìåòè÷åñêèå óñòðîé-
ñòâà, áûñòðûé êýø, êîòîðûé èãðàåò ðîëü ïðîìåæóòî÷íîãî çâåíà è â äåéñòâè-
òåëüíîñòè èìååò ñâîþ âíóòðåííþþ èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, à òàêæå ãëàâ-
íàÿ îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü, ÷åðåç êîòîðóþ ïðè íåîáõîäèìîñòè áîëüøèõ èíôîð-
ìàöèîííûõ îáìåíîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñâÿçü ñ âíåøíèì ìèðîì. Â ìíîãîïðî-
öåññîðíûõ ñèñòåìàõ ïàìÿòü áûâàåò äâóõ îñíîâíûõ òèïîâ: îáùàÿ è ðàñïðåäå-
ëåííàÿ, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå â îðãàíèçàöèè äîñòóïà. Â íîâûõ ìíîãîÿäåð-
íûõ àðõèòåêòóðàõ, èìåþùèõ ïî íåñêîëüêî ïðîöåññîðîâ íà îäíîì êðèñòàëëå,
êýø òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà.

Íàèõóäøèìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ñ
ñèëüíîé çàâèñèìîñòüþ îò äàííûõ, êîòîðûå äëÿ îòíîñèòåëüíî ìàëîãî îáúåìà
âû÷èñëåíèé òðåáóþò áîëüøèõ îáìåíîâ èíôîðìàöèåé. Ïðè ýòîì èìååò âàæ-
íîå çíà÷åíèå, ãäå ðàñïîëîæèòü íåîáõîäèìûå äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà äàí-
íûå: â êýø èëè â ãëàâíîé ïàìÿòè. Â ñèëó íåîäíîðîäíîñòè ïàìÿòè ìîæíî ïî-
ëó÷èòü êàæóùèéñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä ïàðàäîêñàëüíûì ýôôåêò – ñâåðõëèíåé-
íîå óñêîðåíèå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé, êîãäà êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ R p

ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ ïðîöåññîðîâ p. Äîñòèãàåòñÿ
ýòî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ p òðåáóåìûå äàííûå óìåùàþòñÿ
òîëüêî â ãëàâíîé ïàìÿòè, à ïðè áîëüøèõ p èõ óäàåòñÿ ðàçìåñòèòü â êýø ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïðîöåññîðîâ, ÷òî çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåò âðåìÿ îáìåíîâ Tc è
ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷åíèÿì Ep �1.

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîãî êðàòêîãî îáçîðà îñîáåííîñòåé ìàøèííûõ ðå-
àëèçàöèé àëãîðèòìîâ, ôîðìóëû (2) ÿâëÿþòñÿ ñëèøêîì ãðóáûìè, à ÷òîáû ïî-
ñòðîèòü áîëåå èëè ìåíåå õîðîøóþ àïïðîêñèìàöèþ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ
êîíêðåòíîãî àëãîðèòìà, â ìîäåëü åãî âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè íàäî çàêëà-
äûâàòü ñëèøêîì ìíîãî ïàðàìåòðîâ. Ðåàëüíî çäåñü ñìîæåò ïîìî÷ü òîëüêî
èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû, îäíàêî ïðîìîäå-
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ëèðîâàòü ðåàëèçàöèþ ðåøåíèÿ áîëüøîé çàäà÷è íà ÝÂÌ – ýòî ñàìà ïî ñåáå
åùå áîëüøàÿ� çàäà÷à. Áîëåå òîãî, âðåìÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîãî àëãîðèòìà íà
âûáðàííîì êîìïüþòåðå ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò ÿçûêà, íà êîòîðîì îí
çàïðîãðàììèðîâàí, êàêîé êîìïèëÿòîð ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ è êàêèå îïöèè
êîìïèëÿòîðà (ðåæèìû îïòèìèçàöèè) ïðèìåíÿåò ïîëüçîâàòåëü.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èññëåäîâàíèè èëè ïîïûòêå îïòèìèçàöèè ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû, òåì áîëåå ìíîãîïðîöåññîðíîé, ïðèõî-
äèòñÿ îïèðàòüñÿ òîëüêî íà îáùèå èíòóèòèâíûå ñîîáðàæåíèÿ î âëèÿíèè òåõ
èëè èíûõ ôàêòîðîâ. Â ýòèõ óñëîâèÿõ, åñòåñòâåííî, ãëàâíûì ìåòîäè÷åñêèì
èíñòðóìåíòîì ñòàíîâèòñÿ ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ñâîäÿùèéñÿ ê ñðàâíè-
òåëüíîìó àíàëèçó ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðè ðàçëè÷-
íûõ âàðèàíòàõ ìàòåìàòè÷åñêîé è/èëè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ,
à òàêæå ðåæèìîâ èõ èñïîëíåíèÿ â êîíêðåòíîé îïåðàöèîííîé ñðåäå.

2. Çàäà÷è è àëãîðèòìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðèìåðîì
äîñòàòî÷íî îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè ìîæåò áûòü íà÷àëüíî-
êðàåâàÿ çàäà÷à

Lu D A u B u Cu f r x y z t T
u

t
� �	 	 � 	 � � � 
 � � � �




; ( , , ) , ,� 0

(4)

ãäå u u u f f fm m� �{ ,... , }, ( , ... , )1 1 – íåèçâåñòíàÿ è çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèè

ñîîòâåòñòâåííî; t è x y z, , – âðåìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû;� –
ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé�; A B C D, , , – íåêîòîðûå ìàòðèöû ïîðÿäêà m,
ýëåìåíòû êîòîðûõ (êàê è f ) ìîãóò çàâèñåòü è îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, è
îò èñêîìîãî ðåøåíèÿ u. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ìîæåò ñîñòîÿòü èç ïîäîáëàñòåé
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�
�
�

�

�
�
�

�
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1

� ñ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè ìàòåðèàëüíûìè ñâîéñòâàìè, ò. å. ñ

ðàçíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ èëè äàæå òèïîâ ðåøàåìûõ â íèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ãðàíèöó� ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîñòîÿùåé èç
÷àñòåé �D è �N , íà êîòîðûõ çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ:

u r g r D u A u g rD D N N n N N( ) , ; , ,� 
 � 	 � 
� � (5)

ãäå	n – ïðîåêöèÿ ãðàäèåíòà â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè ê �N ; g gD N,
è D AN N, – âåêòîð-ôóíêöèè è ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî, â îáùåì ñëó÷àå çà-
âèñÿùèå îò u. Çàäà÷à (1), (2) çàìûêàåòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè

u r t u r r( , ) ( ), .� � 
0 0 � (6)

Ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé (4)–(6) îïèñûâàåò íåïîñðåäñòâåííî òàê íàçûâàå-
ìóþ ïðÿìóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó. Áîëåå îáùèìè ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûå çà-
äà÷è, â êîòîðûõ ëþáûå èç èñõîäíûõ äàííûõ ìîãóò çàâèñåòü îò âåêòîðà ïàðà-
ìåòðîâ p p p M� ( , ... , ),1 çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íàäî îïòèìèçèðîâàòü ïî óñëîâèþ
ìèíèìóìà öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà

� �0 0( ( , , )) min ( ( , , ))u r t p u r t p
p

opt � (7)
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ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ëèíåéíûõ èëè íåëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ

p p p k M u r t p lk k k l l
min max, , ... , ; ( ( , , )) , , ... ,� � � � �1 11 � � M2 , (8)

ãäå p pk k l
min max, , � è M M M1 2� � ñóòü çàäàííûå âåëè÷èíû, à� l – íåêîòîðûå

ôóíêöèîíàëû îò ðåøåíèÿ. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì îáðàòíîé ïîñòàíîâêè ÿâëÿ-
åòñÿ èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, íàïðèìåð êîýôôèöèåíòîâ óðàâíå-
íèé (4), (5) èëè ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîäîáëàñòåé � s , íà îñíîâå
ñðàâíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ âåëè÷èí ñ ðåçóëüòàòàìè íàòóðíûõ èçìåðåíèé (â òàêîì
ñëó÷àå ìèíèìèçèðóåìûé öåëåâîé ôóíêöèîíàë�0 – ýòî îòêëîíåíèå êîìïüþ-
òåðíûõ è ðåàëüíûõ äàííûõ [6]).

Ðåàëèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ïðîöåññîâ èëè ÿâ-
ëåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîãðàííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, ðàç-
ëè÷íûå ýòàïû êîòîðîãî èìåþò ñâîè ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ýôôåêòèâíîñòè èõ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ [7]. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàäèè
ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâîèõ êîìïîíåíò ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì
(ÏÏÏ), îäíàêî àíàëèç èõ ñòðóêòóðû èëè òðåáîâàíèé ê ðàçðàáîòêå íå âõîäèò â
çàäà÷ó äàííîé ðàáîòû.

1. Ðåøåíèå çàäà÷è âèäà (4)–(8) íà÷èíàåòñÿ ñ ôîðìóëèðîâêè èñõîäíîé èí-
ôîðìàöèè è ââîäà åå â êîìïüþòåð ñ ïîìîùüþ êàêèõ-òî âûáðàííûõ ïðîãðàì-
ìíî-òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ.

Ýòîò ýòàï âêëþ÷àåò â ñåáÿ êîíòðîëü è ïðåäâàðèòåëüíóþ îáðàáîòêó (ïðå-
ïðîöåññèíã) ïîëüçîâàòåëüñêèõ äàííûõ, êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü íà äâå îñ-
íîâíûå ãðóïïû: ãåîìåòðè÷åñêèå è ôóíêöèîíàëüíûå, îòâå÷àþùèå çà êîíôè-
ãóðàöèþ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è îïèñàíèå ðåøàåìûõ óðàâíåíèé. Àíàëèç è ìî-
äèôèêàöèÿ ýòîé èíôîðìàöèè ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî è
ôóíêöèîíàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [8, 9], ëåæàùåãî â îñíîâå óïðàâëåíèÿ âû-
÷èñëèòåëüíûì ýêñïåðèìåíòîì äëÿ ìíîãîâàðèàíòíûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ è çà-
êàí÷èâàþùåãîñÿ ïðèíÿòèåì ðåøåíèé ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ. Ôîðìàëüíî
ðàññìîòðåííûé ýòàï çàâåðøàåòñÿ ñîçäàíèåì ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû äàí-
íûõ (ÃÑÄ) è ôóíêöèîíàëüíîé ñòðóêòóðû äàííûõ (ÔÑÄ), îáåñïå÷èâàþùèõ
àâòîìàòèçàöèþ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ è ïîëíîñòüþ ïðåäñòàâëÿþùèõ ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó èíòåðåñóþùåãî êëàññà çàäà÷ âñåì îñòàëüíûì âû-
÷èñëèòåëüíûì ìîäóëÿì ÏÏÏ. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è ãåîìåòðè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óñïåøíî ðåøàþòñÿ â ñèñòåìàõ àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ (ÑÀD- è ÑÀÅ-ñèñòåìû), îäíàêî ìíîãèå àêòóàëüíûå ïðîáëåìû çäåñü
îñòàþòñÿ îòêðûòûìè.

Â ñëîæíûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ ñ äåñÿòêàìè è ñîòíÿìè ïîäîáëàñòåé êîíôè-
ãóðàöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ìàêðîñåòè, ñî-
ñòîÿùåé èç ìàêðîýëåìåíòîâ ñ äîïóñòèìûìè ðàçëè÷íûìè ñòåïåíÿìè âëîæåí-
íîñòè, ìàêðîãðàíåé, ìàêðîðåáåð è âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ äîëæíû áûòü çàäàíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Òè-
ïè÷íûå ìîäèôèêàöèè îòäåëüíûõ îáúåêòîâ èëè èõ ñîâîêóïíîñòåé – ýòî ñäâè-
ãè, ïîâîðîòû èëè ñæàòèå (ðàñòÿæåíèå), êîòîðûå è ñîñòàâëÿþò ãëàâíûå îïåðà-
öèè ãåîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

2. Îñíîâíûå ñîâðåìåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè – ñåòî÷íûå, îñíîâàííûå íà äèñêðåòèçàöèè ðàñ÷åòíîé îá-
ëàñòè, ò. å. ðàçáèåíèè åå íà êîíå÷íûå îáúåìû èëè ýëåìåíòû. Çà èñêëþ÷åíèåì
ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ ðàâíîìåðíûõ èëè ðåãóëÿðíûõ ðàçáèåíèé ñòàíäàðòíîãî
âèäà êîíôèãóðàöèé, ïîñòðîåíèå «õîðîøèõ» ñåòîê â ñëîæíûõ òðåõìåðíûõ
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ñèòóàöèÿõ, àäàïòèðîâàííûõ ïîä îñîáåííîñòè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è èñêîìûõ
ðåøåíèé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äàëåêî íå ïðîñòóþ ïðîáëåìó êàê â ìàòåìàòè÷å-
ñêîì ïëàíå, òàê è â òåõíîëîãèè ðåàëèçàöèè (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [10] è
áèáëèîãðàôèþ â íåé). Àëãîðèòìè÷åñêè ýòî ñâîäèòñÿ èëè ê òðèàíãóëÿöèè
Äåëîíå, èëè ê ïîñòðîåíèþ ÿ÷ååê Äèðèõëå – Âîðîíîãî, èëè ê äðóãèì ãåîìåò-
ðè÷åñêèì ïîäõîäàì, â ëþáîì ñëó÷àå ñâÿçàííûì ñ óäîâëåòâîðåíèåì æåñòêèõ
îãðàíè÷åíèé íà õàðàêòåðèñòèêè áàçîâûõ ñåòî÷íûõ îáúåêòîâ: óçëîâ, ðåáåð,
ãðàíåé, îáúåìîâ èëè ýëåìåíòîâ. Â àäàïòèâíûõ ñåòêàõ âåðøèíû óãëîâ ðàñ÷åò-
íîé îáëàñòè äîëæíû ÿâëÿòüñÿ óçëàìè ñåòêè, à ðåáðà è ñåãìåíòû ãðàíè÷íûõ
ïîâåðõíîñòåé äîëæíû ñîñòîÿòü öåëèêîì èç ñîâîêóïíîñòåé ñåòî÷íûõ ðåáåð è
ãðàíåé. Íåîáõîäèìî òàêæå âûïîëíåíèå îïðåäåëåííûõ óñëîâèé äëÿ óãëîâ
ñåòêè, äëÿ ñðàâíèòåëüíûõ ðàçìåðîâ ñîñåäíèõ ÿ÷ååê è ò. ä. Êîíñòðóèðîâàíèå â
îïðåäåëåííîì ñìûñëå êâàçèîïòèìàëüíûõ ñåòîê ìîæåò ñâîäèòüñÿ ê ðåøåíèþ
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé íå ìå-
íåå òðóäîåìêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîáëåìó, ÷åì èñõîäíàÿ çàäà÷à ìîäåëèðî-
âàíèÿ. Ïîýòîìó â ïðàêòè÷åñêèõ (êîììåð÷åñêèõ) ïðîãðàììíûõ ðàçðàáîòêàõ –
ãåíåðàòîðàõ ñåòîê – èäóò íà ïàëèàòèâíûå ðåøåíèÿ, èñõîäÿ èç îïòèìèçàöèè
ñîîòíîøåíèÿ ñòîèìîñòè è êà÷åñòâà. Ïî ñâîåé ñëîæíîñòè ñåòêè äåëÿòñÿ íà
äâå ãðóïïû: ñòðóêòóðèðîâàííûå, â êîòîðûõ íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ îïèñûâàåò-
ñÿ íåêîòîðîé ïðîñòîé ôîðìóëîé, è íåñòðóêòóðèðîâàííûå. Êîìïðîìèññíûì
âàðèàíòîì ÿâëÿþòñÿ êâàçèñòðóêòóðèðîâàííûå ñåòêè, ñîñòîÿùèå èç äîñòàòî÷-
íî ïðîñòûõ ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòåé [11], â êàæäîé èç êîòîðûõ êîíå÷íûå ýëå-
ìåíòû èëè îáúåìû ìîãóò èìåòü ñâîè ôîðìû: òåòðàýäðû, ïàðàëëåëåïèïåäû
èëè êðèâîëèíåéíûå ôèãóðû.

Ñ èíôîðìàöèîííîé òî÷êè çðåíèÿ ðåçóëüòàòîì ýòîé ñòàäèè ÿâëÿåòñÿ ñå-
òî÷íàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ (ÑÑÄ), îïèñûâàþùàÿ íå òîëüêî òîïîëîãèþ âñåõ ñå-
òî÷íûõ îáúåêòîâ, íî è íåîáõîäèìûå ññûëêè íà èñõîäíûå ãåîìåòðè÷åñêèå è
ôóíêöèîíàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è. Â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ öå-
ëåé ìîãóò óïîòðåáëÿòüñÿ ïîóçëîâûå è/èëè ïîýëåìåíòíûå ñòðóêòóðû äàííûõ,
èñïîëüçóþùèå ðàçëè÷íûå óïîðÿäî÷åííîñòè è èåðàðõèè ñåòî÷íûõ îáúåêòîâ.

3. Íà ïîñòðîåííîé ñåòêå ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ àïïðîêñèìàöèè èñõîä-
íûõ êðàåâûõ çàäà÷, ñðåäè êîòîðûõ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ
ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ìåòîäû êîíå÷íûõ îáúåìîâ è ìåòîäû êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) (ñì. [12, 13] è áèáëèîãðàôèþ â íèõ), áàçèðóþùèåñÿ íà
äèñêðåòèçàöèè êëàññè÷åñêèõ èëè îáîáùåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóëè-
ðîâîê. Îáùèì ïîëîæèòåëüíûì ñâîéñòâîì ýòèõ ðàçíûõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåíåíèå ëîêàëüíî-ýëåìåíòíûõ òåõíîëîãèé, îñíîâàííûõ íà íåçàâèñèìûõ
âû÷èñëåíèÿõ ëîêàëüíûõ ìàòðèö áàëàíñà èëè æåñòêîñòè è ñáîðêå ãëîáàëüíûõ
ìàòðèö è âåêòîðîâ ïðàâûõ ÷àñòåé äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (ÑËÀÓ). Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò èäåàëüíî ðàñïàðàëëåëèâàòü îïå-
ðàöèè äàííîãî ýòàïà.

Åñëè ãîâîðèòü î çàäà÷å àïïðîêñèìàöèè â îáùåì âèäå, òî îíà îòëè÷àåòñÿ
áîëüøèì ðàçíîîáðàçèåì, îïðåäåëÿåìûì êàê òèïîì ðåøàåìûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, òàê è êëàññè÷åñêîé èëè îáîáùåí-
íîé ôîðìóëèðîâêîé, à òàêæå ïðèìåíÿåìûì ïîðÿäêîì ïðèáëèæåíèÿ, âèäîì
êîíôèãóðàöèè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èëè îáúåìîâ è ðàçëè÷íûìè òåõíîëîãè÷å-
ñêèìè àñïåêòàìè (ñåòî÷íîé ñòðóêòóðîé äàííûõ, óïîðÿäî÷åííîñòüþ óçëîâ
ñåòêè è ò. ä.).

Êîãäà èñõîäíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, òî ðåøàåòñÿ îíà íà îñíîâå
ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåàëèçàöèè ëèíåéíûõ çàäà÷, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ äîë-
æíû ïåðåñ÷èòûâàòüñÿ â ïðîöåññå êâàçèëèíåàðèçàöèè. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè
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íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ ïîñëå äèñêðåòèçàöèè âðåìåííîé ïåðåìåííîé íà
êàæäîì øàãå áóäóò ôîðìèðîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíûå èëè íåëèíåé-
íûå ñèñòåìû.

Ïîðîæäàåìûå â ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ ÑËÀÓ èìåþò ñèëüíî ðàçðåæåí-
íûå ìàòðèöû âûñîêîãî ïîðÿäêà, äëÿ õðàíåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå ñæàòûå ôîðìàòû õðàíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ è ìàòðè÷íûõ ïîðòðåòîâ,
ñîñòàâëÿþùèå â ñîâîêóïíîñòè àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó äàííûõ (ÀÑÄ). Â
âû÷èñëèòåëüíî-àëãåáðàè÷åñêîì ìèðîâîì ñîîáùåñòâå ñëîæèëîñü îêîëî äå-
ñÿòêà ðàçëè÷íûõ îáùåïðèíÿòûõ ôîðìàòîâ õðàíåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ
ìàòðèö [14, 15]. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîÿñíèì ïðèíöèï ðàçðåæåííîãî ñòðî÷-
íîãî ôîðìàòà: íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A ai j�{ }, ïîðÿäêà N ðàñïîëà-
ãàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðî÷íî â âåùåñòâåííîì ìàññèâå AA äëèíû NA;
äëÿ ïîèñêà â AA çíà÷åíèé { },ai j ôîðìèðóåòñÿ öåëûé ìàññèâ óêàçàòåëåé IA
äëèíû N, ãäå IA i( ) – íîìåð íà÷àëà â ìàññèâå AA ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðè-
öû (â ÷àñòíîñòè, IA N NA( ) );� êðîìå òîãî, çàäàåòñÿ öåëûé ìàññèâ ñòîëáöî-
âûõ èíäåêñîâ IJ äëèíû NA, êàê è AA, êàæäûé ýëåìåíò IJ k( ) êîòîðîãî äàåò
íîìåð ñòîëáöà j äëÿ ìàòðè÷íîãî êîýôôèöèåíòà ai j, ,íàõîäÿùåãîñÿ â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé k-é ïîçèöèè ìàññèâà AA.

Åñëè êàê èëëþñòðàöèþ ðàññìîòðåòü õàðàêòåðíóþ äëÿ ïðàêòèêè ìàòðèöó
ïîðÿäêà N �107 ñî ñðåäíèì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñòðîêå m�100,òî

ñîîòíîøåíèå NA mN N� � �� �10 109 2 14 ñâèäåòåëüñòâóåò îá îãðîìíîé ýêî-

íîìèè ïàìÿòè ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî ïîäõîäà â ñðàâíåíèè ñ îáúåìîì ïà-
ìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ ïëîòíîé ìàòðèöû. Îäíàêî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè
ýòîì ñóùåñòâåííî óñëîæíÿþòñÿ âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå è äðóãèå àëãåáðàè÷å-
ñêèå îïåðàöèè, ïîñêîëüêó ìíîãîñòóïåí÷àòûé äîñòóï ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû
íàìíîãî ñíèæàåò ïðîèçâîäèòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñëóæèò
òèïè÷íûì ïðèìåðîì íåîáõîäèìîñòè ïîèñêà «çîëîòîé ñåðåäèíû» ïðè ýêîíî-
ìèè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè è/èëè äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ
ÝÂÌ. Ïðè÷åì îïòèìàëüíûé êîìïðîìèññ áóäåò çàâèñåòü êàê îò êîíêðåòíîé
ðåøàåìîé çàäà÷è, òàê è îò àðõèòåêòóðû êîìïüþòåðà.

4. Íàèáîëåå ðåñóðñîåìêèì ýòàïîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèå ÑËÀÓ, ïîñêîëüêó îáúåì âû÷èñëåíèé çäåñü ðàñòåò íåëèíåéíî
ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà óçëîâ ñåòêè. Âû÷èñëèòåëüíûå, â òîì ÷èñëå ïàðàëëåëü-
íûå, ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû – îäíà èç îáëàñòåé ìàòåìàòèêè, îñîáåííî àê-
òèâíî ðàçâèâàþùàÿñÿ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ [16]. Ïðè÷åì çäåñü âàæíî îò-
ìåòèòü íå òîëüêî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîÿâèâøèõñÿ íîâûõ àëãîðèòìîâ, òåî-
ðåì, ñòàòåé è ìîíîãðàôèé, íî òàêæå ìíîãîîáðàçíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷å-
íèå, êàê ñâîáîäíî äîñòóïíîå, òàê è êîììåð÷åñêîå. Â ñåòè Èíòåðíåò ìîæíî
íàéòè èíôîðìàöèþ î õîðîøî èçâåñòíûõ áèáëèîòåêàõ è ïàêåòàõ ïðîãðàìì ïî
ðåøåíèþ ÑËÀÓ è äðóãèõ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû: BLAS, LAPACK, Sca-
Lapack (ïàðàëëåëüíàÿ âåðñèÿ LAPACK), SparseKit, Petsc, Linpack è ò. ä. Â ÷à-
ñòíîñòè, ñëåäóåò îòìåòèòü òàêîé ñàìîñòîÿòåëüíûé è ñëîæíûé êëàññ ïðîá-
ëåì, êàê âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è âåêòîðîâ (äî íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ
è ñîòåí) áîëüøèõ ìàòðèö, àêòóàëüíûõ â ýëåêòðîäèíàìèêå, ìåõàíèêå è ìíî-
ãèõ äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ àíàëèçîì óñòîé÷èâîñòè, êîãäà ðåøå-
íèå ÑËÀÓ òàêæå òðåáóåòñÿ íà ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõ.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì äåëÿòñÿ íà äâå îñíîâíûå ãðóï-
ïû: ïðÿìûå àëãîðèòìû è èòåðàöèîííûå. Ïðÿìûå àëãîðèòìû îáåñïå÷èâàþò
íàõîæäåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé çà êîíå÷íîå ÷èñëî îïåðàöèé ïðè îòñóòñòâèè
îêðóãëåíèé â àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿõ è íàèáîëåå ýôôåêòèâíû äëÿ ñèñòåì

10



îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî ïîðÿäêà (äî íåñêîëüêèõ ñîò òûñÿ÷). Çäåñü âûñîêî
ðàçâèòû òåõíîëîãè÷åñêèå ïðèåìû ðàáîòû ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè, îïè-
ñàííûå â ìîíîãðàôèÿõ [17–19] è â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ñïåöèàëüíûõ ðàáîò.
Îäíàêî ïðè ðàçìåðàõ ÑËÀÓ îêîëî ìèëëèîíà è âûøå âíå êîíêóðåíöèè îêàçû-
âàþòñÿ èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû êàê ïî ÷èñëó äåéñòâèé, òàê è ïî îáúåìó èñ-
ïîëüçóåìîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, êîòîðûå ïðèáëèæåííî îöåíèâàþòñÿ ôîð-
ìóëàìè

Q N P Ns s s
s s� �~ ; ~ ,� �� � (9)

ãäå s �1 è s �2 îòíîñÿòñÿ ê ïðÿìûì è èòåðàöèîííûì àëãîðèòìàì ñîîòâåò-
ñòâåííî; N – ïîðÿäîê ÑËÀÓ; � � �s s s, , è �s – íå çàâèñÿùèå îò N êîýôôèöè-
åíòû, ïðè÷åì � � � �1 2 1 2� �, . Åñëè, íàïðèìåð, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ïîëó÷åíà èç àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è íà ñåòêå ñ ÷èñëîì
óçëîâ N N Nx y z , òî òèïè÷íûìè ïàðàìåòðàìè â (9) ÿâëÿþòñÿ:

� � � � � �1 2 1 27 3 1 1 6 1 3 5 3 1� � � � � � �; , ; ; . (10)

Íàèáîëåå îãðàíè÷èâàþùèì çäåñü îêàçûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè N � 106

äëÿ ïðÿìûõ ìåòîäîâ íå õâàòàåò îïåðàòèâíîé ïàìÿòè äàæå íà ñîâðåìåííûõ
êîìïüþòåðíûõ ïðîöåññîðàõ, ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà òåõíîëîãè÷åñêèõ îñî-
áåííîñòÿõ ðåàëèçàöèè òîëüêî èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Îãîâîðèìñÿ, ÷òî â
îöåíêàõ (10) íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñâåðõáûñòðûå ïðÿìûå àëãîðèòìû äëÿ
ðåøåíèÿ ñëèøêîì ÷àñòíûõ çàäà÷ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, à òàêæå
îïòèìàëüíûå ïî ïîðÿäêó, íî ïëîõî ïðèñïîñîáëåííûå äëÿ ðàñïàðàëëåëèâà-
íèÿ ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû.

Áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå ÑËÀÓ êëàññèôèöèðóåòñÿ ïî ñòðóêòóðíûì, ñïåêò-
ðàëüíûì è äðóãèì ïðèçíàêàì, îïðåäåëÿþùèì ñàìûå ýêîíîìè÷íûå äëÿ êîíê-
ðåòíûõ ñëó÷àåâ àëãîðèòìû. Íàèáîëåå õàðàêòåðíûå òèïû ìàòðèö – ýòî âåùå-
ñòâåííûå è êîìïëåêñíûå, ýðìèòîâûå è íåýðìèòîâûå, ñèììåòðè÷íûå è íå-
ñèììåòðè÷íûå, ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå è íåîïðåäåëåííûå, ëåíòî÷íûå
ñ ðàçëè÷íîé øèðèíîé ëåíòû, ñïåöèàëüíûå áëî÷íûå ìàòðèöû è ò. ä.

Ìíîæåñòâî èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ õàðàêòåðèçóåòñÿ äâó-
ìÿ îñíîâíûìè ïðèåìàìè: âûáîðîì ïðåäîáóñëîâëèâàþùèõ ìàòðèö è ñïîñî-
áîì óñêîðåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Åñëè èñõîäíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
èìååò âèä

Au f� , (11)

òî åå ïðåäîáóñëîâëèâàíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñâåäåíèå ê äðóãîé, ýêâèâà-
ëåíòíîé â íåêîòîðîì ñìûñëå, ÑËÀÓ:

~~ ~
,

~
, ~ ,Au BACC u Bf f A BAC u C u� � � � �� �1 1 (12)

ãäå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû B è C íàçûâàþòñÿ ëåâûì è ïðàâûì ïðåäîáóñ-
ëîâëèâàòåëÿìè ñîîòâåòñòâåííî è íàõîäÿòñÿ ïî óñëîâèþ ïðîñòîé îáðàòèìî-
ñòè è âîçìîæíîé ìèíèìèçàöèè ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ïðåäîáóñëîâëåííîé

ìàòðèöû cond
~ ~ ~

,A A A� �1 ÷òî â êîíå÷íîì ñ÷åòå è îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ñõî-

äèìîñòè è ýêîíîìè÷íîñòü ðåàëèçàöèè êàæäîãî øàãà èòåðàöèé.
Îäèí èç îñíîâíûõ ïîäõîäîâ ê ïðåäîáóñëîâëèâàíèþ ÑËÀÓ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ñåìåéñòâî ìåòîäîâ íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè, èëè íåïîëíîãî LU-ðàçëî-
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æåíèÿ(ILU – incomplete LU-decomposition). Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå
(12), ïîëîæèâ C I� (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà) è îïðåäåëèâ ëåâûé ïðåäîáóñëîâëè-
âàòåëü êàê

B G L G G U� � ��( ) ( ).1 (13)

Çäåñü G – íåêîòîðàÿ äèàãîíàëüíàÿ èëè ëåíòî÷íàÿ ìàòðèöà, à L èU – ñòðîãî
íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ òðåóãîëüíûå ìàòðèöû. Åñëè èñõîäíóþ ìàòðèöó ïðåäñòà-
âèòü â âèäå A D L U� � � , ãäå D L, è U ñóòü åå äèàãîíàëüíàÿ, íèæíÿÿ è âåðõ-
íÿÿ òðåóãîëüíûå ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî, òî äëÿ îäíîãî èç ïîïóëÿðíûõ ìåòî-
äîâ – ñèììåòðè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè (SSOR – Sym-
metric Successive Over Relaxation) ïðåäîáóñëîâëèâàþùàÿ ìàòðèöà ïðèíè-

ìàåò ôîðìó (13) ñ G D L L U U� � �1

�
, , (� – èòåðàöèîííûé (ðåëàêñàöèîí-

íûé) ïàðàìåòð).
Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäîâ ILU òðåáóåò ðåøåíèÿ íèæíåé è âåðõíåé òðåóãîëü-

íûõ ñèñòåì íà êàæäîé èòåðàöèè. Ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ýòîãî ñåìåéñòâà ñâÿ-
çàíû ñ îïðåäåëåíèåì ìàòðèö L è U áîëüøåé èëè ìåíüøåé ðàçðåæåííîñòè.
Ïðè óâåëè÷åíèè â íèõ êîëè÷åñòâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî çíà÷èòåëüíî
óìåíüøèòü ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû

~
,A íî ïðè ýòîì «äîðîæàåò» ðåà-

ëèçàöèÿ êàæäîãî èòåðàöèîííîãî øàãà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ðàçðåæåííûõ ìàòðè÷íûõ ôîðìàòîâ (â îòëè÷èå îò ïëîòíûõ) âûïîëíåíèå
ILU-àëãîðèòìîâ ãîðàçäî ñëîæíåå, ïîñêîëüêó âêëþ÷àåò íåïðîñòóþ ëîãè÷å-
ñêóþ çàäà÷ó ñèìâîëüíîé ôàêòîðèçàöèè.

Âû÷èñëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé óæå äëÿ ïðåäîáóñëîâëåí-

íîé ñèñòåìû
~ ~ ~
A u f� ïðè çàäàííîì ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè

u 0 ñõåìàòè÷íî ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëàìè

~ ~ ~ ~ ;

~ ~ ; ~ ~ ~
,

r f A u

u u p r r Ap nn n
n

n n n
n

n

0 0

1 1 1 1

� �

� � � �� � � �� � �1 2, , ... ,
(14)

ãäå p p0 1, , ... – íåêîòîðûå íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû, îïðåäåëÿåìûå òåì èëè

èíûì îáðàçîì ÷åðåç âåêòîðû ïðåäîáóñëîâëåííûõ íåâÿçîê ~ , ~ , ...;r r0 1 � n – ñî-

îòâåòñòâóþùèå èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ÷åáûøåâ-
ñêîãî óñêîðåíèÿ ïîëàãàåòñÿ p rn n� ~ , à çíà÷åíèÿ� n îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç îöåí-

êè ãðàíèö ñïåêòðà ìàòðèöû
~

,A êîòîðûé ìîæåò áûòü êàê âåùåñòâåííûì, òàê è

êîìïëåêñíûì.
Áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ãðàäèåíòíûå, èëè âàðèàöèîííûå,

àëãîðèòìû, â êîòîðûõ èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû âû÷èñëÿþòñÿ àäàïòèâíûì
îáðàçîì ïî àïîñòåðèîðíîé èíôîðìàöèè èç ïðèíöèïà ìèíèìèçàöèè êàêîãî-
ëèáî ôóíêöèîíàëà, íàïðèìåð íîðìû íåâÿçêè. Ïðè ýòîì îïòèìèçàöèÿ ïðî-
öåññà ïðîèçâîäèòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà, ÿâëÿþùèõñÿ ëèíåéíîé
îáîëî÷êîé ñîâîêóïíîñòè âåêòîðîâ ~ ,

~ ~ , ... ,
~ ~ ,r A r A rn0 0 0 à íàïðàâëÿþùèå âåêòî-

ðû p n íàõîäÿòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè òîëüêî ïîñëåäíèõ âåêòîðîâ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åðåç ôîðìóëû âèäà

p r p p rn n
n k

k n m

n
k

n

� � �
� �

�

 � , ; ~ .
1

0 0 (15)
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Çäåñü âåëè÷èíû�n k, ,êàê è� n èç (14), ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ âåêòîðîâ, à öåëî÷èñëåííûå mn îïðåäåëÿþò,
ñêîëüêî ïðåäûäóùèõ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ p k íåîáõîäèìî ñîõðàíèòü â

ïàìÿòè. Åñëè ìàòðèöà
~
A ñàìîñîïðÿæåííàÿ, òî mn �1è íàïðàâëÿþùèå âåêòî-

ðû â (15) îïðåäåëÿþòñÿ èç êîðîòêèõ äâó÷ëåííûõ ðåêóðñèé.
Ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå ìíîãîîáðàçèå ñóùåñòâóþùèõ ñîâðåìåí-

íûõ àëãîðèòìîâ, òåì áîëåå ïðîâîäèòü èõ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç, ïîñêîëüêó
íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå îáùèõ îñíîâíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðèí-
öèïîâ èõ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ïåðå÷èñëåíèåì
îñíîâíûõ ìåòîäîâ ïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà (ñàìîå îáùåå íàçâàíèå òàêîãî êëàñ-
ñà èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ) è èõ ãëàâíûõ îñîáåííîñòåé ïðè ðåøåíèè âåùå-
ñòâåííûõ ÑËÀÓ.

Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (CG – Conjugate Gradi-
ent) è ñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê (CR – Conjugate Residual), ïðèìåíÿåìûå äëÿ
ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûõ (ñ.ï.î.) è ïîëóîïðåäåëåííûõ
ñèñòåì, ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè ýêîíîìè÷íûìè: îíè ñîäåðæàò äâó÷ëåííûå ðåêóð-
ñèè â ôîðìóëàõ (15) äëÿ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ è òîëüêî îäíî âåêòîðíî-
ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå íà êàæäîé èòåðàöèè. Îáîáùåíèåì ýòèõ àëãîðèòìîâ
äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
(BiCG) è íåâÿçîê (BiCR), êîòîðûå óæå íå èìåþò ìèíèìèçèðóþùèõ ñâîéñòâ,
íî ñîõðàíÿþò ïðîåêöèîííûå: âåêòîðû ~r k è p k áèîðòîãîíàëüíû äîïîëíè-

òåëüíî âû÷èñëÿåìûì âåêòîðàì �r k è �p k ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòèõ ïðîöåññàõ âñå

ðàññ÷èòûâàåìûå âåêòîðû òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ èç äâó÷ëåííûõ ðåêóðñèé, íî
ðåàëèçàöèÿ êàæäîé èòåðàöèè òðåáóåò äâà âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèÿ.

Íàèáîëåå áûñòðóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì
èìåþò îáîáùåííûå ìåòîäû ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES) è ñîïðÿæåííûõ
íåâÿçîê (GCR), êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò íîðìó íåâÿçêè, íî èìåþò ðàçëè÷íûå
îðòîãîíàëüíûå ñâîéñòâà âû÷èñëÿåìûõ âåêòîðîâ. Îòìåòèì òàêæå ìåòîä ïî-
ëóñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê (SCR), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé âåðñèåé àëãî-
ðèòìà GCR, èñïîëüçóþùåé ìîäèôèöèðîâàííûé ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè
Ãðàìà – Øìèäòà äëÿ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ. Ýòè àëãîðèòìû òðåáóþò òîëü-
êî ïî îäíîìó âåêòîðíî-ìàòðè÷íîìó óìíîæåíèþ íà èòåðàöèîííîì øàãå, íî
èñïîëüçóþò «äëèííûå» ðåêóðñèè âèäà (15), â êîòîðûõ íåîáõîäèìî õðàíèòü
âñå íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû p k. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îñëàáëå-

íèþ ýòîãî ñëèøêîì æåñòêîãî îãðàíè÷åíèÿ, îäíàêî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ýêîíîìèÿ
ïàìÿòè ïðèâîäèò ê çàìåäëåíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé.

Ïðîáëåìà âûáîðà îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ êîíêðåòíîãî êëàññà
ÑËÀÓ äàëåêà îò çàâåðøåíèÿ. Ïîïîëíåíèå çíàíèé çäåñü ïðîèñõîäèò ïóòåì
íàêîïëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ñðàâíèòåëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ
âñåâîçìîæíûõ ìåòîäîâ íà êîëëåêöèÿõ òèïîâûõ ìàòðèö, íàïðèìåð äîñòóï-
íîì â ñåòè Èíòåðíåò íàáîðå MATRIX MARKET.

5. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ êîíå÷íîãî èëè ïðîìåæóòî÷íîãî ýòàïà ìîäåëèðîâà-
íèÿ ñëåäóåò ñòàäèÿ ïîñòïðîöåññèðîâàíèÿ, ò. å. ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè,
âèçóàëèçàöèè è àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿìè ðàññ÷èòàííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, îïðåäåëÿåìûõ èëè â óç-
ëàõ, èëè â ñåðåäèíàõ ðåáåð, èëè â äðóãèõ òî÷êàõ ñåòî÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ îáú-
åêòîâ. Îáû÷íûå íàãëÿäíûå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ òðåõìåðíûõ ñêàëÿðíûõ
èëè âåêòîðíûõ ôóíêöèé – ýòî èçîëèíèè â çàäàâàåìûõ ñå÷åíèÿõ ðàñ÷åòíîé îá-
ëàñòè, èçîïîâåðõíîñòè, ñèëîâûå ëèíèè, ãðàôèêè, òàáëèöû è ò. ä. [20]. Ñòàí-
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äàðòíûé òåõíîëîãè÷åñêèé ïóòü â äàííîì ñëó÷àå – ýòî âûáîð ïðèåìëåìîé
ãðàôè÷åñêîé ñòðóêòóðû äàííûõ (ÃðàôÑÄ) è ñóùåñòâóþùåé ðàçâèòîé ñèñòå-
ìû âèçóàëèçàöèè. Èäåàëüíûé ôîðìàò êîíå÷íûõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíî-
ãî ýêñïåðèìåíòà äîëæåí ñîãëàñîâûâàòüñÿ ñ èíôîðìàöèîííîé áàçîé ñèñòåìû
àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ èëè ñèñòåìû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, äëÿ öåëåé
êîòîðûõ è ïðîâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòàï ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè ìàññèâîâ ñåòî÷-
íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé íå òðåáóåò ñëèøêîì ìíîãî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðà-
öèé. Îäíàêî íåïîñðåäñòâåííàÿ âèçóàëèçàöèÿ áîëüøîãî îáúåìà ãðàôè÷åñêîãî
è îñîáåííî ìóëüòèïëèêàöèîííîãî ìàòåðèàëà ìîæåò ïîòðåáîâàòü îãðîìíûõ
êîìïüþòåðíûõ ðåñóðñîâ, ïîýòîìó ïðîáëåìà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ çäåñü îñî-
áåííî àêòóàëüíà.

3. Ñòðàòåãèè è òàêòèêè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Ïðîàíàëèçèðóåì ïîñëå-
äîâàòåëüíî òåõíîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âñåõ ðàññìîò-
ðåííûõ â ðàçä. 2 ñòàäèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, âûäåëèì èõ «óçêèå
ìåñòà» è íàìåòèì îáùèå ïðèíöèïû ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðåøåíèÿ
áîëüøèõ çàäà÷ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ. Ïðåäëàãà-
åìîå èññëåäîâàíèå äîñòàòî÷íî àáñòðàêòíî è íå âêëþ÷àåò äåòàëüíûé àíàëèç
îñîáåííîñòåé îòäåëüíûõ êîìïüþòåðíûõ àðõèòåêòóð èëè ïðîãðàììíûõ ïëàò-
ôîðì, ïîòîìó ÷òî ýòè âîïðîñû òðåáóþò ñïåöèàëüíîãî èçó÷åíèÿ. Îñòàíîâèì-
ñÿ íà ðàñïàðàëëåëèâàíèè îäíîé çàäà÷è (âîçìîæíî, âêëþ÷àþùåé ìíîãîâàðè-
àíòíûå ðàñ÷åòû), òàê êàê ðåøåíèå ðàçëè÷íûõ çàäà÷ íà «ñâîèõ» ïðîöåññîðàõ –
ýòî âûïîëíåíèå íåçàâèñèìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ, íå òðåáóþùåå
ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ èõ ñîãëàñîâàíèÿ.

Äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ ñëîæèëèñü ñëå-
äóþùèå îñíîâíûå ïîäõîäû, êîòîðûå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ èëè àâòîíîìíî, èëè
â ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿõ.

1. Äåêîìïîçèöèÿ ìíîãîìåðíûõ îáëàñòåé. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü� è åå äèñê-
ðåòíûé ñåòî÷íûé àíàëîã � h ðàçáèâàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ èëè íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäîáëàñòè� l è � �l

h l N, , ... , ,�1 äëÿ òîãî ÷òî-

áû èñõîäíóþ ïîëíóþ çàäà÷ó ñâåñòè ê ðåøåíèþ N� ïîäçàäà÷, êàæäóþ èç êî-
òîðûõ ìîæíî ðåàëèçîâûâàòü îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî (â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå) íà ñâîåì ïðîöåññîðå. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå ýòè ïîäçàäà÷è ÿâëÿþòñÿ
âçàèìîñâÿçàííûìè, è ïîýòîìó ìåæäó ïðîöåññîðàìè ïåðèîäè÷åñêè íåîáõî-
äèìî îñóùåñòâëÿòü èíôîðìàöèîííûå îáìåíû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïëàòîé çà ïàðàë-
ëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ íà ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ, íà êîòîðûå
èñòîðè÷åñêè êàê ðàç áûëè îðèåíòèðîâàíû àëãîðèòìû äåêîìïîçèöèè.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî â ýòîì ïîäõîäå ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ èìåííî çàäà÷à,
òàê êàê ïðèìåíÿåìûé àëãîðèòì ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî äðóãèì (êàê ïðàâè-
ëî õóæå, ïðè ðåøåíèè íà îäíîì ïðîöåññîðå). Ïðåäòå÷åé äàííîãî ïîäõîäà
ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûé áîëåå 100 ëåò àëüòåðíèðóþùèé ìåòîä Øâàðöà, êîòîðûé
èñïîëüçîâàëñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàçáèåíèå íà ïîäîáëàñòè íàäî ïðîâîäèòü èñõîäÿ èç ïðèíöèïà ðàâíîìåð-
íîñòè çàãðóçêè ïðîöåññîðîâ, ò. å. îäèíàêîâîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
ïîäçàäà÷, è ýòî íèêàê íå ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâàìè ôèçè÷åñêèõ ïîäîáëàñòåé èñ-
õîäíîé çàäà÷è.

2. Ðàñùåïëåíèå ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì. Ýòîò ñïîñîá èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãîïëàíîâûõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå êàê-òî ðàçáèâàþòñÿ íà ïîäñèñòåìû, ðåøà-
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åìûå íà ïðîìåæóòî÷íûõ øàãàõ íåçàâèñèìî è ïàðàëëåëüíî. Ïðè ýòîì çà÷àñ-
òóþ ïðèõîäèòñÿ «ïîðòèòü» èñõîäíóþ çàäà÷ó è ðàçáèâàòü ðàäè óïðîùåíèÿ àë-
ãîðèòìà îäíî óðàâíåíèå íà íåñêîëüêî. Íàïðèìåð, ïåðåíîñ òåïëà âñëåäñòâèå
äèôôóçèîííîãî, êîíâåêòèâíîãî è ðàäèàöèîííîãî ïðîöåññîâ ìîæåò ðàññ÷è-
òûâàòüñÿ íåçàâèñèìî ïî ïðîöåññàì.

3. Ðàñùåïëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì. Ìíîãîìåðíûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ «â
ëîá» ãîðàçäî òÿæåëåå îäíîìåðíûõ, ïîýòîìó îäèí èç ïîïóëÿðíûõ êëàññîâ àë-
ãîðèòìîâ – ìåòîäû ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé – ñâÿçàí ñ èìåíàìè Ïèñìàíà,
Ðå÷ôîðäà, Äóãëàñà, Í. Í. ßíåíêî, Ã. È. Ìàð÷óêà, À. À. Ñàìàðñêîãî è äðóãèõ.
Ýòè ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèé êàê ñòàöèîíàðíûõ, òàê è íåñòàöèî-
íàðíûõ çàäà÷.

Ñóùåñòâóåò òàêæå îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ïðèåìîâ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ
âñïîìîãàòåëüíûõ ïîäçàäà÷, ñîñòàâëÿþùèõ íåîáõîäèìûé ìàòåìàòè÷åñêèé
èíñòðóìåíòàðèé: âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îïåðàöèè, áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå è ò. ä., è èõ ýôôåêòèâíîå èñïîëüçîâàíèå î÷åíü âàæíî, íî íå ýòî ÿâëÿåò-
ñÿ ñåé÷àñ íàøåé öåëüþ.

Ðåàëèçàöèÿ ýòàïà ïðåïðîöåññèðîâàíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ ãåîìåòðè÷åñêèì è
ôóíêöèîíàëüíûì ìîäåëèðîâàíèåì, íå ÿâëÿåòñÿ ðåñóðñîåìêîé, à åãî êîíå÷-
íûå ðåçóëüòàòû – ÃÑÄ è ÔÑÄ – íå òðåáóþò äëÿ ñâîåãî õðàíåíèÿ áîëüøîãî
îáúåìà ïàìÿòè, òàê êàê êîëè÷åñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôóíêöèîíàëüíûõ îáú-
åêòîâ èñ÷èñëÿåòñÿ òîëüêî äåñÿòêàìè èëè ñîòíÿìè.

Ïîýòîìó ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìîâ äàííîé ñòàäèè ôàêòè÷åñêè íå
ñòîèò â ïîâåñòêå äíÿ è ìîæåò áûòü âûïîëíåíî íà îäíîì ãîëîâíîì êîìïüþòå-
ðå, à ðåçóëüòàòû ñêîïèðîâàíû è ðàçîñëàíû ïî âñåì îñòàëüíûì ïðîöåññîðàì.
Ãëàâíàÿ òåõíîëîãè÷åñêàÿ çàäà÷à â äàííîì ñëó÷àå – ýòî îáåñïå÷åíèå ïîëüçî-
âàòåëÿ äðóæåñòâåííûì ãðàôè÷åñêèì èíòåðôåéñîì, ïîçâîëÿþùèì ââîäèòü
èçîáðàçèòåëüíóþ è òåêñòîâóþ èíôîðìàöèþ, êîíòðîëèðîâàòü åå è ðåäàêòèðî-
âàòü. È ýêîíîìèòü çäåñü íóæíî íå ìàøèííûå, à ÷åëîâå÷åñêèå ðåñóðñû.

Äèñêðåòèçàöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è ôîðìèðîâàíèå ñåòî÷íîé ñòðóêòóðû
äàííûõ ìîãóò ñîñòàâëÿòü èëè òðèâèàëüíóþ, èëè î÷åíü ñëîæíóþ çàäà÷ó. Â
ëþáîì ñëó÷àå ýòî óæå íà÷àëî ïðîöåññà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, òàê êàê è èñõîä-
íûå äàííûå ýòîãî ýòàïà, è òåì áîëåå ðåçóëüòàòû ðàñïîëàãàþòñÿ â ïàìÿòè ðàç-
íûõ ïðîöåññîðîâ. Åñòåñòâåííî ïðè ýòîì, ÷òî ëîãè÷åñêàÿ ñåòü èç ðàñ÷åòíûõ
ïîäîáëàñòåé äîëæíà îòîáðàæàòüñÿ íà âèðòóàëüíóþ è/èëè ôèçè÷åñêóþ ñåòü
èç ïðîöåññîðîâ.

Çäåñü óìåñòíî ðàññìîòðåòü âàæíûé ìåòîäè÷åñêèé âîïðîñ: êàêîå ðàçáèå-
íèå ðàñ÷åòíîé ñåòî÷íîé îáëàñòè íà ñåòî÷íûå æå ïîäîáëàñòè ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì? Äëÿ ïîíèìàíèÿ ñóòè âîçüìåì ïðîñòåéøèé ïðèìåð êóáè÷åñêîé ñå-
òî÷íîé îáëàñòè ñ ÷èñëîì óçëîâ N 3, ðàçáèòîé íà m3 îäèíàêîâûõ êóáè÷åñêèõ

ïîäîáëàñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ( )N m 3 óçëîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðå-

øåíèå êàæäîé èç ïîäçàäà÷ â ïîäîáëàñòè íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîöåññîðå
òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ( ) , ,N m 3 1� � � àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, ò. å. ñâÿçàíî

ñ «îáúåìîì» � l
h. Êîëè÷åñòâî æå èíôîðìàöèîííûõ ìåæïðîöåññîðíûõ îáìå-

íîâ äëÿ êàæäîé ïîäîáëàñòè ïðîïîðöèîíàëüíî åå «ïîâåðõíîñòè», ò. å. ( ) .N m 2

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå âðåìåíè ðåøåíèÿ êàæäîé ïîäçàäà÷è ê âðåìåíè

îáìåíîâ ïðîïîðöèîíàëüíî ( ) .N m 3 2� � Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì

÷èñëà ïîäîáëàñòåé è ïðîöåññîðîâ ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ (Ep â
(1)) ïàäàåò âñëåäñòâèå îòíîñèòåëüíîãî ðîñòà êîììóíèêàöèîííûõ ïîòåðü,
õîòÿ óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé R p ìîæåò ðàñòè.
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Ïóñòü òåïåðü ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íå íà «êóáèêè», à íà m îäè-
íàêîâûõ ñåòî÷íûõ «ïîëîñ» ñ ÷èñëîì óçëîâ â êàæäîé N m3 , à êîíôèãóðàöèÿ

âû÷èñëèòåëüíîé ñåòè èç m ïðîöåññîðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíóþ
«ëèíåéêó». Îöåíèâàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó òðóäîåìêîñòü êàæäîé ïîä-
çàäà÷è âåëè÷èíîé ( )N m3 � è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîùàäü îáùèõ ãðàíåé ìåæäó

ïîëîñàìè ðàâíà N 2, ïîëó÷àåì îòíîøåíèå âðåìåíè ñ÷åòà ê âðåìåíè îáìåíîâ

ïðîïîðöèîíàëüíûì âåëè÷èíå N m3 2� �� . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêàÿ äåêîìïîçè-

öèÿ ãîðàçäî õóæå ïðè m��1.
Åñëè æå âçÿòü ïðîìåæóòî÷íóþ êîìïüþòåðíóþ àðõèòåêòóðó â âèäå êâàä-

ðàòíîé ñåòè ñ ÷èñëîì ïðîöåññîðîâ m2, òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì «äâóìåð-

íîì» ðàçáèåíèè òðåõìåðíîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïîëó÷àåì âðåìåíà ñ÷åòà, îá-
ìåíîâ è èõ îòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíûìè âåëè÷èíàì ( ) ,N m3 2 � N m2 è

N m3 2 2 1� �� � ñîîòâåòñòâåííî.

Ìíîãîîáðàçèå ìàòåìàòè÷åñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì ïîñòðîåíèÿ
ñåòîê ìîæíî ïðåäñòàâèòü èç îäíîãî òîëüêî ïåðå÷èñëåíèÿ èõ âîçìîæíûõ êîí-
ôèãóðàöèé è õàðàêòåðèñòèê: ðàâíîìåðíûå è íåðàâíîìåðíûå, ñòðóêòóðèðî-
âàííûå è íåñòðóêòóðèðîâàííûå, ñîãëàñîâàííûå è íåñîãëàñîâàííûå, êîí-
ôîðìíûå è íåêîíôîðìíûå, ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå, m-óãîëüíûå (m�
�3 4, , ... ), àäàïòèâíûå, âëîæåííûå, êðèâîëèíåéíûå, îðòîãîíàëüíûå, òðèàíãó-
ëÿöèè Äåëîíå è ò. ä. Îäèí òîëüêî àíàëèç èõ îñîáåííîñòåé è êðèòåðèåâ
êà÷åñòâà äîñòîèí ðàçâåðíóòîãî ìíîãîñòðàíè÷íîãî îáçîðà.

Ôîðìàëüíî âåñü ýòîò êîìïëåêñ àëãîðèòìè÷åñêèõ âîïðîñîâ ìîæíî çà-

êðûòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: â êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé � l
h ñåòêà ñòðîèòñÿ

ñâîåé ïðîãðàììîé, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò áèáëèîòåêó ñåòî÷íûõ
ãåíåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì ñîãëàñîâàíèå íåçàâèñèìûõ äèñêðåòèçàöèé ìîæåò îñó-
ùåñòâëÿòüñÿ ïðåäâàðèòåëüíûì ðàçáèåíèåì ìàêðîãðàíåé ñåòî÷íûõ ïîäîáëà-
ñòåé. Ðàçóìååòñÿ, êàæäûé ñåòî÷íûé îáúåêò äîëæåí ñïåöèôèöèðîâàòüñÿ ñâî-
èì ðåãèîíàëüíûì è ãëîáàëüíûì íîìåðàìè.

Òðèâèàëüíàÿ íà ïåðâûé âçãëÿä ïðîáëåìà íóìåðàöèè óçëîâ è äðóãèõ ýëå-
ìåíòàðíûõ îáúåêòîâ ìîæåò îêàçàòü ðåøàþùåå âëèÿíèå íà ýôôåêòèâíîñòü
ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ, à òàêæå èõ ðàñïàðàëëåëèâàíèå. Äåëî â òîì, ÷òî óïî-
ðÿäî÷åííîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò èñêîìûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåò
ñîáîé ëåíòî÷íóþ ñòðóêòóðó ÑËÀÓ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì â
îáúåìàõ âû÷èñëåíèé è òðåáóåìîé ïàìÿòè äëÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö. Ìîæíî
îòìåòèòü ñëåäóþùóþ çàêîíîìåðíîñòü: ÷åì ñëîæíåå è ýôôåêòèâíåå ñåòêà â
«èíòåëëåêòóàëüíîì» ïëàíå, òåì òðóäíåå îíà ðåàëèçóåòñÿ â ñìûñëå òåõíîëî-
ãèè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü àäàïòèâíûå ñåòêè, ó÷è-
òûâàþùèå ñâîéñòâà ðàññ÷èòûâàåìûõ ðåøåíèé, â òîì ÷èñëå äèíàìè÷åñêèå,
ïðèìåíÿåìûå äëÿ ñèëüíî ìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè ñâîéñòâ íåñòàöèîíàðíûõ
çàäà÷, à òàêæå ìíîãîñåòî÷íûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ïîñëåäîâàòåëüíî
âëîæåííûõ äèñêðåòèçàöèÿõ è îáåñïå÷èâàþùèå îïòèìàëüíûå ïî ïîðÿäêó
ìåòîäû.

Èòîãîâàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ ÑÑÄ, ñôîðìèðîâàííàÿ íà ïîýëåìåíòíîì ïðèí-
öèïå, ìîæåò áûòü êðàòêî îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîé çàìêíó-
òîé ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè� l

h ôîðìèðóåòñÿ ñïèñîê êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ El m,

( , ... , )m M l�1 – òåòðàýäðîâ, ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ïðèçì èëè äðóãèõ ôèãóð, –
äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ çàäàþòñÿ: íîìåð ñâîåé ðàñ÷åòíîé (ôèçè÷åñêîé) ïîä-
îáëàñòè, ïî êîòîðîìó îïðåäåëÿþòñÿ òèïû è êîýôôèöèåíòû ðåøàåìûõ â íåé
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íîìåðà èíöèäåíòíûõ ñåòî÷íûõ ãðàíåé, ïî
êîòîðûì îïðåäåëÿþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ è óðàâíåíèÿ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíî-
ñòåé, à òàêæå íîìåðà óçëîâ-âåðøèí, ïî êîòîðûì ìîãóò áûòü íàéäåíû èõ êîîð-
äèíàòû. Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âñå ñåòî÷íûå ýëåìåíòû, ãðàíè, óçëû
è ðåáðà èìåþò ñâîè íåçàâèñèìûå óïîðÿäî÷åííîñòè è íóìåðàöèè. Èíôîðìà-
öèÿ ïî êàæäîé ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè ðàçìåùàåòñÿ â ïàìÿòè ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ïðîöåññîðà. Ïðè ýòîì äàííûå ïî ñìåæíûì ãðàíÿì äóáëèðóþòñÿ, ÷òî ïî-
çâîëÿåò â äàëüíåéøåì íàèáîëåå ýôôåêòèâíî îñóùåñòâëÿòü ðàñïàðàëëåëèâà-
íèå. Îáùèé îáúåì ÑÑÄ, î÷åâèäíî, ïðîïîðöèîíàëåí ñóììàðíîìó êîëè÷åñòâó
ñåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ òåõíîëîãèÿ ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ðàñïàðàëëåëèòü áåç
âñÿêèõ êîììóíèêàöèîííûõ ïîòåðü ýòàï àïïðîêñèìàöèè ðåøàåìîé êðàåâîé
çàäà÷è. Ïîñòðîåíèå ëîêàëüíûõ ìàòðèö æåñòêîñòè â ÌÊÝ îïðåäåëÿåòñÿ äàí-
íûìè, õðàíÿùèìèñÿ â ñâîåì ïðîöåññîðå. Â ìåòîäå êîíå÷íûõ îáúåìîâ îêîëî
êàæäîãî ñåòî÷íîãî óçëà Pk ñòðîèòñÿ ÿ÷åéêà Äèðèõëå – Âîðîíîãî, èíòåãðèðî-
âàíèåì ïî êîòîðîé ôîðìèðóþòñÿ äèñêðåòíûå ñîîòíîøåíèÿ áàëàíñà. Ïðè
ýòîì êàæäûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäýëåìåíòû E Em m k

k

� , ,�

E E Vm k m k, � � è ïîñòðîåíèå ëîêàëüíûõ ìàòðèö áàëàíñà òàêæå ïðîèçâî-

äèòñÿ ïîýëåìåíòíî.
Èòîãîâàÿ ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà ÑËÀÓ â ìåòîäàõ äåêîìïîçèöèè ïðèíèìàåò

áëî÷íûé âèä A Ak l�{ },, ïðè÷åì êàæäûé äèàãîíàëüíûé áëîê Ak k, îòâå÷àåò çà
ïîäçàäà÷ó, ðåøàåìóþ â k-é ïîäîáëàñòè íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîöåññîðå, à
âíåäèàãîíàëüíûå áëîêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíôîðìàöèîííûå ñâÿçè ìåæäó
ïîäîáëàñòÿìè. Áëî÷íàÿ ñòðóêòóðà ìàòðèöû A îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ìàê-
ðîñåòè èç ïîäîáëàñòåé, êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî îòîáðàæàåòñÿ íà àðõèòåêòóðó
âû÷èñëèòåëüíîé ñåòè. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå îäíî-, äâó- è òðåõìåðíîé
êîíôèãóðàöèé ðàçáèåíèé ìàòðèöà áóäåò áëî÷íî òðåõ-, ïÿòè- è ñåìèäèàãî-
íàëüíîé, ò. å. êàæäûé ïðîöåññîð (è ïîäîáëàñòü) èìååò ñâÿçè òîëüêî ñ äâóìÿ,
÷åòûðüìÿ èëè øåñòüþ ñîñåäÿìè.

Åñëè ðåøàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òî ëîêàëüíûå
ìàòðèöû ôîðìèðóþòñÿ íåçàâèñèìî è, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàëëåëüíî. Îäíàêî
ôîðìèðîâàíèå ãëîáàëüíîé ìàòðèöû, åå áëî÷íîé ñòðóêòóðû è ïîñëåäóþùåé
âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû çàâèñèò îò ñòðàòåãèè óïîðÿäî÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà

!E E f� �� , (16)

îïèñûâàþùåå ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû ãàðìîíè÷åñêîãî ïî âðåìåíè ýëåêò-
ðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîìïîíåíòû êîòîðîãî èìåþò âèä

E E iE E E iE E E iEx x x y y y z z z� � � � � �Re Im Re Im Re Im, , ,

ãäå i – ìíèìàÿ åäèíèöà, à Re è Im îáîçíà÷àþò âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè.
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (16) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî
øåñòè ñêàëÿðíûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà êàæäàÿ èç ôóíêöèé îïðåäåëåíà â
óçëàõ ñåòêè. Òîãäà åñòåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ íóìåðàöèÿ ýòèõ
øåñòè êîìïîíåíò ïîäðÿä äëÿ k-ãî óçëà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëíûé âåêòîð íåèç-
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âåñòíûõ ðàçìåðà 6N N( – êîëè÷åñòâî ðàñ÷åòíûõ óçëîâ ñåòêè) îïðåäåëÿåòñÿ â
âèäå

u E E E E E Ex k x k y k y k z k z k� (... , , , , , , , ., , , , , ,
Re Im Re Im Re Im .. ) .t

Åñëè ïðè ýòîì ïðèìåíèòü ðàññìîòðåííûå âûøå ìåòîäû äåêîìïîçèöèè ñ
òåìè æå ðàçáèåíèÿìè íà ïîäîáëàñòè, òî â êàæäîé èç íèõ àëãåáðàè÷åñêàÿ ðàç-
ìåðíîñòü ïîäçàäà÷è (è îáúåì âû÷èñëåíèé) óâåëè÷èòñÿ â 6 ðàç, ÷òî ïîëîæè-
òåëüíî ñêàæåòñÿ íà ýôôåêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, òàê êàê êîýôôèöè-
åíò Ep â (1) âîçðàñòåò âñëåäñòâèå îòíîñèòåëüíîãî óìåíüøåíèÿ êîììóíèêà-
öèîííûõ ïîòåðü. Îäíàêî âåêòîðíûé õàðàêòåð óðàâíåíèÿ (16) ïîçâîëÿåò ðåà-
ëèçîâûâàòü è äðóãóþ òàêòèêó ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ: êàæäóþ èç øåñòè ñêàëÿð-
íûõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ðàññ÷èòûâàòü íà ñâîåì ïðîöåññîðå è íå èñïîëüçî-
âàòü ïðèíöèï äåêîìïîçèöèè îáëàñòè

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòóïàòü ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè è äðó-
ãèõ âåêòîðíûõ ñèñòåì, íàïðèìåð óðàâíåíèé òåðìîóïðóãîñòè èëè óðàâíåíèé
Íàâüå – Ñòîêñà, îïèñûâàþùèõ âÿçêîå òå÷åíèå æèäêîñòè: ðàçëè÷íûå ñåòî÷-
íûå ôóíêöèè ãðóïïèðóþòñÿ â áëîêè ïî èõ ëîêàëüíîìó ðàñïîëîæåíèþ, à äå-
êîìïîçèöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ îáùàÿ ïî ïîäîáëàñòÿì, èëè, íàîáîðîò, ÀÑÄ äëÿ
êàæäîé èç èñêîìûõ ôóíêöèé (ò. å. ôàêòè÷åñêè ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà äëÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåé ÑËÀÓ) ôîðìèðóåòñÿ íà îòäåëüíîì ïðîöåññîðå äëÿ àâòîíîì-
íîãî ðåøåíèÿ.

Åñëè êîýôôèöèåíòû èñõîäíîé çàäà÷è çàâèñÿò îò âðåìåíè è/èëè îò ñàìîãî
ðåøåíèÿ, òî åñòåñòâåííûì îáðàçîì âû÷èñëèòåëüíûå àïïðîêñèìàòîðû ïåðå-
ñ÷èòûâàþò ÀÑÄ íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå è/èëè íà êàæäîé èòåðàöèè ïî íå-
ëèíåéíîñòè. Äàííûå ôàêòîðû, êîíå÷íî, óâåëè÷èâàþò âû÷èñëèòåëüíóþ
ñëîæíîñòü ðàñ÷åòà, íî, êàê ïðàâèëî, òîëüêî ïîâûøàþò ýôôåêòèâíîñòü ðàñïà-
ðàëëåëèâàíèÿ.

Îñîáåííîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ÑËÀÓ – «ãëàâíîãî» ðåñóðñîåìêîãî ðàñ-
÷åòíîãî ýòàïà – ýòî íà àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå åñòü ðåàëèçàöèÿ ìíîãîóðîâíå-
âîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñ êðóïíîáëî÷íûìè ìàòðèöàìè. Äâà îñíîâíûõ
óðîâíÿ (íèæíèé è âåðõíèé) – ýòî èòåðàöèîííûé àëãîðèòì(û) äëÿ ðåøåíèÿ
«âíóòðåííèõ» çàäà÷ â ïðîöåññîðàõ è èòåðàöèè ïî ïîäîáëàñòÿì ñ îðãàíèçà-
öèåé ìåæïðîöåññîðíûõ îáìåíîâ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîóðîâíåâîñòü íå åñòü
óíèâåðñàëüíîå ñðåäñòâî óñêîðåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, õîòÿ ñòðîãèå òåîðåìû îá
îïòèìàëüíîñòè àëãîðèòìîâ (â îäíîïðîöåññîðíîì âàðèàíòå) ïîêà îòñóòñòâó-
þò. Äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîáëåìû äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîñòîé ïðèìåð,
ïðèâåäåííûé íà ðèñóíêå. Çäåñü ðàñ÷åòíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü � ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé �1 1 3 10� "[ , ] [ , ]x x y è
� 2 2 10 0� "[ , ] [ , ],x y ïðè÷åì ðàçìåð èõ îáùåé ÷àñòè ! � �� #1 2 ìîæíî ñ÷è-
òàòü ïàðàìåòðîì äåêîìïîçèöèè. Êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà èòåðàöèîííûõ ïðèáëè-
æåíèé ñëåäóþùàÿ: íà ãðàíèöàõ �1 è �2 âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå íà÷àëü-

íûå çíà÷åíèÿ u u1
0

2
0, èñêîìîãî ðåøåíèÿ, èñïîëüçóþùèåñÿ êàê ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ Äèðèõëå äëÿ ïîäçàäà÷ â �1 è � 2 , êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ íà ñâîèõ
ïðîöåññîðàõ ïàðàëëåëüíî. Çàòåì îò ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé áåðóòñÿ ñëåäû íà
�1 è�2 , ïðèíèìàåìûå çà íîâûå ïðèáëèæåíèÿ u u1

1
1
2, â èòåðàöèîííîì ïðîöåñ-

ñå, êîòîðûé è çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì âû÷èñëåíèè íîâûõ çíà÷åíèé
u un n

1 2, ïóòåì ìíîãîêðàòíîãî ðåøåíèÿ îäíîòèïíûõ çàäà÷ â �1 è � 2. Äëÿ íèõ,

â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ êàê èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû, òàê è ïðÿ-

18



ìûå (ïîñëåäíèå áóäóò ïðåäïî÷òèòåëüíåå, åñëè ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ñîäåð-
æàò íå î÷åíü ìíîãî óçëîâ ñåòêè).

Íà äàííîì ïðèìåðå ìîæíî ïðîñëåäèòü âîçìîæíûå âàðèàíòû ïðèìåíÿå-
ìûõ ìåòîäîâ è òåõíîëîãèé âìåñòå ñ èõ âëèÿíèåì íà ýôôåêòèâíîñòü ðàñïà-
ðàëëåëèâàíèÿ. Îáùèé îáúåì âû÷èñëåíèé ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà äåêîì-
ïîçèöèè îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

Q c N N nk l

k

nl

� �
�
 ( ) ,,1 2

1

in (17)

ãäå n c Nk l l,
in � 1

� ( , , )c l1 0 1 2� � – êîëè÷åñòâî «âíóòðåííèõ» èòåðàöèé â�1 è

� 2 (ñ÷èòàåì èõ äëÿ ïðîñòîòû îäèíàêîâûìè) íà êàæäîé k-é «âíåøíåé» èòåðà-
öèè; N1 è N2 – êîëè÷åñòâî óçëîâ â�1 è � 2 ñîîòâåòñòâåííî; c – ÷èñëî àðèô-
ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé íà îäíîé âíóòðåííåé èòåðàöèè, à � �0 – íåêîòîðûé
ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà ìåòîäà ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ â� �1 2, .

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ôàêòîðû îòäåëüíî. Åñëè ðàçìåð îáùåé ïîäîáëàñ-
òè! óâåëè÷èâàòü, òî êîëè÷åñòâî âíåøíèõ èòåðàöèé nl áóäåò óìåíüøàòüñÿ, íî
ïðè ýòîì áóäåò ðàñòè òðóäîåìêîñòü êàæäîé âíóòðåííåé èòåðàöèè, êàê è èõ
êîëè÷åñòâî nk l, .in

Â ÷àñòíîñòè, ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîäîáëàñòè �1 è � 2 , èìåþùèå îáùóþ âíóòðåííþþ ãðàíèöó �1 2, , ò. å. ! �0.
Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óñêîðåíèÿ âíåøíèõ èòåðàöèé íà �1 2, ñëåäóåò ÷åðåäîâàòü
ðàçëè÷íûå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íàïðèìåð ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå
è Íåéìàíà. Ýòî âàðüèðîâàíèå êðàåâûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíûì
ñðåäñòâîì îïòèìèçàöèè è äëÿ äåêîìïîçèöèè ñ ïåðåñå÷åíèåì ïîäîáëàñòåé.

Äàëåå, ïðè ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ ïîäçàäà÷ íà ïåðâûõ âíåøíèõ èòå-
ðàöèÿõ íå òðåáóåòñÿ âûñîêîé òî÷íîñòè è äëÿ ýêîíîìèè âðåìåíè ðàñ÷åòà íàäî
óìåòü óïðàâëÿòü ÷èñëîì âíóòðåííèõ èòåðàöèé nk l, ,in êîòîðîå ìîæíî ðåãóëè-

ðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äîïóñòèìûõ ïîãðåøíîñòåé $ k l,
in äëÿ âíóòðåí-

íèõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ. Íàêîíåö âíåøíèå èòåðàöèè ìîæíî óñêîðÿòü ñ
ïîìîùüþ îáîáùåííûõ ìåòîäîâ ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé. Ïåðå÷èñëåííûå
ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé – ýòî òîëüêî îäíà ñòîðîíà
âîïðîñà, êîòîðûé ïðè îòîáðàæåíèè íà êîìïüþòåðíóþ àðõèòåêòóðó äîïîëíÿ-
åòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðîáëåìàìè: ñáàëàíñèðîâàííûì ôîðìèðîâàíèåì

2*
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ðàçìåðíîñòåé ïîäçàäà÷ âî èçáåæàíèå ïðîñòîåâ îòäåëüíûõ ïðîöåññîðîâ, ñî-
âìåùåíèåì âû÷èñëåíèé ñ ìåæïðîöåññîðíûìè îáìåíàìè, ðàçíîîáðàçíîé îï-
òèìèçàöèåé ïðîãðàìì äëÿ êàæäîãî âû÷èñëèòåëÿ è ò. ä.

Ðàñïàðàëëåëèâàíèå ýòàïà ïîñòïðîöåññèðîâàíèÿ è âèçóàëèçàöèè ðåçóëü-
òàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ òàêæå èìååò âàæíîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó ïðè íàëè÷èè
áîëüøèõ îáúåìîâ ãðàôè÷åñêîé èíôîðìàöèè ñ àíèìàöèåé è ìóëüòèìåäèà â
ðåæèìå on-line èìåííî îáðàáîòêà ýòèõ äàííûõ ìîæåò ñîñòàâëÿòü «ëüâèíóþ»
äîëþ îáùåãî âðåìåíè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Çäåñü âûäåëÿþòñÿ
åñòåñòâåííûì îáðàçîì äâå òåõíîëîãè÷åñêèå ÷àñòè ïðîáëåìû. Ïåðâàÿ – ýòî
íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò òî÷åê ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
èíòåðïðåòàöèé (èçîïîâåðõíîñòåé, ñèëîâûõ ëèíèé, ãðàôèêîâ è ò. ä.) ðàññ÷è-
òàííûõ ïîëåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé âåùåñòâåííûå ìàññèâû çíà÷åíèé
ôóíêöèé, êîòîðûå ñîîòíåñåíû ñ ñåòî÷íûìè îáúåêòàìè, îòîáðàæåííûìè â
ÑÑÄ [20]. Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ðàçíåñåíû ñâîèìè
ôðàãìåíòàìè ïî ïîäîáëàñòÿì, òî èõ ïîñòïðîöåññèðîâàíèå öåëåñîîáðàçíî
îñóùåñòâëÿòü òàêæå îäíîâðåìåííî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîðàõ.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ñòàäèè ñîñòàâëÿþò ðàñïðåäåëåííóþ ÃðàôÑÄ, êîòîðàÿ
äàëåå äîëæíà òðàíñôîðìèðîâàòüñÿ âî âíóòðåííèé ôîðìàò êàêîé-òî ñèñòåìû,
âûáðàííîé èç øòàòíûõ ãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì, îáøèðíàÿ èíôîðìàöèÿ ïî êîòî-
ðûì èìååòñÿ â ñåòè Èíòåðíåò. Íåïîñðåäñòâåííàÿ âèçóàëèçàöèÿ èçîáðàæåíèé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âòîðóþ ÷àñòü òåõíîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìû è ìîæåò îñó-
ùåñòâëÿòüñÿ äåêîìïîçèöèåé ïî ïîäîáëàñòÿì ñî ñáîðêîé ðåçóëüòàòîâ íà ãî-
ëîâíîì ìîíèòîðå.

Çàêëþ÷åíèå. Ãëàâíûå âûâîäû âûïîëíåííîãî àíàëèçà çàêëþ÷àþòñÿ â
ñëåäóþùåì: ðàññìîòðåííûå âîïðîñû èìåþò êîìïëåêñíûé õàðàêòåð, à ñîçäà-
íèå ýôôåêòèâíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíî-
ãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà òðåáóåò óìåíèÿ âûáðàòü ñîâðåìåííûå àë-
ãîðèòìû, ïðèìåíåíèÿ ïåðåäîâûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è èìåþùèõ-
ñÿ èíñòðóìåíòàðèåâ, à òàêæå ãëóáîêîãî çíàíèÿ àðõèòåêòóðû è îïòèìèçàöèîí-
íûõ ñðåäñòâ ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð,
[21] è áèáëèîãðàôèþ â íåé). Îðãàíèçàöèÿ è ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ïðîåêòà – ýòî
ñîâîêóïíîñòü íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò, ðàññ÷èòàííûõ îòíþäü íå íà
òàëàíòëèâîãî îäèíî÷êó, à òðåáóþùèõ ñîãëàñîâàííûõ äåéñòâèé êîìàíäû ðàç-
íîïðîôèëüíûõ ñïåöèàëèñòîâ.
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