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Ðàññìàòðèâàåòñÿ èòåðàöèîííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ íåñèììåòðè÷íûìè êâàäðàòíûìè âåùåñòâåííûìè ìàòðèöàìè ñ ïî-
ìîùüþ óñòîé÷èâîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà îáîáùåííûõ ñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê è
èåðàðõè÷åñêîãî ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ íåïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû íà òðå-
óãîëüíûå ìíîæèòåëè. Îïèñûâàþòñÿ îñîáåííîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ñèìâîëüíîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö, õðàíÿùèõñÿ â ðàçðå-
æåííîì ñòðî÷íîì ôîðìàòå. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
äëÿ ïðåäñòàâèòåëüíîé ñåðèè ìîäåëüíûõ çàäà÷, äåìîíñòðèðóþùèõ ñðàâíèòåëü-
íóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ.

Ââåäåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ èòåðàöèîííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Au f u f R A RN N N� � �, , , ,, (1)

ñ êâàäðàòíîé íåñèììåòðè÷íîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöåé A. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé â ñìûñëå âûïîëíåíèÿ
óñëîâèé

( , ) , , ( , ),Au u u u u u� � �� �
2

0 (2)

äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ u ui�{ }ðàçìåðà N. Èçâåñòíî [1],
÷òî íåðàâåíñòâà (2) îáåñïå÷èâàþò äëÿ ìàòðèöû A ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäå-
ëåííîñòü åå ñèììåòðè÷íîé ÷àñòè A A As

t� �( ) 2 ( t – òðàíñïîíèðîâàíèå ìàò-

ðèöû), à òàêæå ïîëîæèòåëüíîñòü âåùåñòâåííîé ÷àñòè åå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðàçðåæåííîé è èìååò
âûñîêèé ïîðÿäîê, ïîýòîìó õðàíèòñÿ â ðàçðåæåííîì ñòðî÷íîì ôîðìàòå [2],
ò. å. äëÿ êàæäîé ñòðîêè îïðåäåëåíî: êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, íîìå-
ðà ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ îíè ðàñïîëîæåíû, è ñîáñòâåííî çíà÷åíèÿ ýòèõ íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ýêîíîìèòü ïàìÿòü,
íî íåñêîëüêî óâåëè÷èâàåò çàòðàòû âðåìåíè íà äîñòóï ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû.
Ìàòðèöó A áóäåì ðàññìàòðèâàòü â âèäå A D L U� � � , ãäå D L U, , – äèàãî-
íàëüíàÿ, ñòðîãî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ òðåóãîëüíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ñåìåéñòâà
ìåòîäîâ ïðåäîáóñëîâëèâàíèÿ äëÿ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ïîëóñîïðÿæåí-
íûõ íåâÿçîê â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà ñ ðàçëè÷íûìè óïðàâëÿþùèìè ïà-
ðàìåòðàìè íà ñåìåéñòâå âëîæåííûõ ñåòîê.

Ïðåäîáóñëîâëèâàíèå ñèñòåìû. Âìåñòî èñõîäíîé ñèñòåìû (1) áóäåì
ðåøàòü ïðåäîáóñëîâëåííóþ ñèñòåìó

~ ~
Au M Au M f f� � �� �1 1 ( )3

ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé M (ïðåäîáóñëîâëèâàòåëü), êîòîðàÿ èìååò òî æå
ñàìîå òî÷íîå ðåøåíèå, ÷òî è èñõîäíàÿ. Åñëè ìàòðèöà M áóäåò «áëèçêà» ê A,
òî íîâàÿ ìàòðèöà

~
A M A� �1 áóäåò áëèçêà ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå, ÷òî ïðèâåäåò

ê ëó÷øåé îáóñëîâëåííîñòè íîâîé ñèñòåìû, à çíà÷èò, è áîëåå áûñòðîìó åå
ðåøåíèþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäîáóñëîâëèâàþùàÿ ìàòðèöà M äîëæíà áûòü áëèçêà ê
A, ëåãêî âû÷èñëèìà è ëåãêî îáðàòèìà. Â êà÷åñòâå M ìîæíî âçÿòü òî÷íîå
LU-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A, ò. å. A L UA A� , ãäå LA è UA – íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ
òðåóãîëüíûå ìàòðèöû. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìàëüíî äîñòèãàåòñÿ ëåãêàÿ îáðàòè-
ìîñòü, íî òàêîå ðàçëîæåíèå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî âû÷èñëèòü äëÿ ðåàëü-
íûõ çàäà÷, ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷àåìûå ìàòðèöû LA è U A áóäóò
èìåòü áîëüøóþ ñòåïåíü çàïîëíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî, ÷òîáû ìàòðèöà
M òàêæå áûëà ñèëüíî ðàçðåæåííîé, ÷òî ïðèâîäèò ê èäåå èñïîëüçîâàòü ñåìåé-
ñòâî àëãîðèòìîâ íåïîëíîãî LU-ðàçëîæåíèÿ ILU q( ), ãäå q �0 1 2, , , ... – ïàðà-
ìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé óðîâåíü ðàçëîæåíèÿ (äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö
àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí â [3]). Îñîáåííîñòü äàííîãî ïîäõîäà
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðåäîáóñëîâëèâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ íà àëãåáðàè÷å-
ñêîì óðîâíå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîðòðåòîâ ìàòðèö, à íå íà óðîâíå øàáëîíîâ
ñîñåäñòâ íà ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå [4].

Äëÿ îïèñàíèÿ òàêîãî ïîäõîäà ââåäåì ïîíÿòèå ïîðòðåòà ðàçðåæåííîé ìàò-
ðèöû A: P i j aA i j� 	{( , ) | }., 0 Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ïîðòðåò ìàòðèöû ñèììåòðè÷åí, ò. å. ïðè ai j, 	 0 ïàðà èíäåêñîâ ( , )i j òàêæå
âêëþ÷àåòñÿ â PA . Íåïîëíîå LU-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A M L Uq q q
 � ïðî-
èçâîäèòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ñòðîèòñÿ ñèìâîëüíàÿ ILU q( )-ôàêòîðèçà-
öèÿ ñèñòåìû äëÿ çàäàííîãî ïàðàìåòðà q, ò. å. íàõîäÿòñÿ ïîðòðåòû òðåóãîëü-
íûõ ìàòðèö Lq è U q.Íà âòîðîì ýòàïå ïî íàéäåííûì ïîðòðåòàì âû÷èñëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ýòèõ ìàòðèö.

Îïèøåì ýòàï ñèìâîëüíîé ôàêòîðèçàöèè, êîòîðûé ïðîâîäèòñÿ èòåðàòèâ-
íî, øàã çà øàãîì. Ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî â òðåóãîëüíûõ ìàòðèöàõ L0 è U 0 ,
êðîìå äèàãîíàëüíûõ, íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïðèñóòñòâóþò â òåõ æå ïîçèöèÿõ,
÷òî è â ìàòðèöå A. Äðóãèìè ñëîâàìè, P P PL L D0

� � , P P PU U D0
� � . Âû-

÷èñëÿåì ïîðòðåò ìàòðèöû M L U0 0 0� ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíò ( , )i j �
�PM 0

, åñëè � � �k i k P k j PL U: ( , ) , ( , ) .
0 0

Ïîëó÷åííûé ïîðòðåò, â ñèëó íàëè÷èÿ

5*
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äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöàõ L0 èU 0 , âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîðòðåò ìàòðè-
öû A P P P PM L U A R: ,

0 0 0 0
� � � ãäå R0 � ìàòðèöà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ðàçëè÷èå

ìåæäó A è M 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî PR 0
0	 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ

ïîëíîå LU-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïàðà-
ìåòðà q �0, ò. å. èìååì ñèìâîëüíóþ ILU ( )0 -ôàêòîðèçàöèþ.

Îïèøåì èòåðàöèîííûé øàã ïîñòðîåíèÿ ILU q( )�1 -ôàêòîðèçàöèè ïî
èìåþùåéñÿ ILU q( ).Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü q �0.Ïîðòðåòû òðå-
óãîëüíûõ ìàòðèö L1 è U1 ñòðîÿòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê L0 è U 0 ïîçèöèé íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ èç ìàòðèöû R0 , ò. å. âñå íåíóëåâûå ïîçèöèè, ïðèñóòñòâóþ-
ùèå â âåðõíåé òðåóãîëüíîé ÷àñòè R0 , äîáàâëÿþòñÿ ê U0 , à ïîçèöèè íåíóëå-
âûõ ýëåìåíòîâ èç íèæíåé òðåóãîëüíîé ÷àñòè R0 äîáàâëÿþòñÿ ê L0. Âû÷èñ-
ëÿåì ïîðòðåò ìàòðèöû M L U1 1 1� , ïðè÷åì ïîëó÷åííûé ïîðòðåò â ñèëó íàëè-
÷èÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöàõ L1 èU 1 òàêæå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîðò-
ðåò ìàòðèöû A P P P PM L U A R: .

1 1 1 1
� � � Â ýòîì ñëó÷àå R1 – ìàòðèöà, êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåò ðàçëè÷èå ìåæäó A è M1.
Ïðè íåîáõîäèìîñòè ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ïîâòîðÿòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäó-

þùèõ ðàçáèåíèé: ILU ILU( ), ( )2 3 è ò. ä. Â ïðåäåëå òàêîé ïðîöåññ äîëæåí äàòü
ïîëíîå LU-ðàçëîæåíèå èñõîäíîé ìàòðèöû, ò. å. âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ
ïðåäîáóñëîâëèâàþùåé ìàòðèöû Mn , «áëèçêîé» ê A íàñòîëüêî, íàñêîëüêî ýòî
íåîáõîäèìî. Îãðàíè÷åíèåì ìîæåò áûòü îáúåì íåîáõîäèìîé ïàìÿòè, âðåìÿ
âû÷èñëåíèÿ LU-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû Mn , à òàêæå òðåáîâàíèÿ ê óñòîé÷èâî-
ñòè è òî÷íîñòè òàêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ñèìâîëüíîé ôàêòîðèçàöèè ñèñòåìû ñòðîèòñÿ ILU-
ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A. Èìååì P P P PL U L U Rq q q q q

� � �
� 1

, ïðè÷åì PLq
�

� �
�

P P PU A R

k

q

q k
\ .

0

�

LU-ðàçëîæåíèå ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

[ ] , ( , ) ;, ,L U a i j Pq q i j i j A� �
(4)

[ ] , ( , ) \ ,,L U i j P P Pq q i j L U Aq q
� � �0

ïðè ýòîì âûáèðàåòñÿ [ ] , , ... , .,L i nq i i � �1 1 Íàõîæäåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèö Lq

è U q ìîæíî ïðîèçâîäèòü ïîñòðî÷íî, íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî âåðõíåãî óãëà. Ïî-
ñêîëüêó[ ] ,,Lq 1 1 1� òî èç ñîîòíîøåíèé (4) ìîæíî íàéòè ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðî-
êè ìàòðèöû U q , à èìåííî

[ ] , ( , ) ,,U A j Pq j j A1 1 1� �

[ ] , ( , ) \ .,U j P P Pq j L U Aq q1 0 1� � �

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèö Lq è Uq ñ 1-é ïî ( )k �1 -þ óæå íàéäåíû.
Îïèøåì ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ k-é ñòðîêè:

[ ] [ ] [ ],

,

, , ,
[ ]

L a L Uq k j

q j k

k j

i

j

q k i q i j
U

� �


�
�
�

�

�
�
�

�

�

�1

1

1

, ( , ) ;k j PA�
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[ ] , ( , ),

, ,

,

[ ] [ ]

[ ]
L k j P Pq k j

i

j

q k i q i j

q j k

L U

L U

U
q

� �
�

� ��

�

1

1

q
PA\ ;

[ ] ;,Lq k k �1

[ ] [ ] [ ] , ( , ) ;, , , ,U a L U k j Pq k j k j

i

k

q k i q i j A� � �
�

�

�
1

1

[ ] [ ] [ ] , ( , ) \ ., , ,U L U k j P P Pq k j

i

j

q k i q i k L U Aq q
� � � �

�

�

�
1

1

Ìåòîä îáîáùåííûõ ñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê. Ïðåäîáóñëîâëåííàÿ ñèñòå-
ìà (3) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, íàçûâàå-
ìîãî ìåòîäîì îáîáùåííûõ ñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê [5]:

r f Au p r

u u p

r r Ap

n n
n

n

n n
n

n

0 0 0 0

1
1

1

1
1

1

� � �

� �

� �

�
�

�

�
�

�

; ;

;

.

�

�

(5)

Êîýôôèöèåíòû � k âû÷èñëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè íîðìû âåêòîðà
íåâÿçêè r n â ïîäïðîñòðàíñòâå Êðûëîâà

K r A p p p p Ap An
n n( , ) , , ... , } , , ... ,0

0 1 1 0 0 1� �� �span{ span{ p 0 }

ïî ôîðìóëå

� n
n n n nr Ar Ap Ap� ( , ) ( , ), (6)

à íàïðàâëÿþùèå, èëè êîððåêòèðóþùèå, âåêòîðû p n íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñò-

âèè ñ [5] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p r p Ap Ar Ap Apn n
n k

k

n
k

n k
k n k k� � � �

�

�

� � �, ,, ( , ) ( , ).
0

1
(7)

Â ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [6]) îòìå÷àåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü âû÷èñëå-
íèé ïðè áîëüøèõ n ïî ôîðìóëàì (7), ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé àëãîðèòì îðòî-
ãîíàëèçàöèè Ãðàìà – Øìèäòà âåêòîðîâ íåâÿçîê. Äëÿ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâî-
ñòè âû÷èñëåíèé ïðèìåíèì ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ãðàìà – Øìèäòà [7],
îïèñûâàåìûé âìåñòî (7) ôîðìóëàìè

p r p Ap Ar Ap Ap kn n k
n k

k
n k

k n k k k� � � � �,
, ,

,, ( , ) ( , ), , , ..� � 0 1 ., .n �1

Ïîëó÷åííûé ïðè ýòîì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ áóäåì íàçûâàòü ìåòîäîì ïîëó-
ñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê.
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Êðèòåðèåì îñòàíîâêè èòåðàöèé ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

( , ) ( , ),r r f fn n � � 2 (8)

ãäå � �� 1– çàäàâàåìàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé.
Ïðè ýòîì âåêòîðû r n, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (5)–(7), ÿâëÿþòñÿ

ïðàâûìè ïîëóñîïðÿæåííûìè [5], ò. å. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

( , )
,

( , ) , ,
Ar r

k n

Ar r k n r

k n

n
n n n

�
�

� 	 � 	

�
�
�

��

0

0 0

ïðè

ïðè�

à ïîëó÷àåìûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû p n óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

( , ) ( , ) , ( , ),,A Ap p Ap Ap Ap Apt k n k n
n k n n

n n� � �� � � (9)

ãäå �k n, – ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûå ôîðìóëû îïèñû-
âàþò äëèííóþ ðåêóðñèþ, ò. å. íîâûé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð p n äîëæåí âû-

÷èñëÿòüñÿ ÷åðåç âñå ïðåäûäóùèå, ïðè÷åì êðîìå p k äëÿ íàõîæäåíèÿ �n k, òðå-

áóåòñÿ çíàíèå Ap k, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè õðàíèòü âñå ýòè âåêòîðû.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè A – ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàò-
ðèöà, òî �n k k n, , , ... , ,� � �0 0 1 à ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ôîðìóëû (5)–(7)
îïèñûâàþò ìåòîä ìèíèìàëüíûõ (ñîïðÿæåííûõ) íåâÿçîê [6].

Ðàññìîòðåííûé ìåòîä îáîáùåííûõ ñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê ïî ñâîèì èòå-
ðàöèîííûì ñâîéñòâàì àíàëîãè÷åí áîëåå èçâåñòíîìó ìåòîäó îáîáùåííûõ
ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê [6]. Îäíàêî â ïîñëåäíåì äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ �n k, íåîáõîäèìî ðåøàòü íà êàæäîé èòåðàöèè âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé ñî ñïåöèàëüíî ôîðìèðóåìîé ìàòðèöåé Õåññåíáåðãà.

Îñîáåííîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè. Ïåðâûé ìîìåíò êàñàåòñÿ ðàñ-
÷åòîâ ïî ôîðìóëàì (7), êîòîðûå ïðè áîëüøèõ n ÷èñëåííî íåóñòîé÷èâû [7]. Ñ
àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ôîðìóëû (7) ïðåîáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûå âåêòîðû r r r n0 1, , ... , â îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì (9) âåêòîðû p p p n0 1, , ... ,

ñ ïîìîùüþ A At -îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà – Øìèäòà. Ïîýòîìó ïðè ðåàëèçàöèè
îíè ìîãóò áûòü çàìåíåíû ôîðìóëàìè óñòîé÷èâîé ìîäèôèöèðîâàííîé îðòî-
ãîíàëèçàöèè Ãðàìà – Øìèäòà èç [7]:

p r Ap Ar

Ap Ap Ap Ap
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p p

Ap Ap Ap

p p
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� �

�

1

1

�

�

� Ap n k, .

(10)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè àáñîëþòíî òî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ âåëè÷èíû �n k, è p n,

ðåàëèçóåìûå ïî ôîðìóëàì (7) è (10), ñîâïàäàþò.
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Âòîðîé ìîìåíò êàñàåòñÿ çàòðàò ðåñóðñîâ ïàìÿòè è ïðîöåññîðà: ñ ðîñòîì n
óâåëè÷èâàåòñÿ êàê îáúåì òðåáóåìîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè (óæå îòìå÷àëîñü,
÷òî íåîáõîäèìî ñîõðàíÿòü ïî 2n âåêòîðîâ äëèíû N íà êàæäîé n-é èòåðàöèè),
òàê è îáúåì âû÷èñëåíèé, ïîñêîëüêó íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ñ íîìåðîì n íà-
õîäèòñÿ ÷åðåç âñå ïðåäûäóùèå. Çäåñü äëÿ ýêîíîìèè ïàìÿòè âîçìîæíû äâà
âàðèàíòà.

1. Ïî äîñòèæåíèè íîìåðîì òåêóùåé èòåðàöèè íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ
n sm� 1 , s �1 2, , ... , êðàòíîãî çàäàííîìó ÷èñëó m1 , ïðîèçâîäèòü ïîëíûé ïåðå-
çàïóñê àëãîðèòìà, ò. å. èñïîëüçîâàòü òåêóùåå ðåøåíèå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ è ïîâòîðÿòü ïðîãðàììó çàíîâî ñ íóëåâîãî øàãà (5), êîãäà î÷å-
ðåäíîé âåêòîð íåâÿçêè îïðåäåëÿåòñÿ íå èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, à íå-
ïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëå r f Aun n� � .

2. Ïðè ïðîâåäåíèè n-é èòåðàöèè îáåñïå÷èòü A-îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðà
r n íå âñåì ïðåäûäóùèì íåâÿçêàì r k, à òîëüêî m2 ïîñëåäíèì r rn n m� �1 2, ... , ,

ïðè ýòîì ñëåäóåò, íà÷èíàÿ ñ èòåðàöèè m2 , äåëàòü ñäâèã íàïðàâëÿþùèõ âåêòî-
ðîâ. Òîãäà ñàìûé ñòàðûé âåêòîð «âûêèäûâàåòñÿ» èç ïàìÿòè, à íà åãî ìåñòî
ïîìåùàåòñÿ ñëåäóþùèé. Òàêèì îáðàçîì, íîâîå ïðèáëèæåíèå ïîñëå äîñòè-
æåíèÿ àëãîðèòìîì ñâîåãî «ïîòîëêà» ñòðîèòñÿ ïî ïîñëåäíèì m2 âåêòîðàì.

Â ëþáîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà çàìåäëèòñÿ ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì âàðèàíòîì è áóäåò ñóùåñòâåííî ñíèæàòüñÿ ïðè
óìåíüøåíèè çíà÷åíèé m1 è m2 ,ïîñêîëüêó ìèíèìèçàöèÿ íîðìû íåâÿçêè îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Äàëåå
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî îäíîâðåìåííî õðàíèìûõ â ïàìÿòè íà-
ïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ p k nk, , ... , ,� �0 1 áóäåì íàçûâàòü óðîâíåì àëãîðèòìà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîðòðåòîâ ìàòðèö Lk è Uk áûëà ðàçðàáîòàíà ñïåöèàëü-
íàÿ ïðîãðàììà íà ÿçûêå C++, êîòîðàÿ ïî èñõîäíîé ìàòðèöå ñòðîèò ñîîòâåòñò-
âóþùèå ïîðòðåòû Lk èU k äëÿ k �0 1 2 3, , , . Âûáîð ÿçûêà C++ îáóñëîâëåí âîç-
ìîæíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ àññîöèàòèâíûõ êîíòåéíåðíûõ òèïîâ äàííûõ set è
map ñòàíäàðòíîé áèáëèîòåêè øàáëîíîâ STL (Standard Template Library).

Îñíîâíàÿ ïðîãðàììà ðåàëèçîâàíà íà ÿçûêå Ôîðòðàí. Êðîìå èñõîäíîé
ìàòðèöû îíà ñ÷èòûâàåò òàêæå ïîðòðåòû ìàòðèö Lk è Uk , âû÷èñëÿåò èõ ýëå-
ìåíòû ìåòîäîì ïîëóñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê ñ óñòîé÷èâîé îðòîãîíàëèçàöèåé
Ãðàìà – Øìèäòà (9). Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâûâàòü ðàáîòó êàê â ðå-
æèìå ïåðåçàïóñêà, òàê è â ðåæèìå ñäâèãà âåêòîðîâ, à òàêæå â ëþáîé èõ êîì-
áèíàöèè. Îòäåëüíî çàäàåòñÿ óðîâåíü àëãîðèòìà (level), ìàêñèìàëüíîå êîëè-
÷åñòâî èòåðàöèé ( )maxn è êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (restart) ìåæäó ïåðåçàïóñ-
êàìè. Ýòî ïîçâîëÿåò ãèáêî îðãàíèçîâûâàòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèé.

Íàïðèìåð, ïóñòü n max � restart = 1000, level = 100. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåçà-
ïóñê íå ïðîèñõîäèò, à íà êàæäîé èòåðàöèè ñ íîìåðîì áîëüøå 100 ïðîèñõîäèò
ñäâèã íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ. Åñëè n max � 1000, à restart = level = 100, òî ïî-
ñëå êàæäîé 100-é èòåðàöèè ïðîãðàììà ïåðåçàïóñêàåòñÿ, à ñäâèã íå ïðîèñõî-
äèò. È íàêîíåö, åñëè n max � 1000, restart = 500, level = 100, òî íà 100-é èòåðà-
öèè àëãîðèòì çàïîëíÿåò âåêòîðàìè âñþ âûäåëåííóþ ïàìÿòü, ïîñëå ÷åãî íà
ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ äî 500-é ïðîèçâîäèòñÿ ñäâèã íàïðàâëÿþùèõ âåê-
òîðîâ. Íà 500-é èòåðàöèè ïðîèñõîäèò ïîëíûé ïåðåçàïóñê àëãîðèòìà, è âñå
íà÷èíàåòñÿ çàíîâî (åñëè òîëüêî çàäà÷à íå áóäåò ðåøåíà ðàíüøå).

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàí-
íûõ ìåòîäîâ ïîêàçàíà íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ íåñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì ñåòî÷-
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íûõ ñåìèòî÷å÷íûõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ ëè-
íåéíîãî äèôôóçèîííî-êîíâåêòèâíîãî óðàâíåíèÿ
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u
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p q r f x y z( , , ),

(11)

( , , ) , ( , , ),x y z u g x y z� ��
 

â åäèíè÷íîì êóáå � � [ , ]0 1 3 íà ðàçëè÷íûõ êóáè÷åñêèõ ñåòêàõ ñ øàãîì h �
�1 N.

Äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è ïðîâîäèëàñü ñ ïîìîùüþ ìîíîòîííîé ñõåìû ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî òèïà [8]. Ôóíêöèè f è g â (11) áðàëèñü èç óñëîâèÿ, ÷òîáû
òî÷íîå ðåøåíèå u x y z( , , ) áûëî òîæäåñòâåííî ðàâíî åäèíèöå. Â êà÷åñòâå íà-
÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáèðàëàñü ôóíêöèÿ u x y z x y z0 2 2 2( , , ) ,� � � à òî÷-

íîñòü èòåðàöèé (8) ïîëàãàëàñü � � �10 7.

Â òàáë. 1 ïðèâîäèòñÿ êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (11) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ p q r, , è äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ïðåä-
îáóñëîâëèâàíèÿ. ×èñëî øàãîâ â êàæäîì íàïðàâëåíèè N �32 è N �64. Âñå
ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü áåç ïåðåçàïóñêîâ è ñäâèãîâ.

Çàêëþ÷åíèå. Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿþò ñäå-
ëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

1. Äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è ÷èñëî èòåðàöèé óìåíüøàåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî
ïðè ïåðåõîäå îò ïðåäîáóñëîâëèâàíèÿ ILU ( )0 ê ILU ( ).3

2. Îáùåå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è è âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäîáóñëîâëèâàòå-
ëÿ â âèäå íåïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2, ãäå N – ðàç-
ìåðíîñòü çàäà÷è, n – ðàçìåð ìàòðèöû, !– êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â
âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöå. Â ñòîëáöàõ ILU k( ) äàííûå ïðèâåäåíû â ôîðìà-
òå: âðåìÿ íà ILU-ôàêòîðèçàöèþ (ñ)/îáùåå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (ñ)/êîëè÷å-
ñòâî èòåðàöèé. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà ñèñòåìå èç ÷åòûðåõ ïðîöåññî-
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Ò à á ë è ö à 1

N � 32 N � 64

p q r� � ILU ( )0 ILU ( )1 ILU ( )2 ILU ( )3 p q r� � ILU ( )0 ILU ( )1 ILU ( )2 ILU ( )3

–16 45 42 42 42 –16 105 99 98 98

–8 60 58 58 58 –8 127 123 122 122

–4 70 67 66 66 –4 138 133 131 131

0 79 74 72 72 0 147 140 138 137

4 84 78 76 75 4 159 150 146 144

8 82 77 74 74 8 160 151 147 145

16 78 74 72 71 16 157 148 144 143



ðîâ Itanium2 (1,5 ÃÃö, êýø 4 Ìáàéò, 12 Ãáàéò îïåðàòèâíîé ïàìÿòè) ïîä óïðàâ-
ëåíèåì îïåðàöèîííîé ñèñòåìû RedHat Enterprise Linux v.3.

3. Ïðè äðîáëåíèè ñåòêè â 2 ðàçà ÷èñëî èòåðàöèé óâåëè÷èâàåòñÿ òàêæå
ïðèìåðíî â 2 ðàçà.

Ýòî ïîçâîëÿåò ðåêîìåíäîâàòü äàííûé ìåòîä ïðåäîáóñëîâëèâàíèÿ äëÿ
íåáîëüøèõ çíà÷åíèé k �0 1 2, , , êîãäà ðåàëèçàöèÿ êàæäîé èòåðàöèè íàèáîëåå
ýêîíîìè÷íà.
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Ò à á ë è ö à 2

N n ! ILU ( )0 ILU ( )1 ILU ( )2 ILU ( )3

32 297910 864900 0,26/2,39/84 0,5/2,9/78 1,1/4,3/76 3,7/8,5/75

64 250047 738234 2,3/94/159 5,3/93/150 11,5/117/146 34/121/144


