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Â ðàìêàõ L2-ïîäõîäà ðàññìîòðåíû íåïàðàìåòðè÷åñêèå îöåíêè ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè è åå ïðîèçâîäíûõ. Ïðåäëîæåíû íîâûå íàáîðû âåñîâûõ ôóíêöèé ñ
îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü äîïóñòèìûå (íåóëó÷øàåìûå
â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2( , ))�� � îöåíêè êàê ñàìîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè,
òàê è åå ïðîèçâîäíûõ äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Ââåäåíèå. Íåïàðàìåòðè÷åñêîìó îöåíèâàíèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â
ðàìêàõ L2-ïîäõîäà áûëà ïîñâÿùåíà êðàòêàÿ çàìåòêà [1]. Ñåãîäíÿ, ðàñïîëàãàÿ
îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [2] (ðàçëîæåíèåì â èíòåãðàë Ôóðüå ôóíêöèè
� � � �( ) [ sin( ) ] ),� 2 2 14 ìîæíî ïðåäëîæèòü ñóùåñòâåííî áîëåå ñîäåðæàòåëü-

íîå îáñóæäåíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ íåïàðàìåòðè÷åñêèì îöåíèâàíèåì
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è åå ïðîèçâîäíûõ â ðàìêàõ L2-ïîäõîäà. ×òî æå êàñà-
åòñÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé îöåíîê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, òî çäåñü
ìîæíî ïðèâåñòè îáçîð [3], â êîòîðîì (ñî ññûëêîé íà äåñÿòêè ðàáîò çàðóáåæ-
íûõ àâòîðîâ) óêàçàí ðÿä çàäà÷, ãäå ñòàòèñòè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè è åå ïðîèçâîäíûõ èìååò ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå. Â èõ ÷èñëî âõî-
äÿò: ïîñòðîåíèå îáó÷àþùèõñÿ ñèñòåì, ñïîñîáíûõ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óëó÷-
øàòü ñâîå ôóíêöèîíèðîâàíèå; ðàçðàáîòêà íåïàðàìåòðè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ
èäåíòèôèêàöèè è êëàññèôèêàöèè ìíîãîìåðíûõ íàáëþäåíèé; ðàçðàáîòêà
àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ ôèëüòðàöèè, à òàêæå ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ íå-
ëèíåéíîé ôèëüòðàöèè (ñì. [3, ñ. 3, 30]). Â ìîíîãðàôèè [4] â êà÷åñòâå îäíîãî
èç ïðèìåíåíèé îöåíîê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñíîâà ïðèâåäåíà çàäà÷à êëàñ-
ñèôèêàöèè (ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ).

Âñå ïðåäëîæåííûå â äàííîé ðàáîòå íåïàðàìåòðè÷åñêèå (ÿäåðíûå) îöåí-
êè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è åå ïðîèçâîäíûõ ïåðâûõ òðåõ ïîðÿäêîâ ñòðîÿòñÿ
ñ ïîìîùüþ B-ñïëàéíîâ Øåíáåðãà, òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ êîòîðûõ áûëè íàé-
äåíû îòíîñèòåëüíî íåäàâíî.

1. Íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ãîâîðÿ î B-ñïëàéíàõ Øåí-
áåðãà, èìååì â âèäó ôóíêöèè M xL ( ), îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèåì
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Çäåñü (è äàëåå ïî òåêñòó) èíòåãðàë áåç óêàçàíèÿ ïðåäåëîâ îáîçíà÷àåò èíòåã-
ðèðîâàíèå â ïðåäåëàõ îò �� äî ��.

Âñå ôóíêöèè M xL ( ) ôèíèòíû (èìåþò îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü), êàæäàÿ
èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñïëàéíîì ïîðÿäêà L �1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ
M xL ( ) «ñêëååíà» èç ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè L �1.

Åñëè ãîâîðèòü î ïðèìåíåíèè B-ñïëàéíîâ Øåíáåðãà, òî íà ïðàêòèêå ÷àùå
âñåãî èñïîëüçóþòñÿ ñïëàéíû íå âûøå òðåòüåãî ïîðÿäêà, òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ
êîòîðûõ èçâåñòíû. ×òî æå êàñàåòñÿ ñïëàéíîâ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, òî äëÿ
íèõ, íàïðèìåð, â ðàáîòå [5, ðàçä. IVB] ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

M x xL
L L

L
( ) ,
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ãäå � p – öåíòðàëüíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð p-ãî ïîðÿäêà, à x n
� îáîçíà÷àåò

óñå÷åííóþ ñòåïåííóþ� ôóíêöèþ, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì
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Äàæå áåãëûé âçãëÿä íà ôîðìóëû (2) è (3) óáåæäàåò íàñ â òîì, ÷òî âû÷èñ-
ëåíèå ôóíêöèè M xL ( ) ïî ýòèì ôîðìóëàì – îòíþäü íå òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à.
Ïî-âèäèìîìó, èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ÿâèëîñü ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî
B-ñïëàéíû âûøå òðåòüåãî ïîðÿäêà äî ñèõ ïîð íå íàõîäÿò øèðîêîãî ïðèìå-
íåíèÿ.

Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ôîðìóëàì (2) è (3) ìîæíî ïðåäëîæèòü òî÷íûå
ôîðìóëû äëÿ âñåõ ôóíêöèé M x ll2 1 2 7( ), , , ... , .� Äëÿ l �1 2 6, , ... , ôóíêöèè
a x M xl l( ) ( )� 2 ìîãóò áûòü íàéäåíû â [6], à äëÿ l � 7 – â ðàáîòå [2]. Òåì ñàìûì
ñíèìàþòñÿ âñå òðóäíîñòè, ñòîÿâøèå ðàíåå íà ïóòè ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçî-
âàíèÿ B-ñïëàéíîâ Øåíáåðãà äî 13-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé a x ll ( ), , ,�1 2 çàíèìàþò îäíó è äâå ñòðîêè ñîîò-
âåòñòâåííî. Îäíàêî ñ êàæäûì ïåðåõîäîì îò l ê l �1ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå
ôóíêöèè a xl ( ),ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå îáúåìíûìè è çäåñü íå âîñïðîèçâîäÿòñÿ.
Äàëåå â ðàáîòå ôóíêöèè a xl ( )áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ áåç ïîâòîðíûõ ññûëîê íà
[2, 6].

2. Äîïóñòèìûå îöåíêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü

X X X n1 2, , ... , (4)

– âûáîðêà èç n íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ íåèçâåñò-
íîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè p x( ).Â äàííîé ðàáîòå, êàê è â [7, 8], îãðàíè÷èì-
ñÿ L2-ïîäõîäîì ê èçó÷åíèþ îöåíîê ôóíêöèè p x( ) è åå ïðîèçâîäíûõ. Êðèòå-
ðèåì êà÷åñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê â ðàìêàõ L2-
ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà (ÈÑÊÎ). Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè ðå÷ü èäåò îá îöåíêå ñàìîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, òî èìååòñÿ â
âèäó âåëè÷èíà

J p p x p x dxn n( ) [ ( ) ( )] ,� � 2

ãäå p xn ( ) – êîíñòðóèðóåìàÿ îöåíêà ôóíêöèè p x( ).
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ÈÑÊÎ îöåíîê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èçó÷àëàñü è îáñóæäàëàñü âî ìíî-
ãèõ ðàáîòàõ, íàïðèìåð [4, 9–27].

Êëàññè÷åñêàÿ ÿäåðíàÿ îöåíêà (îöåíêà Ðîçåíáëàòòà – Ïàðçåíà) ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè p x( ) ïî âûáîðêå (4) ñòðîèòñÿ â âèäå

p x Kn

i

n
i

nh

X x

h
( ) ,� �
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�

�
�
�

�
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1
(5)

ãäå h h n� ( ) – íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñòðå-
ìÿùàÿñÿ ê íóëþ (íî íå ñëèøêîì áûñòðî!) ïðè n� �, à K x( ) – íåêîòîðàÿ
÷åòíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

K x dx �( ) ,1 K x dx2 � �( ) .

Äàëåå áóäåò ïîëåçíî ïîíÿòèå ïîðÿäêà âåñîâîé ôóíêöèè K x( ).Êàê è â ðà-
áîòàõ [7, 8, 1], ïîðÿäêîì âåñîâîé ôóíêöèè K x( ) áóäåì íàçûâàòü íàèìåíüøåå
÷åòíîå ÷èñëî r � 2, äëÿ êîòîðîãî x K x dxr �( ) .0 Êàê áûëî îòìå÷åíî â [1], ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïðèìåíåíèå âåñîâûõ ôóíêöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ (ò. å.
ïîðÿäêîâ r  2) ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî (èíîãäà äàæå ìíîãîêðàòíî) óìåíü-
øèòü îøèáêó îöåíèâàíèÿ, åñëè òîëüêî îöåíèâàåìàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
p x( ) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé (ìíîãîêðàòíî äèôôåðåíöèðóåìîé) ôóíê-
öèåé. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ïðåäëàãàåìûé íàáîð âåñîâûõ ôóíêöèé
K x( ) áóäåò ñîäåðæàòü â ñåáå âåñîâûå ôóíêöèè íå òîëüêî ìèíèìàëüíîãî (âòî-
ðîãî) ïîðÿäêà, íî è ïîðÿäêîâ r  2.Íîñèòåëåì êàæäîé èç ïðåäëàãàåìûõ íàìè
âåñîâûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûé èíòåðâàë, ÷òî ñóùåñòâåííî óñêîðÿåò
âû÷èñëåíèå îöåíêè (5) ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè: ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n
ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû áóäåò ðåàëüíî çàâèñåòü ëèøü îò íåáîëüøîé äîëè
èñõîäíûõ íàáëþäåíèé Xi.

Â öèòèðóåìîé âûøå ëèòåðàòóðå ìîãóò áûòü íàéäåíû ðàçëè÷íûå ôîðìó-
ëû äëÿ ÈÑÊÎ J pn( ) îöåíêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (5). Äëÿ íàñ íàèáîëåå
óäîáíîé áóäåò ôîðìóëà

J p n ht t dt t htn( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ) (� � � �� � 2 1 2 11 2 2 1 2� �! " " ! ) ,
2
dt

ãäå"( )t è!( )t – ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé p x( )è K x( )ñîîòâåòñòâåííî:

"( ) exp( ) ( )t itx p x dx�  è !( ) exp( ) ( )t itx K x dx�  (ñì. ðàáîòó [13]).

Â ñèëó ÷åòíîñòè ôóíêöèè K x( )åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå!( )t âåùåñòâåí-
íî. Åñëè êðîìå ýòîãî

0 1# #!( ) ,t (6)

òî íå íàéäåòñÿ äðóãîé âåñîâîé ôóíêöèè K x* ( ),êîòîðàÿ áûëà áû (ñ òî÷êè çðå-
íèÿ èçáðàííîãî íàìè êðèòåðèÿ) íå õóæå ôóíêöèè K x( ) îäíîâðåìåííî äëÿ
âñåõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè p x( ) è äëÿ âñåõ n è h èç îáëàñòè èõ çíà÷åíèé.
Åñëè æå óñëîâèÿ (6) äëÿ ôóíêöèè !( )t íå âûïîëíÿþòñÿ, òî, ïîëàãàÿ !* ( )t �
� max{ , min[ , ( )]}0 1 ! t è K x itx t dt* *( ) ( ) exp( ) ( ) ,� �� 2 1� ! îïðåäåëèì, ÷òî

çàìåíà âåñîâîé ôóíêöèè K x( ) ôóíêöèåé K x* ( ) ìîæåò ëèøü óìåíüøèòü
îøèáêó îöåíèâàíèÿ J pn( ), êàêîâû áû íè áûëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p x( )è
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íàòóðàëüíîå ÷èñëî n.Â ñèëó ýòèõ ïðè÷èí âåñîâûå ôóíêöèè K x( ),ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ôóðüå êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (6), áûëè íàçâàíû â ðàáîòå
[18] äîïóñòèìûìè. Åñëè âåñîâàÿ ôóíêöèÿ K x( )äîïóñòèìà â ñìûñëå [18], òî è
îöåíêó ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (5), ïîñòðîåííóþ ñ åå ïîìîùüþ, áóäåì òàêæå
íàçûâàòü äîïóñòèìîé.

Êàê îòìå÷åíî â ðàáîòå [8], äàëåêî íå âñå èç ðåàëüíî èñïîëüçóåìûõ âåñî-
âûõ ôóíêöèé K x( ) äîïóñòèìû â ñìûñëå [18]. Íàïðèìåð, íå ÿâëÿþòñÿ äîïóñ-
òèìûìè ïàðàáîëè÷åñêàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ (ôóíêöèÿ Åïàíå÷íèêîâà)

K x
x x

x
( )

( ) , ,

, ,
�

� #

 

�
�
$

�$

3 1 4 1

0 1

2

(7)

è êîñèíóñîèäàëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ

K x
x

x

x

( )
cos , ,

, .

�
#

 

�
�
$

�$

� �
4 2

1

0 1

(8)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âåñîâûõ ôóíêöèé (7) è (8) çíàêîïåðåìåííû è,
ñëåäîâàòåëüíî, íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (6).

Ïðåäëàãàåìûå íàìè âåñîâûå ôóíêöèè K xr ( ) ïîðÿäêîâ r �2 4 12, , ... , îï-
ðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

K x a x

K x a x a x

K x a x a x

2 2

4 2 3

6 2 3

3 2

6 8

( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) (

�
� �
� � ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

(

�
� � � �

3

10 20 15 4

4

8 2 3 4 5

10

a x

K x a x a x a x a x

K x a x a x a x a x a x

K x

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( )

� � � � �
�

15 40 45 24 5

2

2 3 4 5 6

12 1 70 105 84 35 62 3 4 5 6 7a x a x a x a x a x a x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).� � � � �

Â ñèëó ôîðìóëû (1) è ïðèíÿòîãî îïðåäåëåíèÿ a x M xl l( ) ( )� 2

exp( ) ( ) , , , ... , , � �itx a x dx y ll
l 1 2 7 (9)

ãäå

y y t
t

t
� �

�

�
	




�
�( ) .

sin ( )2

2

2

(10)

×òîáû äîêàçàòü äîïóñòèìîñòü êàæäîé èç ôóíêöèé K xr ( ), ñëåäóåò ïîêà-
çàòü, ÷òî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

!r rt itx K x dx( ) exp( ) ( )�  (11)
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íåîòðèöàòåëüíî è íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöó. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (9), íàõîäèì
áåç òðóäà, ÷òî äëÿ âñåõ r �2 4 12, , ... ,

!r r
r rt g y y y

r r
( ) ( ) ( ) ( ) ,� � � � � �� �1 1 1

2

2 2

2 1 2 (12)

ãäå y y t� ( ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (10).
Äèôôåðåíöèðóÿ ïî y êàæäóþ èç ôóíêöèé g yr ( ) è çàìå÷àÿ, ÷òî y% [ , ],0 1

ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

� � � �
� �g y y yr

rr r
( ) ( ) .

( )2

4
1 02 1

Êðîìå òîãî, òàê êàê gr ( )0 0� è gr ( ) ,1 1� òî îòñþäà ñëåäóåò 0 # �g yr ( )
� #!r t( ) ,1 ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ r �2 4 12, , ... ,

x K x dx l rl
r � � �( ) , , ... , .0 1 1 (13)

Òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ K xr ( ) ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ôóíêöèåé
r-ãî ïîðÿäêà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (11) óñëîâèÿ (13) ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿì

d t

d t

l
r

l

t

l r
! ( )

, , ... , .

�

� � �
0

0 1 1 (14)

Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê ôîðìóëå (12). Òàê êàê1 0 0� �y( ) , y � �( )0 0 è �� �y ( ) ,0 0
òî ëèøü r-êðàòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè !r t( ) ïî t ïðèâîäèò ê âåëè-
÷èíå, êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ â òî÷êå t �0.Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (14) è (13)
óäîâëåòâîðÿþòñÿ.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî âñå ïðåäëàãàåìûå çäåñü âåñîâûå ôóíêöèè
K xr ( ) äèôôåðåíöèðóåìû. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è â [1], ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h h n� ( ) â ôîðìóëå (5) îöåíêà p xn ( ) áóäåò ïðè n� �
ñõîäèòüñÿ ê ôóíêöèè p x( )íå òîëüêî â ìåòðèêå L2 ( , ),�� � íî è â ìåòðèêå ïðî-
ñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C( , )�� � (åñëè òîëüêî ôóíêöèÿ p x( ) íå-
ïðåðûâíà). Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå
[28].

3. Äîïóñòèìûå îöåíêè ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Îöåíêó
âåëè÷èíû p x�( ) ïî âûáîðêå (4) áóäåì, êàê è â ðàáîòå [8], èñêàòü â âèäå

Dp x Nn

i

n
i

nh

X x

h
( ) ,� �

�
�

�
�
�

�
� �1

2
1

ãäå h  0, à N x( ) – íåêîòîðàÿ íå÷åòíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèÿì

x N x dx N x dx � � �( ) , ( ) .1 2
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Ïîðÿäêîì âåñîâîé ôóíêöèè N x( ) íàçîâåì íàèìåíüøåå íå÷åòíîå ÷èñëî
r � 3, äëÿ êîòîðîãî x N x dxr �( ) .0

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [8, ðàçä. 3] îøèáêà îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè
p x�( ) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2 ( , )�� � îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

J Dp Dp x p x dxn n( ) [ ( ) ( )]& � � � 2

� '
'
' '

'
' � � �� �( ) [ ( ) ] ( ) ( )

( )
2 1 2 11

2
2 2 1 2� �n t t dt t

ht

ht

( " " (( )
,

ht

iht
t d t'

'
' '

'
'

2

2

(15)

ãäå (( )t – ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè N x( ), à ôóíêöèÿ"( )t òàêàÿ, êàê â
ðàçä. 2 äàííîé ðàáîòû.

Íàçîâåì ôóíêöèþ N x( ) äîïóñòèìîé, åñëè íå ñóùåñòâóåò äðóãàÿ âåñîâàÿ
ôóíêöèÿ N x* ( ), êîòîðàÿ áûëà áû íå õóæå ôóíêöèè N x( ) îäíîâðåìåííî äëÿ
âñåõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè p x( ) è äëÿ âñåõ n è h èç îáëàñòè èõ çíà÷åíèé.
Ôîðìóëà (15) ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ N x( ) áóäåò äîïóñ-
òèìîé, åñëè åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (( )t óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

0 1 01# # ��( ) ( ) ( ).it t t(

Ïîëàãàÿ N x K xr r( ) ( ),� � � � 1 ãäå ôóíêöèè K xr � 1 ( ) îïðåäåëåíû â ðàçä. 2,
ïîëó÷èì äîïóñòèìûå âåñîâûå ôóíêöèè ïîðÿäêîâ r �3 5 13, , ... , .Ëåãêî âèäåòü,
÷òî êàæäàÿ èç ôóíêöèé N xr ( ) äèôôåðåíöèðóåìà, à åå íîñèòåëü îãðàíè÷åí.

4. Äîïóñòèìûå îöåíêè âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.
Êàê è â ðàáîòå [8], îöåíêó âåëè÷èíû ��p x( )ïî âûáîðêå (4) áóäåì èñêàòü â âèäå

D p x Tn

i

n
i

nh

X x

h

2

3
1

2
( ) ,

!� �
�
�

�
�
�

�
� �

(16)

ãäå h  0, à ôóíêöèÿ T x( ) ÷åòíà, îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

x T x dx k k T x dxk � � � �( ) , , ; ( ) .2 0 2 2

Ïîðÿäêîì âåñîâîé ôóíêöèèT x( )íàçîâåì íàèìåíüøåå ÷åòíîå ÷èñëî r � 4,
äëÿ êîòîðîãî x T x dxr �( ) .0

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [8, ðàçä. 4] îøèáêà îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè
��p x( ) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2 ( , )�� � îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

J D p D p x p x dxn n( ) [ ( ) ( )]2 2 2& � �� �

� '
'
' '

'
' � �� �( ) [ ( ) ] ( ) (

( )

( )
2 1 21

2

2
2 4 12� �n t t dt t

ht

ht

) " " ) ,
( )

( )

2

2

41
2�'

'
' '

'
'

) ht

iht
t dt (17)

ãäå)( )t – ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèèT x( ), à ôóíêöèÿ"( )t òàêàÿ æå, êàê
â ðàçä. 2.

Ôîðìóëà (17) ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ T x( ) áóäåò äî-
ïóñòèìîé (â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîëó÷àåìàÿ ñ åå ïîìîùüþ îöåíêà (16) áóäåò íå-
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óëó÷øàåìîé â ðàìêàõ èçáðàííîãî íàìè êðèòåðèÿ), åñëè åå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå )( )t óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

0 2 1 02# # ��!( ) ( ) ( ).it t t)

Ïîëàãàÿ

T x a x

T x a x a x

T x

4 3

6 3 4

8

2

4 3 2

1

( ) ( ) ,

( ) [ ( ) ( )] ,

( ) [

� ��

� �� � ��

� 0 15 6 2

20 45

3 4 5

10 3

�� � �� � ��

� �� �
a x a x a x

T x a x

( ) ( ) ( )] ,

( ) [ ( ) �� � �� � ��

� �� �
a x a x a x

T x a x

4 5 6

12 3

36 10 2

35 10

( ) ( ) ( )] ,

( ) [ ( ) 5 126 70 15 24 5 6 7
�� � �� � �� � ��a x a x a x a x( ) ( ) ( ) ( )] ,

ïîëó÷èì äîïóñòèìûå âåñîâûå ôóíêöèè T xr ( ) ïîðÿäêîâ r � 4 6 8 10 12, , , , .
5. Äîïóñòèìûå îöåíêè òðåòüåé ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

Êàê è â ðàáîòå [7], îöåíêó âåëè÷èíû ���p x( )ïî âûáîðêå (4) áóäåì èñêàòü â âèäå

D p x Sn

i

n
i

nh

X x

h

3

4
1

3
( ) ,

!� �
�
�

�
�
�

�
� �

ãäå h  0, à ôóíêöèÿ S x( ) íå÷åòíà, îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

x S x dx k S x dxk k

 � � � ��
( ) , , ; ( ) .

1

2
1 3 2

Ïîðÿäêîì âåñîâîé ôóíêöèè S x( ) íàçîâåì íàèìåíüøåå íå÷åòíîå ÷èñëî
r � 5, äëÿ êîòîðîãî x S x dxr �( ) .0

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [7, ðàçä. 5] îøèáêà îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè
���p x( ) îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

J D p D p x p x dxn n( ) [ ( ) ( )]3 3 2& � ��� �

� � � �� �( ) [ ( ) ] ( ) ( )
! ( )

( )
2 1 2 11

3

2
2 6 1 23 3� �n t t dt t

ht

ht

* " " ! ( )

( )
,

* ht

iht
t d t

3

2

6'
'
' '

'
' (18)

ãäå*( )t – ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè S x( ).
Ôîðìóëà (18) ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ S x( ) áóäåò äî-

ïóñòèìîé, åñëè åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå*( )t óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

0 3 1 03# # ��!( ) ( ) ( ).it t t*

Ïîëàãàÿ S x T xr r( ) ( ) ,� � �� 1 3 ãäå ôóíêöèè T xr � 1 ( ) îïðåäåëåíû â ðàçä. 4,
ïîëó÷èì äîïóñòèìûå âåñîâûå ôóíêöèè ïîðÿäêîâ r �5 7 9 11 13, , , , .

Çàêëþ÷åíèå. Ðàñïîëàãàÿ ïðèâåäåííûì â ðàçä. 2 íàáîðîì äîïóñòèìûõ
âåñîâûõ ôóíêöèé, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èçáðàííûì
íàìè êðèòåðèåì êà÷åñòâà îöåíêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÈÑÊÎ,
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òîëüêî äîïóñòèìûå âåñîâûå ôóíêöèè. ×òî æå êàñàåòñÿ
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âåñîâûõ ôóíêöèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ äîïóñòèìûìè, òî èõ ïðèìåíåíèå íåèçáåæ-
íî ïðèâåäåò ê âîçðàñòàíèþ îøèáêè îöåíèâàíèÿ, êîòîðîå íè÷åì áîëåå íå ìî-
æåò áûòü îïðàâäàíî.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàñ èíòåðå-
ñóþò ïðîèçâîäíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p x( ). Äîïóñòèìûå îöåíêè ïåð-
âîé, âòîðîé è òðåòüåé ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè p x( ) ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ
ïîìîùüþ âåñîâûõ ôóíêöèé, ïðèâåäåííûõ â ðàçä. 3–5 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàñïî-
ëàãàÿ òî÷íûìè ôîðìóëàìè äëÿ B-ñïëàéíîâ a x ll ( ), , , , ,� 4 5 6 7 ìîæíî ïîñòðî-
èòü òàêæå äîïóñòèìûå îöåíêè äëÿ ïðîèçâîäíûõ p x( ) ( )+ âïëîòü äî + �11.

Îñîáîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî B-ñïëàéíû a xl ( ),
l �1 2 7, , ... , , ìîãóò íàéòè ïîëåçíîå ïðèìåíåíèå íå òîëüêî â íåïàðàìåòðè÷å-
ñêîé ñòàòèñòèêå. Â ÷èñëî çàäà÷, ðåøàåìûõ ñ ïîìîùüþ B-ñïëàéíîâ Øåíáåðãà,
âõîäÿò: èíòåðïîëèðîâàíèå ôóíêöèé ïî èõ çíà÷åíèÿì â óçëàõ ðàâíîìåðíîé
ñåòêè [5, 29], ïîñòðîåíèå âûñîêîêà÷åñòâåííûõ àíàëîãîâûõ ôèëüòðîâ íèæ-
íèõ ÷àñòîò [2, 6], íåïàðàìåòðè÷åñêèé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ñòàöèîíàðíûõ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì (îöåíêà òèïà Óýë÷à) [30] è
íåïàðàìåòðè÷åñêèé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ïåðèîäè÷åñêè êîððåëèðîâàííûõ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [31]. Áëàãîïðèÿòíûå ñâîéñòâà B-ñïëàéíîâ Øåíáåðãà
îòìå÷àþòñÿ òàêæå â ðàáîòàõ [32–34].
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