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Ðàññìîòðåíà ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìîäåëè íåñòàöèîíàðíûõ òðåõìåðíûõ ïðî-
öåññîâ â ãðàâèòèðóþùèõ ãàçîâûõ ñèñòåìàõ ñ ñàìîñîãëàñîâàííûì ïîëåì â äå-
êàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ýâîëþöèÿ ãàçîâîé êîìïîíåíòû äèñêà îïèñûâàåòñÿ ñèñ-
òåìîé óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû è
óðàâíåíèåì Ïóàññîíà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà. Ðàññìîòðåíà ìîäèôè-
êàöèÿ ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé
ãàçîâîé äèíàìèêè, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî âðà-
ùåíèÿ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ñîçäàííîé ÷èñëåííîé ìîäåëè â
ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå.

Ââåäåíèå. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå îïèñàíû îñîáåííîñòè ÷èñëåííîé ðåà-
ëèçàöèè, âîçíèêàþùèå âî âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ïðîèñ-
õîäÿò â ãàçîâîé ñðåäå, ñîñòàâëÿþùåé íàðÿäó ñ òâåðäîôàçíûìè ÷àñòèöàìè è
ïëàçìåííîé êîìïîíåíòîé ïðîòîãàëàêòè÷åñêèå (ïðîòîçâåçäíûå, ïðîòîïëà-
íåòíûå) îáëàêà. Îïèñàíèå òàêèõ ïðîöåññîâ ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ âû÷èñëè-
òåëüíîé ãàçîâîé äèíàìèêè ïðè èñïîëüçîâàíèè âîçìîæíîñòåé ñîâðåìåííîé
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè [1–3]. Â ðàìêàõ ýòîé çàäà÷è ðàçðàáîòàí àëãîðèòì è
ñîçäàíà ïðîãðàììà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âðàùàþùåãîñÿ ãàçîâîãî îáëàêà â ñà-
ìîñîãëàñîâàííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ñ ó÷åòîì òåìïåðàòóðû ãàçà â òðåõ-
ìåðíîé ïîñòàíîâêå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ðåàëèçîâàííàÿ ÷èñëåííàÿ ìî-
äåëü îñíîâàíà íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è
ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ãàçîäèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëåíà óðàâ-
íåíèÿìè äëÿ ïëîòíîñòè, âåêòîðà ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû â òðåõìåðíîé äå-
êàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Óðàâíåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åííîå êàê
ñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè [4], ðåøàåòñÿ ñ öåëüþ
äàëüíåéøåãî ââåäåíèÿ ðàñ÷åòà õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé.
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(ãðàíòû ¹ 08-01-00048, ¹ 08-01-00615), ïðîãðàììû ïðåçèäèóìà ÐÀÍ «Ïðîèñõîæäåíèå è ýâî-
ëþöèÿ áèîñôåðû» (¹ 18-2 (2006)), ïðîãðàììû Ðîñîáðàçîâàíèÿ «Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèà-
ëà ÂØ» (ïðîåêòû ÐÍÏ.2.2.1.1.3653, ÐÍÏ.2.2.1.1969).



Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíî ðåøåíèå ïðîáëåìû ìåòîäè÷åñêîãî õàðàê-
òåðà, êîòîðàÿ âîçíèêëà âî âðåìÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìîäåëè. Ýòà ïðîáëå-
ìà çàêëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ÷èñëåííîãî ìåòîäà, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî ñòðîãèì òðåáîâàíèÿì ê ýêîíîìè÷íîñòè è ïðè ýòîì õîðîøî âîñïðî-
èçâîäÿùåãî ïðîöåññû íà ãðàíèöå ãàçà è âàêóóìà. Â ãðàâèòàöèîííûõ çàäà÷àõ
îñîáåííî ÿðêî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà íåèíâàðèàíòíîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì
îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ. Ïðàêòèêà ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî íåèíâàðèàíò-
íîñòü ïðèâîäèò ê íåæåëàòåëüíûì ñ÷åòíûì ýôôåêòàì, ñóùåñòâåííî èñêàæà-
þùèì êàðòèíó èçó÷àåìîãî ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû èñêîìûé ÷èñëåííûé ìåòîä äàâàë îñåñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ íåçàâèñèìî
îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû â ðàáîòå
ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Áåëîöåðêîâñêîãî – Äàâûäîâà, îáëàäàþùàÿ
âñåìè òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè
â áåçðàçìåðíîì âèäå, äîïîëíåííóþ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà äëÿ ãðàâèòàöèîí-
íîãî ïîòåíöèàëà:
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ãäå p – äàâëåíèå,� – ïëîòíîñòü, v – ñêîðîñòü,� – ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë,
T – òåìïåðàòóðà, � � 1,4 – ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.

Äëÿ ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïàðà-
ìåòðîâ âûáðàíû: ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî Ñîëíöà R0 � 1,5 �1011 ì, ìàññà Ñîë-

íöà M0
302 10� � êã, ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ G � 6,67 � � ��10 11 Í ì êã2 –2.

Õàðàêòåðíûå âåëè÷èíû äëÿ ñêîðîñòè ÷àñòèö v0 , âðåìåíè t0 , ïîòåíöèàëà �0

è ïëîòíîñòè �0: v0 0 0 30� �GM R êì/ñ, t R0 0 0 1 6� �v ãîäà, �0 0
2� �v

�G M R0 0 , �0 0 0
3� M R .

Òàê êàê èñõîäíàÿ çàäà÷à íåóñòîé÷èâà è åå ïîñòàíîâêà íåêîððåêòíà [5], âî-
ïðîñ î êîíòðîëå ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè çàäà÷è ñòîèò
îñîáåííî îñòðî. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî áûòü óâåðåííûì êàê â ïðà-
âèëüíîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, òàê è â ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.
Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ïðîòåñòèðîâàíî íà àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ. Äëÿ
êîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû,
èìïóëüñà, ïîëíîé è âíóòðåííåé ýíåðãèè. Ïîìèìî çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ òåîðåìà âèðèàëà [6].

Íà ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äëÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ïîñòàâ-
ëåíû îäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà, à äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïî-
òåíöèàëà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæå-
íèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíåðöèàëüíûõ ìîìåíòîâ ñèñòåìû [4].

Â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàåòñÿ íóëåâîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè è ñêîðîñòåé. Â öåíòðå îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòü ýëëèïñî-
èäàëüíîé ôîðìû, â êîòîðîé çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, òåìïåðàòóðû,
ñêîðîñòåé è ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ãàçîâîå îáëà-
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êî â âàêóóìå ðàçëåòàåòñÿ, êîëëàïñèðóåò èëè îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì â çàâèñè-
ìîñòè îò çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Ìåòîä ðàñ÷åòà. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè
âûáðàí ìåòîä Áåëîöåðêîâñêîãî – Äàâûäîâà [7]. Ýòîò ìåòîä îáåñïå÷èâàåò
àâòîìàòè÷åñêîå âûïîëíåíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ïîëíîé
ýíåðãèè. Ìåòîä Áåëîöåðêîâñêîãî – Äàâûäîâà ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: ýéëåðî-
âà ýòàïà, íà êîòîðîì îòáðàñûâàþòñÿ ÷ëåíû êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà, è ëàã-
ðàíæåâà, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ
âåëè÷èí. Êàê èçâåñòíî, ìåòîä Áåëîöåðêîâñêîãî – Äàâûäîâà ñëàáîóñòîé÷èâ,
íî â ñèëó íåóñòîé÷èâîñòè ôèçè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è òàêîå ñâîéñòâî ìåòî-
äà íå èìååò ðåøàþùåãî çíà÷åíèÿ. Îäíàêî ïðàêòèêà òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ïåðåíîñ ÷àñòèö ñ èñïîëüçîâàíèåì îðèãèíàëüíîé ñõåìû Áåëîöåð-
êîâñêîãî – Äàâûäîâà ñ ïåðâûì è ñî âòîðûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè íå ïî-
çâîëÿåò ïîëó÷àòü îñåñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ â çàäà÷àõ ãðàâèòàöèîííîé
ãàçîâîé äèíàìèêè.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïåðâîãî ýòàïà ïðèìåíÿëàñü êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ
èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà [8]. Òàêîé âûáîð ñõåìû áûë îáóñëîâ-
ëåí îñîáûì òðåáîâàíèåì ê èíâàðèàíòíîñòè ìåòîäà ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî
âðàùåíèÿ äëÿ çàäà÷ ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè. Íåñìîòðÿ íà âûïîë-
íåíèå ýòîãî òðåáîâàíèÿ, ïðåäëîæåííûé ïîäõîä èìååò îäèí ñóùåñòâåííûé
íåäîñòàòîê: äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî ïîñòîÿííîå îáðàùåíèå ê ôóíê-
öèÿì îñðåäíåíèÿ è âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ. Òðåõìåðíîñòü ìîäåëè è íåñòàöèîíàðíîñòü çàäà÷è âûäâèãàþò
ñòðîãèå òðåáîâàíèÿ ê ýêîíîìè÷íîñòè ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êàê â
ïëàíå èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû, òàê è â ïëàíå íå-
êðèòè÷íîãî îãðàíè÷åíèÿ íà îòíîøåíèå øàãà ïî âðåìåíè ê øàãó ïî ïðîñòðàí-
ñòâó. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé áîëåå ýêîíîìè÷íûé ïîäõîä ê ðåàëè-
çàöèè ýéëåðîâà è ëàãðàíæåâà ýòàïîâ ìåòîäà Áåëîöåðêîâñêîãî – Äàâûäîâà, îá-
ëàäàþùèé âñåìè íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè.

Â òðåõìåðíîé îáëàñòè ðåøåíèÿ ââåäåíà ðàâíîìåðíàÿ êóáè÷åñêàÿ ñåòêà,
âåêòîð ñêîðîñòè îïðåäåëåí â óçëàõ, à ïëîòíîñòü, äàâëåíèå, ïîòåíöèàë è èì-
ïóëüñ – â ÿ÷åéêàõ. Èñïîëüçóåìàÿ íà ýéëåðîâîì ýòàïå ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé è
èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó è ïåðâûé ïî âðåìåíè.
Ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ îíà ñîõðàíÿåò ïîëíûé èìïóëüñ è
ïîëíóþ ýíåðãèþ. Èñïîëüçóåìàÿ íà ëàãðàíæåâîì ýòàïå ñõåìà èìååò ïåðâûé
ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Íà ýòîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåíîñ ÷àñòèö ñ òàê íàçû-
âàåìîé ñõåìíîé ñêîðîñòüþ. Òàêàÿ ñêîðîñòü íå ñîîòâåòñòâóåò èñêîìîé ñêîðî-
ñòè ãàçà, êîòîðóþ âîçìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî ïîñëå çàâåðøåíèÿ ëàãðàíæå-
âà ýòàïà êàê ðåçóëüòèðóþùóþ èòîãîâûõ çíà÷åíèé èìïóëüñà è ïëîòíîñòè.

Ðàññìîòðèì ïðèíöèïû ìîäèôèêàöèè âû÷èñëåíèÿ ñõåìíîé ñêîðîñòè ïå-
ðåíîñà íà äâóìåðíîì ïðèìåðå. Èñïîëüçóåì çàäà÷ó ïåðåíîñà âåùåñòâà íà
ïëîñêîñòè â çàäàííîì ïîëå ñêîðîñòåé V u� ( , )v (ðèñ. 1, a). Âåêòîð ñêîðîñòè
èìååò ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå îò öåíòðà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Âûáîð äëèíû
âåêòîðà ñêîðîñòè ïåðåíîñà áóäåì îïðåäåëÿòü òàê, ÷òîáû ÷èñëåííîå ðåøåíèå
ñîâïàäàëî ñ çàäàííûì ðåøåíèåì.

Ðåçóëüòàò ïåðåíîñà ÷àñòèö ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêîé ñõåìû Áåëî-
öåðêîâñêîãî – Äàâûäîâà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1, b. Àíàëèç èçîëèíèé ïëîòíî-
ñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî îðèãèíàëüíûé ìåòîä íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îñåñèììåò-
ðè÷íûå ðåøåíèÿ. Âäîëü îñåé êîîðäèíàò âîçíèêàþò ÿðêî âûðàæåííûå âîëíû
ïëîòíîñòè (íà ðèñóíêå îíè îáðàçóþò êðåñò). Òàêèå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ çà-
äà÷ ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè âäîëü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé ðàçâèâà-

58



þòñÿ è ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñèëüíî èñêàæàþò èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíî-
ñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ðàçðàáîòàíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà, çàêëþ-
÷àþùàÿñÿ â óòî÷íåííîì ðàñ÷åòå ñêîðîñòåé ïåðåíîñà íà ëàãðàíæåâîì ýòàïå.

Ðàññìîòðèì äâå ÿ÷åéêè â ïåðâîé ÷åòâåðòè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (ðèñ. 2).
Íà÷íåì íóìåðàöèþ óçëîâ ïî îñÿì OX è OY èç öåíòðà îáëàñòè. Îïðåäåëèì
çíà÷åíèÿ çàäàííûõ ñêîðîñòåé äëÿ óçëà ñåòêè ñ íîìåðîì ( , ):i k

V u i c h k c hi k i k i k x x y y, , ,{ , } {( ) , ( ) }.� � � �v 1 1

Çäåñü h hx y, – øàãè ñåòêè; c cx y, – ïîñòîÿííûå óãëîâûå êîýôôèöèåíòû êîîð-
äèíàòíûõ ñêîðîñòåé. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t0 ïëîòíîñòü ãàçà â ÿ÷åéêå I
ðàâíà � n (ðèñ. 2, a).Ñîîòâåòñòâåííî ìàññà ãàçà â ÿ÷åéêå â ýòîò ìîìåíò âðåìå-

íè M h hn n
x y� � . Ïî ïðîøåñòâèè âðåìåíè � ãàç áóäåò çàíèìàòü îáëàñòü 

(ðèñ. 2, b). Â ýòîì ñëó÷àå ïëîùàäü ÿ÷åéêè

S h u hn
x y

� � � � �1
21 12( ) ( )� �v

� � � � � �( )( ) ( )( ),h c h h c h h h c cx x x y y y x y x y� � � �1 1

ãäå u21 – x-êîìïîíåíòà ñêîðîñòè â óçëå (2, 1); v12 – y-êîìïîíåíòà ñêîðîñòè â
óçëå (1, 2).

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû ïëîòíîñòü â îáëàñòè

�
�

� �

�

�

n
n

n

n
x y

x y x y

n

x

M

S

h h

h h c c c c

�
�

� � �
� � � �

1

1
1 1 1 1( ) ( ) ( )( y �)

.

Ìàññà ãàçà â ÿ÷åéêå I â ìîìåíò âðåìåíè t0 � � ïî îïðåäåëåíèþ

M h hn n
x y

n
x y

x y

n

x y

h h

c c

M

c c

� �� � �
� � � �

1 1

1 1 1 1
�

�

� � � �( ) ( ) ( ) ( )

(1)
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Ðèñ. 1. Îáëàñòü âû÷èñëåíèé: ïîëå ñêîðîñòåé ( )a è èçîëèíèè ïëîòíîñòè ( , )b c

a b c



è êàê îñòàâøàÿñÿ ìàññà ïîñëå ïåðåíîñà

M Mn n

x y

u

h h

� � �
�

�
��

�

�
�� �
�

�
�
�

�

�
�
�

1 1 1
� �v

. (2)

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (1) è (2), ïåðåéäåì ê äâóì íåçàâèñèìûì óðàâíå-
íèÿì:

1 1 1 1 1 1�
�

�
��

�

�
�� � � �

�

�
�
�

�

�
�
� � �

u

h hx

x

y

yc c
� �

� �( ) ; ( ) .
v

(3)

Âû÷èñëèâ èç (3) êîìïîíåíòû ñêîðîñòè u è v, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìóëû
äëÿ âûðàæåíèÿ ñêîðîñòè ïåðåíîñà:

u c h cx x x� �( ),1 � (4)

v � �c h cy y y( ).1 � (5)

Òàêîé âèä ôîðìóë ñêîðîñòè ïåðåíîñà íå äàåò îïðåäåëåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è ñëàãà-
åìîãî â çíàìåíàòåëå. Â êà÷åñòâå c hx x è cy� ìîãóò âûñòóïàòü êàê ñêîðîñòè, òàê
è ðàçíîñòè ñêîðîñòåé (ñì. ðèñ. 2). Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè
ðàññìîòðèì îáëàñòü II â ìîìåíò âðåìåíè t0 � �. Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè� ãàç
íå òîëüêî ïåðåíîñèòñÿ èç ÿ÷åéêè II, íî è ïîñòóïàåò â íåå èç ÿ÷åéêè I. Ïîñëå
âûõîäà èç ÿ÷åéêè II ãàç çàéìåò ïëîùàäü

S h u hn
x y

� � � � � �1
22 13 12( ) ( )� � �v v

� � � � � � �( )( ) ( )( ),h c h h c h c h h h c cx x x y y y y y x y x y� � � � �2 1 1

òîãäà ïëîòíîñòü èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû

�
�

� �

�

�

n
n

n

n
x y

x y x y

n

x

M

S

h h

h h c c c c

�
�

� � �
� � � �

1

1
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( y �)

.
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Ðèñ. 2. Ñõåìà ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé îáëàñòè: â ìîìåíò âðåìåíè t0 ( )a è t0 � � ( )b

a b



Ïëîùàäü, çàíÿòàÿ îñòàâøèìñÿ â ÿ÷åéêå ãàçîì, è îñòàòî÷íàÿ ìàññà â ÿ÷åéêå II
èìåþò âèä

S h h h h cn
x y x y yII

v� � � � �1
12 1( ) ( );� �

(6)

M Sn

n
x y y

x y

n
yh h c

c c

M c

II II� � �� �

� �

�
�

� �

� �

�
1

1

1 1

1( )

( ) ( )

( )

(1 1� �c cx y� �) ( )
.

Ìàññó ãàçà, êîòîðàÿ ïåðåìåñòèëàñü çà âðåìÿ � èç ÿ÷åéêè I, ìîæíî íàéòè ïî
ôîðìóëå

M S h h h cn n
x

n
x y y

n
y

x y

M c

c c
I I v� � � �� � �

� �
� � � � �

�

�

1 1
12

1

1 1( ) ( �)
.

Ïîëíàÿ ìàññà ÿ÷åéêè II, ñêëàäûâàþùàÿñÿ èç îñòàòêîâ ãàçà â ìîìåíò âðåìåíè
t0 è ïåðåìåùåííîãî ãàçà èç ÿ÷åéêè I, åñòü

M M Mn

n
y

x y

n
y

x

M c

c c

M c

c

� � � � �
�

� � �

1
1

1 1 1 1
I II

( )

( ) ( ) ( ) (

�

� �

�

� � � �
�

c

M

c cy

n

x y� � �) ( ) ( )
.

1 1

Îïðåäåëèì ìàññó M II êàê ïîëó÷åííóþ ïîñëå ïåðåíîñà:

M M u h hn
x yII v� � �( )( ).1 1� � (7)

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (6) è (7), íàéäåì äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ:

1 1 1� � � �v� � �h c cy y y( ) ( ), (8)

1 1 1� � �u h cx x� �( ). (9)

Èç óðàâíåíèÿ (8) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

v � �( ) (2 1c h cy y y��� (10)

Àíàëèç âûðàæåíèÿ (10) è ôîðìóëû ñêîðîñòè ïåðåíîñà (5) ïîçâîëÿþò ñäåëàòü
âûâîä, ÷òî â ÷èñëèòåëå 2c hy y – ñêîðîñòü, à â çíàìåíàòåëå cy� – ðàçíîñòü ñêî-
ðîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ñëåäóåò âûáèðàòü èç ñîîòíî-
øåíèÿ

v �
� �

V

h V V

1

1 21 ( ) ( )
,

�

ãäå V V1 2, – ñêîðîñòè ÷åðåç ãðàíèöû ÿ÷åéêè (ðèñ. 3), èìåþùèå îäíî íàïðàâ-
ëåíèå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòîé ñêîðî-
ñòè; h – øàã ñåòêè ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó íàïðàâ-
ëåíèþ.
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Ðèñ. 3. Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè â ÿ÷åéêå



Èñïîëüçóÿ îïèñàííûå âûøå ïðèíöèïû, îáîáùèì ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá
âû÷èñëåíèÿ ñõåìíîé ñêîðîñòè íà îñòàëüíûå ÿ÷åéêè( , )i k ðàñ÷åòíîé îáëàñòè:

Vi k

i k i k

x

i k i k i k i

u u

h

u u u u
,

, ,

, , ,

�

� � �

� � �

�

�
�

�
�

1 1 1

1 1 1

2

1
2

� ,

,
k ��

�
��

�

�
��

�

�

�
�

�

�
�

1

2

v v

v v v v

i k i k

y

i k i k i k i k

h

, ,

, , , ,

� � �

� � � �

�

�
�

�
�

1 1 1

1 1 1 1

2

1
2 2

� �

�
��

�

�
��

�

�

�
�

�

�
�

.

Ðåçóëüòàò ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîé ìîäèôèêàöèè îïðå-
äåëåíèÿ ñõåìíûõ ñêîðîñòåé íà ëàãðàíæåâîì ýòàïå ïðèâåäåí íà ðèñ. 1, c.

Ïðèìåíåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà êðóïíûõ ÷àñòèö ê ÷èñëåí-
íîé ðåàëèçàöèè òðåõìåðíîé ìîäåëè. Â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ êîìïëåêñà ïðî-
ãðàìì ïðîâîäèëàñü âåðèôèêàöèÿ ÷èñëåííîé ìîäåëè íà èäåéíî ïðîñòûõ çà-
äà÷àõ, êîòîðûå, îäíàêî, ÿâëÿþòñÿ êàìíåì ïðåòêíîâåíèÿ äëÿ ìíîãèõ àëãî-
ðèòìîâ [9, 10]. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåí ðåçóëüòàò òåñòèðîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî
àëãîðèòìà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ ïåðâîãî òåñòà Ãîäóíîâà â êâàçèîä-
íîìåðíîé ïîñòàíîâêå [9] (íà îòðåçêå [0; 2] çàäàíû V x( ) ,�0 T x( ) ;�1 ïðè
0 1� �x �( ) , ( ) ;x p x� �2 2 ïðè 1 2� �x �( ) ,x �1 p x( ) ).�1

Ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ âëèÿíèÿ ñ÷åòíûõ ýôôåêòîâ íà ðåøåíèå áûë èñ-
ïîëüçîâàí åùå îäèí êâàçèîäíîìåðíûé òåñò, èìåþùèé àíàëèòè÷åñêîå ñòàöè-
îíàðíîå ðåøåíèå. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âíóòðè øàðà ( )0 1� �r çàäà-
þòñÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè�( ),r òåìïåðàòóðûT r( )è ãðàâèòàöè-
îííîãî ïîòåíöèàëà �( )r ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ èìïóëüñà v( ) ,r �0 ãäå r –
ðàäèóñ øàðà. Âíå øàðà âñå ãàçîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû ðàâíû íóëþ, ãðàâè-
òàöèîííûé ïîòåíöèàë ïîëó÷åí êàê ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîôèëè
ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû íå äîëæíû èçìåíÿòüñÿ, ñêîðîñòü ãàçà îñòàåòñÿ íó-
ëåâîé. Íàêîïëåíèå ïîãðåøíîñòè ñ÷åòà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà áîëüøèõ âðå-
ìåíàõ ãàçîâûé øàð íà÷èíàåò ðàñïàäàòüñÿ ëèáî ñõëàïûâàòüñÿ â îêðóæàþùåì
åãî âàêóóìå.

Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàììû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5, a b, . Äëÿ
òåñòèðîâàíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà çàäàíû íà÷àëüíûå óñëî-

âèÿ â âèäå àíàëèòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé
ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû, à çíà÷åíèÿ ãðà-
âèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà ïîëó÷åíû ÷èñ-
ëåííî, â õîäå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññî-
íà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì äîïîëíè-
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Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïðè t � 0,3 (ñïëîøíàÿ

ëèíèÿ – ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà, ïóíêòèðíàÿ – òî÷íîå ðåøå-

íèå)



òåëüíûé òåñò ñ íåñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé
çàäàäèì àíàëèòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, à ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðà-
òóðû – ïîñòîÿííûì:

T r
r

r
( )

, ,

, .
�

� �

�
�
�
�

	 7 0 1

0 1

Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåòêè256 256 256  óçëîâ, øàã ïî âðå-
ìåíè � � 0,001. Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, ïîëó÷åí-
íîå â õîäå ïåðâîãî òåñòà (ñì. ðèñ. 5, a)â ìîìåíò âðåìåíè, ðàâíûé åäèíèöå, îò-
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Ðèñ. 6. Èçîëèíèè ïëîòíîñòè: â ìåðèäèîíàëüíîé ( , )a b è ýêâàòîðèàëüíîé ( , )c d ïëîñêîñòÿõ

a b

c d

Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè: ïðè íà÷àëüíîì ñòàöèîíàðíîì ( )a è íåñòàöèîíàðíîì ( )b çàäà-

íèè ïàðàìåòðîâ ãàçà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ – t � 1, ïóíêòèðíàÿ – t � 0)

a b



ëè÷íî îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåðíî íà 3 % â òî÷êå ìàêñèìóìà â
öåíòðå øàðà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíî ðåøåíèå (ñì. ðèñ. 5, b),ïîëó÷åííîå â
õîäå âòîðîãî òåñòà â òîò æå ìîìåíò âðåìåíè. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè îò-
êëîíÿåòñÿ â öåíòðå øàðà îò íà÷àëüíîãî áîëåå ÷åì íà 60 % . Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íåçíà÷èòåëüíîñòè ïîãðåøíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ÷èñ-
ëåííîãî ìåòîäà.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàáîòû òðåõìåðíîé ÷èñëåííîé ìîäåëè íà ðèñ. 6 ïðåä-
ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òåñòîâîé çàäà÷è ðàçëåòà ãàçîâîãî øàðà åäè-
íè÷íîé ïëîòíîñòè â âàêóóì â ìîìåíò âðåìåíè, ðàâíûé åäèíèöå. Ðàñ÷åòû
ïðîâåäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåòêè 256 256 256  óçëîâ. Íà÷àëüíûå çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ãàçà: R �1, � !� � �1 1 1, , .p V ×èñëåííàÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò â
ñåáÿ îïèñàííûé âûøå ýéëåðîâ ýòàï ñõåìû êðóïíûõ ÷àñòèö âòîðîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè è äâà âàðèàíòà ëàíãðàíæåâà ýòàïà. Íà ðèñ. 6, a c, ïðåäëàãàþòñÿ ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì îðèãèíàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ñõåìíûõ
ñêîðîñòåé, à íà ðèñ. 6, b d, �ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà.

Ðèñ. 6 èëëþñòðèðóåò òàêîå íåîáõîäèìîå è àêòóàëüíîå ñâîéñòâî äëÿ çàäà÷
ãðàâèòàöèîííîé ôèçèêè, êàê èíâàðèàíòíîñòü ìåòîäà îòíîñèòåëüíî ïîâîðî-
òà. Èç ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî èçîëèíèè ïëîòíîñòè, îïèñûâàþùèå ðàçëåò øàðà â
âàêóóì, íå èìåþò îñîáåííîñòåé íà îñÿõ êîîðäèíàò.

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà
êðóïíûõ ÷àñòèö, ïðåäëîæåííîãî Áåëîöåðêîâñêèì, â êîòîðîì ïðîöåññ ãàçîäè-
íàìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå äâóõ ýòàïîâ: ýéëåðîâîãî è ëàã-
ðàíæåâîãî. Ðàñ÷åò ïåðâîãî ýòàïà ïðîèçâîäèòñÿ áåç ó÷åòà ýôôåêòîâ, ñâÿçàí-
íûõ ñ ïåðåìåùåíèåì ñðåäû, è ðåàëèçîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíîé ðàçíîñò-
íîé ñõåìû ñî âòîðûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó. Ñóòü ìîäè-
ôèêàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñïåöèàëüíîì îïðåäåëåíèè ñõåìíûõ ñêîðîñòåé íà
ëàãðàíæåâîì ýòàïå. Òàêîé ïîäõîä äàåò ýêîíîìè÷íûé ìåòîä, êîòîðûé ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷èòü îñåñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé
äèíàìèêè.

Â êà÷åñòâå òåñòîâ äëÿ ÷èñëåííîé ìîäåëè çàäà÷è ðàçëåòà ñàìîãðàâèòèðó-
þùåãî ãàçîâîãî øàðà â âàêóóìå áûëè èñïîëüçîâàíû êëàññè÷åñêèå òåñòîâûå
çàäà÷è ðàñïàäà ðàçðûâà. Ïðèâåäåííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû òåñòîâ ïîçâîëÿþò
ñäåëàòü âûâîä î ïðàâîìåðíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ.
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