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Äëÿ îöåíèâàíèÿ ëèíåéíûõ ïàðàìåòðîâ óñòîé÷èâîãî ïðîöåññà àâòîðåãðåññèè ñî
ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðåäëàãàåòñÿ îäíîýòàïíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ
ïðîöåäóðà, èñïîëüçóþùàÿ ñïåöèàëüíîå ïðàâèëî íàêîïëåíèÿ íàáëþäåíèé. Ïî-
ëó÷åíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîé îöåíêè, êîòîðàÿ óáûâàåò îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà
ïðîöåäóðû, îïðåäåëÿþùåãî äëèòåëüíîñòü íàáëþäåíèé. Èçó÷åíî àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ïîâåäåíèå ñðåäíåé äëèòåëüíîñòè ïðîöåäóðû. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ââåäåíèå. Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ îáðàáîòêîé ñèãíàëîâ,
ñïåêòðàëüíûì àíàëèçîì è ïðîãíîçèðîâàíèåì, íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå
äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàåìûå ñòîõàñòè÷åñêèìè ðàçíîñòíûìè óðàâíå-
íèÿìè òèïà àâòîðåãðåññèè. Ïîñòðîåíèå òàêèõ ìîäåëåé âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ñâîäèòñÿ ê îöåíèâàíèþ èõ ïàðàìåòðîâ. Íàèáîëåå ïîëíî òåîðèÿ îöåíèâàíèÿ
ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçðàáîòàíà äëÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé, êîã-
äà ïàðàìåòðû ïîñòîÿííû è øóìû íåçàâèñèìû. Îäíàêî íåèçâåñòíûå ïàðàìåò-
ðû ñàìè ìîãóò áûòü ïîäâåðæåíû ñëó÷àéíûì ôëóêòóàöèÿì è îñòàâàòüñÿ ïî-
ñòîÿííûìè òîëüêî â ñðåäíåì. Ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðîâ âíîñÿò äîïîëíèòåëü-
íûå òðóäíîñòè â ðåøåíèå çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè, ôèëüòðàöèè è ïðîãíîçèðî-
âàíèÿ, îñíîâàííûõ íà òàêèõ ìîäåëÿõ. Èñïîëüçîâàíèå æå ñòàíäàðòíûõ ïðîöå-
äóð èäåíòèôèêàöèè, ðàçðàáîòàííûõ ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àþ ïîñòîÿííûõ
ïàðàìåòðîâ, ìîæåò ïðèâåñòè ê îøèáî÷íûì âûâîäàì.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü àâòîðåãðåññèè ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè
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b) ðàñïðåäåëåíèå �k èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ïëîòíîñòü (îòíîñèòåëüíî
ìåðû Ëåáåãà) â èíòåðâàëå [ , ]�a a äëÿ íåêîòîðîãî a 0.

Ïðè íàëè÷èè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîìåõ ( ... )� �1 0� � p óñëîæíÿåòñÿ è
âèä ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà (1) (â ñðàâíåíèè ñî
ñëó÷àåì ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ [3]):
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Èçâåñòíî [1], ÷òî ïðîöåññ àâòîðåãðåññèè ( ... )� �1 0� � �p øèðîêî èñ-
ïîëüçóåòñÿ â àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò àïïðîêñèìèðî-
âàòü ëþáîé ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî-
ñòüþ. Ìîäåëü (1) ñ àääèòèâíûìè è ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ïîìåõàìè íàõîäèò
ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ îáðàáîòêè âðåìåííûõ ðÿäîâ [4], óïðàâëåíèÿ [5],
êîìïüþòåðíîé íàäåæíîñòè [6], à òàêæå äëÿ ðàñ÷åòà íàêîïëåíèÿ â îðãàíèçìå
òÿæåëûõ ýëåìåíòîâ è èõ âûâîäà [7].

Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (1) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òå æå ìåòî-
äû, ÷òî è äëÿ îáû÷íîé àâòîðåãðåññèè, îäíàêî àíàëèç ñâîéñòâ îöåíîê ïðè
ýòîì óñëîæíÿåòñÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ïî-
âåäåíèþ îöåíîê ïðè áîëüøèõ âûáîðêàõ. Â [8] äëÿ îáîáùåííîãî ìåòîäà ìî-
ìåíòîâ óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå (ï. í.) è àñèìïòîòè÷åñêàÿ
íîðìàëüíîñòü îöåíîê. Íàðÿäó ñî ñõîäèìîñòüþ îöåíîê â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ
âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îöåíèâàòü èõ êà÷åñòâî – íàèáîëåå ÷àñòî ýòî ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü îöåíîê.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü íàõîæäåíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé òî÷íîñòè îöå-
íîê ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) (ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ)
ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåí-
íî íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè íàáëþäåíèé. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ñëó÷àþ ïîñòî-
ÿííûõ ïàðàìåòðîâ( ... ).� �1 0� � �p Â [9] äëÿ èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè (1) ïðè
îäíîì ïàðàìåòðå ( )p �1 áûë ïðåäëîæåí ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîä íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ, èìåþùèé ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïåðåä îáû÷íûì ÌÍÊ: äàåò íå-
ñìåùåííûå îöåíêè, ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ òî÷-
íîñòü îöåíêè è äð.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîä íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1) ïðîèçâîëüíîãî êî-
íå÷íîãî ïîðÿäêà p ñ ãàðàíòèðîâàííîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé òî÷íîñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ãàðàíòèðîâàííûõ â ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêîì ñìûñëå òî÷å÷íûõ îöåíîê âåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ íà áàçå ÌÍÊ äëÿ àâòî-
ðåãðåññèè, ñëó÷àéíîé ðåãðåññèè è áîëåå îáùèõ ìîäåëåé ñåìèìàðòèíãàëüíî-
ãî òèïà, à òàêæå çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ïðîöåññîâ èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ
[10–15]. Ïðè ýòîì ïðîöåäóðû ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ â
àâòîðåãðåññèè è áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëÿõ ñëó÷àéíîé ðåãðåññèè îáû÷íî ñòðî-
ÿòñÿ â äâà ýòàïà, êîòîðûå òðåáóþò èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîöåäóðå áîëüøå îäíîé
îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îäíîýòàïíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíàÿ îöåíêà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1), îòëè÷àþ-
ùàÿñÿ îò îáû÷íîé îöåíêè ÌÍÊ òîëüêî âûáîðîì ñïåöèàëüíîãî ïðàâèëà ïðå-
êðàùåíèÿ íàáëþäåíèé. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî
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Ïîñëåäîâàòåëüíîå îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà (1). Äëÿ îöåíè-
âàíèÿ âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ� � �� 
( , ... , )1 p äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû (1) áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíûé âàðèàíò îöåíîê ìåòîäà íàè-
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Îöåíêà �* ( )h îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîé îöåíêè ÌÍÊ (5) òåì, ÷òî ôèêñèðîâàí-

íûé îáúåì âûáîðêè n çàìåíÿåòñÿ ìîìåíòîì îñòàíîâêè (( ),h à òàêæå òåì, ÷òî
ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â îáåèõ ñóììàõ â (8) áåðóòñÿ ñî ñïåöèàëüíûì êîððåê-
òèðóþùèì ìíîæèòåëåì 0( ).h
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Ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîöåäóðû îöåíèâàíèÿ. Èçó÷èì ñâîéñò-
âà ïîñëåäîâàòåëüíûõ îöåíîê (7), (8). Çàïèøåì óðàâíåíèå (1) â âåêòîðíîé
ôîðìå

X A Xk k k k� �� 1 1 , (10)

ãäå 1 � �k k� 
( , , ... , ) ;0 0 0 A Ak k� �� , A è �k îïðåäåëÿþòñÿ â (2), (3). Óðàâíå-
íèå (10) èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå

~
X k ïðè óñëîâèè a äëÿ ñëó÷àÿ àâòîðåã-

ðåññèè ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè ( ... )� �1 0� � �p è ïðè óñëîâèÿõ a b
, ,
åñëè � �1 0� � ... .p

Ëåììà. Ïóñòü äëÿ ïðîöåññà (1) âûïîëíåíî óñëîâèå a,åñëè� i � 0, i p�1, ,

è a b
, , åñëè � �1 0� � ... .p Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà F E X Xk k� 
�
~ ~

,ïðè÷åì

F óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

F AFA B B FF F i j� 
� � �, [( ) ],� 2 20
2

1 1tr3 (11)

ãäå 3 �diag( , ... , );� �1
2 2

p 2 ij � 0 ïðè i j4 è 2 ii �1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ëåììû îñíîâàíî íà ñâîéñòâå ýðãîäè÷íîñòè
ïðîöåññà (10), áëàãîäàðÿ êîòîðîìó èìååì

lim
n

nn M F P
"�

� �1
� – ï. í. (12)

Ðàññìîòðèì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìîìåíòà îñòàíîâêè (( )h
ñ ðîñòîì h. Ïî îïðåäåëåíèþ (( )h â (7) èìååì

( ( )) ( ) ( ( )) .( ) ( )M h h h M hh h( (( ( (�
�

�$ $2
1 2

1
2

1 2

Îòñþäà è èç (12) ïîëó÷àåì

lim ( )
h

h h F P
"�

��( �
2

1 2

– ï. í.

Èçó÷èì àñèìïòîòèêó ñðåäíåãî âðåìåíè íàáëþäåíèé ïðè h " �.Äëÿ ýòî-
ãî ïîòðåáóåòñÿ íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïðîöåññ (1), îáåñïå÷è-

âàþùèå êîíå÷íîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ïî n âîñüìîãî ìîìåíòà E X n�
8
. Ïóñòü

c) E X 0

8� � , E k� 8 � � è E ki�8 ( ) .� � Êðîìå òîãî, ïðè íàëè÷èè ìóëüòè-

ïëèêàòèâíûõ ïîìåõ (� i  0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ i) òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
[2]

d ) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû E A� 1
8� áûëè ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

e t A tj

j

i

i

p

) ( ) , (1
6

2

0

4

4

1

2

23 1� � ��
�

�
��

�

�
��

�

�
��

�

�
�� �

	 �
� � ) ,

( ) ( ),

�

�5 � � �

1

3 22t A AA� � 6�
2 2 2 2
tr tr3 3 3

ãäå 5 � �
	
�A

j

j

A A( ) ;
2

0

6 � �� � 7
8� � �

�

�
�

�

 
!

�
�3 32 4

1

23 3( ) ( ) .E i

i

p

tr

74



Îáîçíà÷èì ÷åðåç &0 îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà (1) ïðè îòñóòñòâèè
ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîìåõ ( ... ),� �1 0� � �p ò. å. &0 � #{ :� R

p âûïîëíåíî

óñëîâèå a},à ÷åðåç &� îáîçíà÷èì òó ÷àñòü ïàðàìåòðè÷åñêîé îáëàñòè óñòîé÷è-
âîñòè ïðîöåññà (1), â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ òàêæå óñëîâèÿ a d
, è e, ò. å.

&� � �� � � �� # � � � � ��{ : ( ) , ( ) , ( ) ,max maxR
p

iE A A E A t i1 1 1
81 1 1 1 2, },

ãäå� max( )A – íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A.Çàìå-
òèì, ÷òî & &� � 0 ïðè � �1 0� � �... .p

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ïðîöåññà (1) ïðè � i i p� �0 1, , , âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ a c, , à ïðè max
1

0
$ $


i p

i� – óñëîâèÿ a b c d
, , , è e.Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîìïàêò-

íîãî ìíîæåñòâà K ' &�

lim
( )

,
h K

E
h

h
F

"� #

��9
9
9 9

9
9�sup

�
�
( 2

1 2

0
(13)

ãäå F îïðåäåëÿåòñÿ â (11).
Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ h 0îöåíêà �*( ),h îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëàìè

(7), (8), óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

E h E X E
h

k

k

h

k k� � �

(

� � :*
( )

( ) ( | ),� $ �
�

��
2

2 1

2

1

2
1

1
F

(14)

ãäå

: � � � �k k i

i

p

k i ix k� �
�

��0

1

( );

Fk îçíà÷àåò óñëîâíîå ñðåäíåå îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
( , , ( ), ... , ( ), ... , , ( ), ... , ( )).X k kp k p0 1 1 11 1� � � � � � 
 Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî

� � / :(

(
*

( )

( )

( )
~

.h M Xh k

k

h

k k� $ �

�
��

2
2

1

1

2

Îòñþäà â ñèëó (9) ïîëó÷èì

E h h E Xk

k

h

k k� �

(

� � / :*
( )

( ) � $ ��

�
��

2
2

1

1

2

� $�

� ��
� �

�� ��h E x x h E X
l

p

k

j

h

k

h

j k l j l k j
2

1 11

2
�

((

�/ / : :
( )( )

k

k

h

k kE�
�

�� 1

2

1

2
1�

(

:
( )

( | ).F

Èç (14) èìååì

E h E M E G
h h

h� � ( � (� �
�*

( )( ) ,� $ �
2

0
2

2 2

1
tr tr3

(15)
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ãäå

G X X X Xn k

k

n

k k k� 
 
�
�

� � �� 1

1

1 1 1.

Îöåíêà ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (15) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è, êðîìå òîãî, ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïîìåõ �k è �i k( ) â (1) ñèììåòðè÷íû. Òîãäà ïðè � �1 0� � �... p äëÿ
ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ' &0

sup
�

� � �
#

� $ �
K

KE h o
a

h

* ( ) ( ( )),
2

1 1
(16)

à ïðè max� i  0 äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ' &�

sup
�

� � �
#

� $ �
K

KE h o
b

h

* ( ) ( ( )),
2

1 1
(17)

ãäå aK
K

�
#

sup
�

% �0 ( ), % � �0 0
2 2( ) ;� �F F

1 2

tr bK
K

�
#

sup
�

�% �( ),

% � % � � � � �� ( ) ( ) ( ) (*� � � 
 � � �
�
�0

2
0
2

1
4 2

1

5 2 3p AFA E Fi

i

p

tr tr � �
�

�
�

�

 
! �F 11 )

�
5

�

�A

t
F

1 2

2
0
2

( )
,

�

7 ;
�

� �* max ;2

1

2�
$ $i p

i o( )1 0" ïðè h " �.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì ìàòðèöó

~
.G X X X Xn k

k

n

k k k� 
 � 
�
�

� � �� 1

1

1 1 1

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî tr trG Gn n� ~
, ãäå Gn îïðåäåëÿåòñÿ â (15). Ïîäñòàâëÿÿ

Xk èç (10) â X X X Xk k k k� � � �
 � 
1 1 1 1 è ñóììèðóÿ ïî k , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
äëÿ

~
.Gn Èñïîëüçóÿ îöåíêè äëÿ ñëàãàåìûõ â ìîìåíò (( )h è îïóñêàÿ ïðîñòûå è

äëèííûå âûêëàäêè, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.
Ç à ì å ÷ à í è å. Êàê âèäíî èç òåîðåìû 2, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëî-

íåíèå îöåíêè (8) îò ïàðàìåòðà � óáûâàåò îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ïàðà-
ìåòðó äëèòåëüíîñòè íàáëþäåíèé h.

×èñëåííûé ïðèìåð. ×òîáû èçó÷èòü âëèÿíèå óðîâíÿ àääèòèâíûõ è
ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîìåõ ïðîöåññà (1) íà êà÷åñòâî ïðåäëàãàåìûõ îöåíîê
(7), (8), ìîäåëèðîâàëñÿ ïðîöåññ àâòîðåãðåññèè ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè âòîðîãî ïîðÿäêà:

x n x n x x xn n n n� � � � � � �� � �( ( )) ( ( )) ;� � � � � � �1 1 1 1 2 2 2 2 0 1 0 (18)

ñ áåëûìè ãàóññîâñêèìè øóìàìè � �i nn( ), .
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Íà ðèñ. 1 îáëàñòü âíóòðè òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè
ïðîöåññà (18) ïðè îòñóòñòâèè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîìåõ ( ).� �1 2 0� � Çäåñü
æå èçîáðàæåíà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà (18) ïðè � �1 2� � 0,1, îïðå-
äåëÿåìàÿ óñëîâèåì a
, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
D E A A� �� �1 1 äîëæíû áûòü ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1.

Èíòåðåñ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èçìåíåíèå âèäà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
ïðîöåññà àâòîðåãðåññèè ïðè ïîÿâëåíèè ó íåãî ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîìåõ.
Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü f ( )� âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4). Íà ðèñ. 2 ïðèâå-
äåíû ãðàôèêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè f ( )� ïðîöåññà (18) ïðè�1 � 0,4 è �2 �
� �0 4, . Ïðè ýòîì íà ãðàôèêå a êîýôôèöèåíòû äèñïåðñèè ó ïðîöåññà ñëåäóþ-
ùèå: � �1 2 0� � (ïðîöåññ àâòîðåãðåññèè), à íà ãðàôèêå b – � �1 2� � 0,2 (äî-
áàâëåíû ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîìåõè). Òàêæå íà ðèñóíêå ïîêàçàí ãðàôèê c
ïîñëåäîâàòåëüíîé îöåíêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè f * ( )� ïðîöåññà (18) ïî

112 íàáëþäåíèÿì ïðè �1 � 0,4, �2 0 4� � , ,� �1 2� � 0,2, h �100. Êàê âèäíî èç
ãðàôèêîâ, ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîìåõ ïðèâîäèò
ê óâåëè÷åíèþ ïèêîâ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè.
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê ÷èñëåííîìó àíàëèçó êà÷åñòâà îöåíîê (7), (8). Ìàòðè-
öà F,èñïîëüçóåìàÿ â òåîðåìàõ 1, 2, ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óðàâíåíèÿ (11), êî-
òîðîå â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

F F
F

��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

��

�
��

�

�
�� �

� � �
�

�1 2 1

2

0
2

1 0

1

0

0

0 0

tr3
3,

�
�

1
2

2
2

0

0

�

�
��

�

�
��.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

F �
�

�� � � � � �

�

� � � � � �

� �
�

0
2

2 2
2

1
2

1
2

2
2

2

2 1

11 1 1

1

1( ) [( ) ] ( ) ( ) � 2

�

�
�

�

�
�.

(19)

Îòñþäà, ïîëàãàÿ � �1 2 0� � , íàõîäèì ôóíêöèè, ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàåòñÿ
ñðåäíÿÿ äëèòåëüíîñòü ïðîöåäóðû (13) è ãðàíèöà äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé
òî÷íîñòè (16):

F0
2

1 2
2

0
2 2

2
1
2 2

1
2

2
241

2 1 8 1� � � � � �
� �

�
� � � �(( ) ) ( ) ,

% � � � � �
�

� �
0

2

2
2

1
2 2

2
1
2 2

1
2

2

2 1

1
2 1 8 1( ) (( ) ) ( )

( )

( )
� � � � �

�

� �

24 .

Èñïîëüçóÿ (19), ìîæíî çàïèñàòü òàêæå è ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ôóíêöèè % �� ( ),
îïðåäåëÿþùåé ãðàíèöó ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé òî÷íîñòè (17) îöåíîê (7), (8)
ïðè íàëè÷èè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîìåõ.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî 50 ðåàëèçàöèÿì ïðîöåññà (1)
ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1, 2.

78

Ò à á ë è ö à 1

Ñðåäíåå âðåìÿ íàáëþäåíèé ïðè íàëè÷èè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîìåõ äëÿ i � 0,1

�1 �2 h ( ( )h ( ( )h h F �2 1 2

0 0,5 50 55,20 1,104 0,868

0 0,5 100 98,00 0,980 0,868

0 0,5 500 450,26 0,901 0,868

0 0,5 1000 881,12 0,881 0,868

-0,5 0 100 153,74 1,537 1,464

0 0 100 123,96 1,240 1,165

0,2 -0,5 500 453,76 0,908 0,890

0,4 -0,4 500 543,92 1,088 1,076

0,4 0,4 500 676,28 1,353 1,341



Â òàáë. 1 (( )h îáîçíà÷àåò âûáîðî÷íîå ñðåäíåå äëèòåëüíîñòè ïðîöåäóðû
(( ).h Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà (( )h h ñ ðîñòîì h äîñòàòî÷íî áûñòðî

(íà÷èíàÿ ñ h �100) ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ F �2
1 2

.

Â òàáë. 2 äàíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäëàãàåìûõ îöåíîê (7), (8) è
îöåíîê ÌÍÊ (5). Çäåñü SD SD( ), ( )* *� �1 2 – íàáëþäàåìûå ñòàíäàðòíûå îòêëî-

íåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îöåíîê�1
* ( )h è �2

* ( )h ñîîòâåòñòâåííî ïðè çíà÷åíèè

ïîðîãà h �500, à SD( � )�1 è SD( � )� 2 – íàáëþäàåìûå ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ

îöåíîê ÌÍÊ (5). ×èñëî íàáëþäåíèé, èñïîëüçóåìûõ â íåïîñëåäîâàòåëüíîé
ïðîöåäóðå ÌÍÊ, ðàâíî ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðî-
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Ò à á ë è ö à 2

Íàáëþäàåìûå ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ ÌÍÊ â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîé
è ïîñëåäîâàòåëüíîé âûáîðîê ïðè îòñóòñòâèè è íàëè÷èè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîìåõ

� �1 2 0� �

�1 �2 % �0( ) hE h� ( )*
� � ��

2
SD ( )*�1 SD ( )*�2 SD (

�
)�1 SD (

�
)�2

-0,6 0 5,005 0,909 0,028 0,032 0,028 0,033

-0,4 0 3,361 1,339 0,033 0,040 0,034 0,039

-0,2 0 2,615 1,633 0,037 0,044 0,038 0,042

0 0 2,378 1,622 0,038 0,043 0,037 0,044

0 -0,5 2,378 1,504 0,035 0,043 0,032 0,041

0,2 -0,5 2,484 1,365 0,033 0,041 0,033 0,040

0,4 -0,4 2,864 1,286 0,037 0,035 0,034 0,035

0,4 0,4 6,002 1,034 0,032 0,032 0,032 0,032

� �1 2� � 0,1

�1 �2 % �� ( ) hE h� ( )*
� � ��

2
SD ( )*�1 SD ( )*�2 SD (

�
)�1 SD (

�
)�2

-0,6 0 9,010 1,152 0,031 0,037 0,031 0,035

-0,4 0 4,901 1,383 0,033 0,041 0,035 0,044

-0,2 0 3,566 1,735 0,038 0,045 0,038 0,046

0 0 3,186 1,700 0,039 0,043 0,038 0,044

0 -0,5 3,856 1,653 0,038 0,043 0,036 0,040

0,2 -0,5 4,180 1,514 0,039 0,039 0,036 0,038

0,4 -0,4 4,797 1,340 0,038 0,035 0,038 0,034

0,4 0,4 12,133 1,053 0,034 0,030 0,036 0,033



öåäóðû ïðè 50 ïîâòîðåíèÿõ ýêñïåðèìåíòà. Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ïîñëåäîâà-
òåëüíûå è íåïîñëåäîâàòåëüíûå îöåíêè ÌÍÊ ïðèìåðíî îäèíàêîâû ïî òî÷íî-
ñòè. Îäíàêî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî äëÿ îöåíîê ÌÍÊ òåîðåòè÷åñêèå ãðàíè-
öû äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé òî÷íîñòè äî ñèõ ïîð íå íàéäåíû. Â òàáë. 2

âåëè÷èíà hE h� ( )*
� � ��

2

îáîçíà÷àåò âûáîðî÷íîå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îò-

êëîíåíèå E h� � �* ( ) ,�
2

óìíîæåííîå íà h è ïîëó÷åííîå ïî 50 ïîâòîðåíèÿì

ýêñïåðèìåíòà. Çäåñü òàêæå ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé % �0 ( ) è % �� ( ),÷å-
ðåç êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíèöû ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé òî÷íîñòè ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ îöåíîê â òåîðåìå 2. Ýòè ôóíêöèè äàþò àïïðîêñèìàöèè äëÿ

âåëè÷èíû hE h� � �* ( ) .�
2

Âèäíî, ÷òî àïïðîêñèìàöèè âïîëíå óäîâëåòâîðè-

òåëüíû, åñëè êîðíè ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà-
õîäÿòñÿ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà. Íàïðèìåð, ïðè � �1 2 0� � è �1 0 2� � , ,

�2 0� èìååì % �0 ( ) � 2,615, à âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå hE h� ( )*
� � �� �

2

1,633.

Ïðè äåéñòâèè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîìåõ ñ � �1 2� � 0,1 ïîëó÷àåì % �� ( ) �
� 3,566 è hE h� ( )*

� � �� �
2

1,735. Ñ ïðèáëèæåíèåì âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïà-

ðàìåòðîâ � ê ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ôóíêöèè % �0 ( ) è % �� ( ) âîçðàñ-
òàþò. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, òåì, ÷òî ïðîöåññ (1) ïðèáëèæàåòñÿ ê
âçðûâíîìó, ÷òî ñêàçûâàåòñÿ íà ïîâåäåíèè êàê ñàìîãî ïðîöåññà, òàê è îöåíîê
åãî ïàðàìåòðîâ.

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà èäåíòèôèêàöèè
ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà àâòîðåãðåññèè ñ àääèòèâíûìè è ìóëüòèïëèêàòèâíûìè
ïîìåõàìè ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà p. Ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì
âàðèàíòîì ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è èñïîëüçóåò ñïåöèàëüíîå ïðàâèëî
íàêîïëåíèÿ íàáëþäåíèé â çàâèñèìîñòè îò òðåáóåìîé òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ.
Íàéäåíà òåîðåòè÷åñêàÿ ãðàíèöà äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé òî÷íîñòè âåêòîðà
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
ïðè îáðàáîòêå âðåìåííûõ ðÿäîâ, ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ñèñòåì, à òàêæå ïðè
èññëåäîâàíèè àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ ëèíåéíûìè ñòîõàñòè÷å-
ñêèìè ñèñòåìàìè.
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