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Ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèîííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ îáðàòíîé êèíåìàòè÷åñêîé çà-
äà÷è ñ îïòèìèçèðîâàííûì âûáîðîì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ
èìåþò çíà÷åíèå äëÿ àêóñòè÷åñêîé, îïòè÷åñêîé è ñåéñìè÷åñêîé òîìîãðàôèè â
óñëîâèÿõ ïðèáëèæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè.

Ââåäåíèå. Ôèçè÷åñêèå çàäà÷è, èìåþùèå îáîñíîâàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè (èç íèõ êëàññè÷åñêèå ñóòü óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè), ìîãóò
ýôôåêòèâíî èññëåäîâàòüñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà ñîâðåìåííîé ìàòåìà-
òèêè, ÝÂÌ è äîñòèæåíèé èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé, â
÷àñòíîñòè âû÷èñëèòåëüíîé äèàãíîñòèêè – ìåæäèñöèïëèíàðíîãî íàó÷íîãî
íàïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ îáðàáîòêîé çíà÷èòåëüíûõ îáúåìîâ ÷èñëîâûõ äàí-
íûõ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ (êîìïüþòåðíàÿ) òîìîãðàôèÿ (ÂÒ) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
ñàìûõ èíôîðìàòèâíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé äèàãíîñòèêè. ÂÒ ïîçâîëÿåò
ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé çîíäèðóþùåãî èçëó÷åíèÿ ñóäèòü î âíóòðåííåì
ñòðîåíèè, ôèçè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, õèìè÷åñêîì ñîñòàâå è äðóãèõ ïàðàìåòðàõ
èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Âûäåëÿþò òðàíñìèññèîííóþ (ñ âíåøíèì èñòî÷íèêîì
çîíäèðóþùåãî èçëó÷åíèÿ) è ýìèññèîííóþ òîìîãðàôèþ (çîíäèðóþùåå èçëó-
÷åíèå ãåíåðèðóåò ñàì îáúåêò èññëåäîâàíèÿ). Ïî îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ èëè
èñïîëüçóåìîìó èçëó÷åíèþ âûäåëÿþò ìåäèöèíñêóþ (óñïåõè çäåñü îòìå÷åíû
Íîáåëåâñêîé ïðåìèåé), ïðîìûøëåííóþ, ãåîòîìîãðàôèþ, ðåíòãåíîâñêóþ,
àêóñòè÷åñêóþ, ñåéñìè÷åñêóþ, îïòè÷åñêóþ òîìîãðàôèþ è ò. ä. Â ìàòåìàòè÷å-
ñêîì îòíîøåíèè òîìîãðàôè÷åñêèå çàäà÷è äåëÿòñÿ íà ñðàâíèòåëüíî áîëåå
ïîëíî èçó÷åííûå ëèíåéíûå è ìåíåå èññëåäîâàííûå íåëèíåéíûå [1], ê êîòî-
ðûì îòíîñèòñÿ è ðàññìàòðèâàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå îáðàòíàÿ çàäà÷à, ñâÿçàí-
íàÿ ñ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêîé. Çàäà÷à ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè â ïðîñòðàíñò-
âå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ [2], à çàäà÷à,
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îáðàòíàÿ ê íåé, – êëàññè÷åñêîé äëÿ èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè [1]. Ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ìîäåëü ýòîé ôèçè÷åñêîé ñèòóàöèè îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì Ôåðìà
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ãäå � ( , )x x0 1 – âðåìÿ ïðîáåãà ðåôðàãèðîâàííîé âîëíû âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé

(ëó÷åâîé òðàåêòîðèè) �( , );x x0 1 x 0 è x 1 – ìåñòîïîëîæåíèå èñòî÷íèêà è ïðè-

åìíèêà ñèãíàëà ñîîòâåòñòâåííî; ds – ýëåìåíò äëèíû ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé; n –
ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ (ìåäëåííîñòü).

Îäíîé èç çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ òî÷êàõ x 0 è x 1 íàéòè êðèâóþ �( , ),x x0 1 êîòîðàÿ ìîãëà áû äîñòà-

âèòü ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (1). Èçâåñòíî, ÷òî ýòà êðèâàÿ – ëó÷åâàÿ òðàåêòî-
ðèÿ è íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà
äëÿ ôóíêöèîíàëà Ôåðìà. Åñëè òî÷êè ìåñòîïîëîæåíèé èñòî÷íèêà è ïðèåìíè-
êà èçëó÷åíèÿ «ïðîáåãàþò» íåêîòîðîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, ïîðîæäàÿ òåì ñà-
ìûì ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ è âåêòîð çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà íà ýòèõ ãåîäå-
çè÷åñêèõ, òî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïî ýòîé
èíôîðìàöèè ñêîðîñòè, ñòîÿùåé ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Òàêàÿ çàäà÷à ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè è íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé êèíå-
ìàòè÷åñêîé çàäà÷åé (ÎÊÇ). Èñïîëüçîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé ãåîìåòðè÷åñêîé
îïòèêè â ñåéñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ äàëî îñíîâó äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ âàæ-
íîãî ðàçäåëà – ãåîìåòðè÷åñêîé ñåéñìèêè, ãäå îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ÿâëÿ-
åòñÿ ÎÊÇ, âîçíèêàþùàÿ â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ â çàâèñèìîñòè îò ðàçíî-
âèäíîñòè ñèãíàëà, ãåîìåòðèè ñèñòåìû íàáëþäåíèé è ò. ä. ÎÊÇ – îäíà èç ïåð-
âûõ ðàññìîòðåííûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(óðàâíåíèå ýéêîíàëà, ñâÿçûâàþùåå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ôóíêöèîíàë Ôåð-
ìà) è èìååò óæå ñòîëåòíþþ èñòîðèþ [3].

Ïåðâûé ðåçóëüòàò ïî íåîäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå áûë ïîëó÷åí â äâóìåð-
íîì ñëó÷àå ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåàðèçàöèè èñêîìîé ñêîðîñòè [4], çàòåì â ðà-
áîòàõ [5, 6] ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ÂÒ òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíî, ïîëó÷åíî è
÷èñëåííî èññëåäîâàíî ðåøåíèå òðåõìåðíîé ÎÊÇ. Ïðè÷åì äâóìåðíûé ñëó÷àé
îêàçàëñÿ «ñèëüíî» íåêîððåêòíûì, à «ñëàáî» íåêîððåêòíàÿ òðåõìåðíàÿ òîìî-
ãðàôè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà òðåáóåò ñïåöèàëüíîé (êðóãîâîé) ñèñòåìû íàáëþäå-
íèé. Òðàäèöèîííûå òîìîãðàôè÷åñêèå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà îáðàùå-
íèè èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, â ãëîáàëüíûõ è ðåãèîíàëüíûõ èññëåäî-
âàíèÿõ àòìîñôåðû, îêåàíà è çåìëè ìàëî ïðèãîäíû (â ÷àñòíîñòè, èç-çà õàðàê-
òåðíîé íåïîëíîòû ïðîåêöèîííûõ äàííûõ), â òî âðåìÿ êàê èòåðàöèîííûå
ìåòîäèêè àëãåáðàè÷åñêîé ðåêîíñòðóêöèè ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâûâàòü â êèíå-
ìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ìåòîä ÂÒ.

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå èçëàãàåòñÿ èòåðàöèîííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ
ÎÊÇ â ëèíåàðèçîâàííîé ïîñòàíîâêå, îñíîâàííûé íà àëãåáðàè÷åñêîé ðåêîí-
ñòðóêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè â èññëåäóåìîé ñðåäå ïðè òîìîãðàôè÷å-
ñêîé ñèñòåìå íàáëþäåíèé. Äëÿ ëèíåàðèçàöèè çàäà÷è ïåðâîíà÷àëüíî èñïîëü-
çóåòñÿ ñêîðîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, îñíîâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êîòîðîãî ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé ôóíêöèè ãëóáèíû. Äëÿ èñïîëüçóåìîãî â äàííîé
ðàáîòå êëàññà ñðåä â ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèÿõ ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ëè-
íåàðèçàöèè ñîñòàâèëè ïîðÿäêà 15 % îòíîñèòåëüíîãî ðàçìåðà âîññòàíàâëèâà-
åìîé ôóíêöèè (ìàëàÿ íåèçâåñòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èñêîìîé ñêîðîñòè) îò èçâå-
ñòíîé ëèíåéíîé ôóíêöèè (àïðèîðíî èçâåñòíàÿ îñíîâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
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èñêîìîé ñêîðîñòè) [1]. Ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè ñîçäàëè
âîçìîæíîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî çíà÷èòåëüíî ðàñøè-
ðèòü êëàññ âîññòàíàâëèâàåìûõ ñêîðîñòåé è ïîâûñèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ. Ñó-
ùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå «âëîæåííûõ» çàäà÷, îáðà-
çóþùåå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, â êîòîðîì ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñëó-
æèò áàçîé äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäóþùåé, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü èçìåíÿòü, óòî÷-
íÿòü îñíîâíóþ èçâåñòíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè (ðåôå-
ðåíòíóþ ñðåäó) íà êàæäîé èòåðàöèè. Ïðè îðãàíèçàöèè èòåðàöèîííûõ ïðîöå-
äóð êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â äàí-
íîé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ðåôåðåíòíîãî ñêîðî-
ñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ) äëÿ èòåðàòèâíîé êèíåìà-
òè÷åñêîé òîìîãðàôèè, îñíîâàííûé íà îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ýòîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ èíôîðìàöèåé îá ýëåìåíòàõ ïðîåêöèîííîé ìàò-
ðèöû (ðåçóëüòàòàõ èçìåðåíèé). Â îòëè÷èå îò ìåòîäèê, ñòðîÿùèõ ðåôåðåíò-
íûé ñêîðîñòíîé ðàçðåç ïî àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, ÷òî ñ âû÷èñëèòåëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ äàëåêî íå âñåãäà äàåò íàèëó÷øåå ðàçäåëåíèå èñêîìîé ñêîðîñòè
íà ðåôåðåíòíóþ (èçâåñòíóþ) è àíîìàëüíóþ (ïîäëåæàùóþ îïðåäåëåíèþ) ñî-
ñòàâëÿþùèå, ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé âîçìîæíîñòè ìåòîäà
ÂÒ, òàêîå ðàçäåëåíèå îïòèìèçèðóåò. Ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü
ýôôåêòèâíîñòü ðåàëèçàöèè èòåðàòèâíîãî ðåøåíèÿ ÎÊÇ â òîìîãðàôè÷åñêîé
ïîñòàíîâêå.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì âûáîðà íà÷àëüíî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü â äàííîé ðàáîòå, ïðè ðåøåíèè ÎÊÇ â
ëèíåàðèçîâàííîé ïîñòàíîâêå òðåáóåòñÿ àïðèîðíîå çíàíèå ðåôåðåíòíîãî
ñêîðîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. îñíîâíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè, îòíîñè-
òåëüíî êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ. Îò óäà÷íîãî âûáîðà ýòîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé çàâèñèò óñïåøíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Äëÿ èòåðàöèîííîé âû÷èñëèòåëü-
íîé òåõíîëîãèè «óëó÷øåíèÿ» ðåøåíèÿ ÎÊÇ â òîìîãðàôè÷åñêîé ïîñòàíîâêå,
çàêëþ÷àþùåéñÿ â ðåøåíèè ñèñòåìû «âëîæåííûõ» ëèíåàðèçîâàííûõ îáðàò-
íûõ çàäà÷, òàêîå ðåôåðåíòíîå ñêîðîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëü-
íûì ïðèáëèæåíèåì, à íàèëó÷øåå âûïîëíåíèå óñëîâèé ëèíåàðèçàöèè îáåñ-
ïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Çàïèøåì îñíîâíîå èíòåã-
ðàëüíîå ñîîòíîøåíèå êèíåìàòè÷åñêîé ñåéñìèêè (ôóíêöèîíàë Ôåðìà) â îïå-
ðàòîðíîì âèäå:

� � A n( ).

Ïðåäñòàâèì ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû:

n n n n n� � � � �0 1 2 3 ... , (2)

ãäå n n n0 1 2�� �� ��| | | | ... , ïðè÷åì ñóììà ïîñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà –
âåëè÷èíà, ìàëàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ÷ëåíîì.

Îòíîñèòåëüíî n0 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíî èçâåñòíî, òîãäà

� �� � � � 	A n n A n A n n( ), ( ) ( ) .0 1 0 0 1

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñîñòàâëÿåò îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ íüþòîíîâà èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÎÊÇ. Îäíàêî, êàê èçâåñòíî, ñõî-
äèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ n, êîòîðîå ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è,

84



êàê ïðàâèëî, çàðàíåå íåèçâåñòíî è âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àïðèîðíîé
èíôîðìàöèåé îá èñêîìîì ñêîðîñòíîì ðàñïðåäåëåíèè äîâîëüíî ãðóáî, ÷òî,
åñòåñòâåííî, íåãàòèâíî îòðàæàåòñÿ íà ðåøåíèè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñðåäû ñ êâàçèëèíåéíûì çàêîíîì ðîñòà ñêîðîñòè ñ
ãëóáèíîéV A Bz V( ) ( ,x x� � � 1 ) ãäå x � ( , , ),x y z A è B – ïîëîæèòåëüíûå êîí-
ñòàíòû, à çíà÷åíèÿ V1 ïî ìîäóëþ ìàëû ïî îòíîøåíèþ ê ëèíåéíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé. Òàêîé âûáîð íåñëó÷àåí, ïîñêîëüêó ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò àêóñ-
òèêà îêåàíà è àòìîñôåðû. Îí ïîçâîëÿåò ó÷åñòü îáùóþ òåíäåíöèþ âîçðàñòà-
íèÿ ñêîðîñòè ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëà âãëóáü Çåìëè è õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ
ïðîôèëåì ñêîðîñòè â ãëóáîêèõ îñàäî÷íûõ áàññåéíàõ. Êðîìå òîãî, ëèíåéíàÿ
çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò ãëóáèíû (â îäíîìåðíîì ñëó÷àå) îáåñïå÷èâàåò ÿâ-
íûå ôîðìóëû äëÿ ëó÷à (ãåîäåçè÷åñêîé) è âðåìåíè ïðîáåãà ðåôðàãèðîâàííîé
âîëíû âäîëü íåãî. Åñëè ïîñòîÿííûå A è B èçâåñòíû, òî íà÷àëüíîå ïðèáëèæå-
íèå îïðåäåëåíî, íî íà ïðàêòèêå ìîãóò áûòü èçâåñòíû ëèøü èõ ãðóáûå îöåí-
êè, êîòîðûå íåîáõîäèìî óòî÷íèòü ñ îïòèìàëüíûì óäîâëåòâîðåíèåì òðåáîâà-
íèé ëèíåàðèçàöèè.

Ïîñòðîèì ôóíêöèîíàë

F A B
j

k

i

m

ij ij

A B( , ) ( ) ,( , )� 

��

��
11

0

2� �
(3)

ãäå m – êîëè÷åñòâî òîìîãðàôè÷åñêèõ ïðîåêöèé; k – ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êàæ-
äîé ïðîåêöèè; � ij – äàííûå ïðÿìîé êèíåìàòè÷åñêîé çàäà÷è (âðåìåíà ïðîáå-
ãà), èçìåðåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì òîìîãðàô÷åñêîãî ïîäõîäà; �

0ij

A B( , ) – ñîîò-

âåòñòâóþùèå � ij âðåìåíà, âû÷èñëÿåìûå ïî ÿâíîé ôîðìóëå (çàâèñÿùåé îò A è
B) äëÿ ñðåäû ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n.Ìèíèìèçèðóÿ ýòîò ôóíêöèîíàë â
ïðîñòðàíñòâå èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ A è B,íàéäåì èõ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Èòàê, ïóñòü â ïîëóïðîñòðàíñòâå z � 0 ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n( )x
ïðåäñòàâëåí âûðàæåíèåì (2), ãäå n z A B z0 1( ) ( )* *� � – ôóíêöèÿ ñ íåèçâåñò-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè A* è B*, à n1 ( )x – ôóíêöèÿ àíîìàëüíîé äîáàâêè, ïðè

êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ

n z n
L L0 1

1 1

( ) ( ) .�� x

Ñ ó÷åòîì ìàëîñòè àíîìàëüíîé äîáàâêè äëÿ ôóíêöèîíàëà (3) ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó è ñíèçó ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (1):

F A B F A B F A B
 �� �( , ) ( , ) ( , ),

ãäå

F A B n n dsA B A B

j

k

i

m

ij




��

� 



�

�
�

�

�

�
���( , ) ( , ) ( , )* *

0 0

2

11
0�

� ,

F A B n n ds n dsA B A B

ij ij

� � 
 �


�

�
�

�

�

�
�� �( , ) ( , ) ( , )* *

0 0 1

2

0� �j

k

i

m

��
��

11

.
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Èç ýòèõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî ôóíêöèè, îãðàíè÷èâàþùèå ðàññìàòðèâàå-
ìûé ôóíêöèîíàë, ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè âíèç (ðèñ. 1) è èìåþò ìèíèìóìû â
òî÷êàõ A A B B� �* *, . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè

ìèíèìóìà èññëåäóåìîãî ôóíêöèîíàëà. Îáëàñòü D äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ, âíóòðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà, îïðåäåëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâàìè

n n ds nA B A B

j

k

i

m

ij ij

0 0

2

11

1

0

( , ) ( , )* *





�

�
�

�

�

�
�

���� �
�� � �

ds A B
j

k

i

m 

�

�
�

�

�

�
�

� �
��

��

2

11

0 0, , .

Ðàññìîòðèì ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Ïóñòü A* � 0,5 êì/ñ, B* � 0,002,

ôóíêöèÿ àíîìàëüíîé äîáàâêè ôèíèòíà, åå íîñèòåëü – ýëëèïñîèä ñ ïîëóîñÿ-
ìè Rx � 200ì, R y � 300ì, R z � 100ì è öåíòðîì â òî÷êå ( , ,0 0 700Z � ì) îïðå-
äåëåí íåðàâåíñòâîì

x

R

y

R

z Z

Rx y z

2

2

2

2

2

2
1� � �


( )
.

Âíóòðè íîñèòåëÿ ôóíêöèÿ àíîìàëèè èìååò âèä

n S
S

x

R

y

R

z Z

Rx y z

1

2

2

2

2

2

2

5

1
( ) , .

cos ( )

( )
x � � � �

�




�

Â êà÷åñòâå ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ âûáðàíà ïîâåðõíîñòíàÿ ñèñòåìà ïðèåì-
íèêîâ ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëà, ðàñïîëîæåííûõ íà ïîâåðõíîñòè z � 0 ñ ðåãó-
ëÿðíûì øàãîì, ðàâíûì 50 ì, â îáëàñòè{ , };
 � � 
 � �1450 1450 1450 1450x y
èñòî÷íèê ñåéñìè÷åñêèõ êîëåáàíèé ðàñïîëîæåí â òî÷êå (–1450, 0, 10).
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Ðèñ. 1. Èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé F F F A B� 
, , ( , ) è îáëàñòè D. Îáëàñòü D îãðàíè÷åíà ýë-

ëèïñîì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü F � 0 ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè F 
 ñ ïëîñ-

êîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè F � 0, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà F �



Äëÿ ýòîé ìîäåëè è ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ ðàññ÷èòàíà ïðÿìàÿ çàäà÷à ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â [7]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ � ij . Çíà÷åíèÿ �

0ij

A B( , ) äëÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ

n zA B

0

( , ) ( ) ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ÿâíîé ôîðìóëå

� ( , ) ,x xs g g

B

C

R

r C

R
� 

�
�

�

�
� �



�
��

�

�
��

�

�
�

�

�
�


1
arcth arcth

ãäå x s
s s sx y z� ( , , ) – òî÷êà èñòî÷íèêà; x g

g g gx y z� ( , , ) – òî÷êà ïðèåìíèêà;

r x x y yg s g s g� 
 � 
( ) ( ) ,2 2 à êîýôôèöèåíòû C è R îïðåäåëÿþòñÿ èç âû-

ðàæåíèé

C R z C
r z z A Bz Bz

Br

A

B

g g s g s

g

s� � � �

�
�

�

�
� �


 � �

2

2

2

2
( ) ( )

, .

Ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (3) îòûñêèâàëñÿ ñ ïîìîùüþ íüþòîíîâà ìåòîäà,
êîòîðûé â îáùåé ôîðìå èìååò âèä

p p F p F p kk k k k�

� 
 � � �1

2 1 0 1[ ( )] ( ), , , ... ,

ãäå p A Bk k k� ( , ) – çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ íà k-é èòåðàöèè; p A B0 0 0� ( , ) – íà-
÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Ïðè íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè A � 0,1, B � 0,0001 èòå-
ðàöèîííûé ïðîöåññ îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà ñîøåëñÿ íà 44-é èòåðàöèè ïðè ïà-
ðàìåòðàõ A � 0,49539 è B � 0,00198929.

Ç à ì å ÷ à í è å. Óñòîé÷èâîñòü îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ
ñëîæíûõ ñðåä ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò øàãà ñèñòåìû íàáëþäåíèé,
êîëè÷åñòâà èñòî÷íèêîâ è ïðèåìíèêîâ, à òàêæå èõ çàãëóáëåíèÿ è ðàçìåðà ïðî-
åêöèîííîé ìàòðèöû.

«Ïîëÿ âðåìåí» íà ïîâåðõíîñòè z � 0äëÿ ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ n( )x è
n z0 ( ) ïðè íàéäåííûõ ïàðàìåòðàõ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Ðàçíèöà ýòèõ ïîëåé
(ðèñ. 3) ïîñëóæèò äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ
n( )x ìåòîäàìè ñåéñìè÷åñêîé òîìîãðàôèè.

Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Ïîñòðîèì ñëå-
äóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

íóëåâàÿ èòåðàöèÿ – ñèíòåç ôóíêöèè n z0 ( ) èëè âû÷èñëåíèå åå çíà÷åíèé â
òðåáóåìûõ òî÷êàõ;

ïåðâàÿ èòåðàöèÿ – ñèíòåç ôóíêöèè n1 ( )x (âîçìîæíî ïðè íàëè÷èè ïîëíûõ
ïðîåêöèîííûõ äàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíîé ôîðìóëû îáðàùåíèÿ [5]) è
âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ñóììû n z n0 1( ) ( );� x

âòîðàÿ èòåðàöèÿ – âû÷èñëåíèå n2 è âûïîëíåíèå óòî÷íåíèÿ ïîëó÷åííîãî
íà ïåðâîé èòåðàöèè ïðèáëèæåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî
çíàíèåì ïðîåêöèîííîé ìàòðèöû � ij m n�

ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà âû÷èñ-

ëèòåëüíîé òîìîãðàôèè, à èìåííî àëãåáðàè÷åñêîé ðåêîíñòðóêöèè [6], ïðè
ýòîì â êà÷åñòâå ðåôåðåíòíîé ñðåäû ïðèíèìàåòñÿ ñðåäà ñ ïîêàçàòåëåì ïðå-
ëîìëåíèÿ, ïîëó÷åííûì íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè (â äàííîì ñëó÷àå ïåðâîé).
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Äàëåå èòåðàöèè ïîâòîðÿþòñÿ. Êðèòåðèåì ïðåêðàùåíèÿ ïðîöåññà ñëóæèò
ìàëîñòü èçìåíåíèÿ ñåòî÷íîé íîðìû îòêëîíåíèÿ ðåçóëüòàòà ïîñëåäóþùåé
èòåðàöèè îò ðåçóëüòàòà ïðåäûäóùåé.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè îñóùåñòâëåíèè äàííîé òåõíîëîãèè íåîáõîäèìî, íà÷è-
íàÿ ñî âòîðîé èòåðàöèè, ðåøàòü ïðÿìóþ êèíåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ ñðåäû ñ
äèñêðåòíî çàäàííîé ñêîðîñòüþ [8].

Ïîãðåøíîñòè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ìîãóò îêàçàòü ñóùåñòâåííîå íåãà-
òèâíîå âëèÿíèå íà òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ èñêîìîãî ñêîðîñòíîãî ðàñïðåäåëå-
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Ðèñ. 2. Èçîáðàæåíèå ôðàãìåíòîâ ïîâåðõíîñòíûõ «ïîëåé âðåìåí» äëÿ ìîäåëè, âêëþ÷àþùåé

àíîìàëèþ, (ñïëîøíûå èçîëèíèè) è äëÿ ìîäåëè ñðåäû áåç àíîìàëèè (ïóíêòèðíûå èçîëèíèè)

Ðèñ. 3. Èçîáðàæåíèå ôðàãìåíòà ðàçíèöû ïîâåðõíîñòíûõ «ïîëåé âðåìåí» äëÿ ìîäåëè, âêëþ÷à-

þùåé àíîìàëèþ, è äëÿ ìîäåëè ñðåäû áåç íåå



íèÿ è ïðè çíà÷èòåëüíîì óðîâíå ïîìåõ ïðèâåñòè ê ðàñõîæäåíèþ èòåðàöèîí-
íîãî ïðîöåññà. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ðåøàåìàÿ íà êàæäîé èòåðàöèè
îáðàòíàÿ çàäà÷à íåêîððåêòíàÿ è äëÿ åå ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå ðåãó-
ëÿðèçàöèè. Îáùèå ñâåäåíèÿ îá èñêîìîì ñêîðîñòíîì ðàñïðåäåëåíèè ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè â ÎÊÇ ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè. Ïðåäâàðè-
òåëüíàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè ãåîôèçè÷åñêèõ çà-
äà÷ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïî äàííûì áóðåíèÿ ëèáî ïî êîñâåííîé èíôîðìà-
öèè; êðîìå ýòîãî îáû÷íî èçâåñòíû îöåíêè óðîâíÿ ïîìåõ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî çàäàòü ñâîéñò-
âà ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ ýòó ìîäåëü, è ñ ó÷åòîì ãëàäêîñòè äàííûõ ôóíê-
öèé âûïîëíÿòü ñãëàæèâàþùèå ïðîöåäóðû òàì, ãäå îíè íåîáõîäèìû (íà÷èíàÿ
ñ èñõîäíîé èíôîðìàöèè � ( , )x x0 1 è çàêàí÷èâàÿ ïðåäñòàâëåíèåì èñêîìîé

ñêîðîñòè V x y z( , , )). Äëÿ ñõîäèìîñòè íüþòîíîâûõ èòåðàöèé íåîáõîäèìî
ñãëàæèâàòü ðåçóëüòàò êàæäîé èòåðàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ èíôîðìàöèåé î
ãëàäêîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ, åñëè ýòîãî íå äåëàòü, òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå çà-
äà÷è íåâîçìîæíî – íàêàïëèâàþùèåñÿ ïîãðåøíîñòè ïðèâîäÿò ê ðàñõîäèìî-
ñòè èòåðàöèé.

Èñïîëüçóåìîé ðåãóëÿðèçèðóþùåé ïðîöåäóðîé ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíàÿ
ôèëüòðàöèÿ, îñíîâàííàÿ íà ìåäèàííîé ôèëüòðàöèè ñ ïîñëåäóþùèì óñðåä-
íåíèåì ôèëüòðîì ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî. Îòíîñèòåëüíî ìåäèàííîé ôèëüòðà-
öèè èçâåñòíî, ÷òî îíà õîðîøî ïîäàâëÿåò èìïóëüñíûå øóìû, íî ïëîõî óäàëÿ-
åò êâàçèáåëûé øóì. Â òî æå âðåìÿ îöåíêà ôèëüòðà ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ îáðàòíûìè ñâîéñòâàìè. Ïîýòîìó ïðîöåäóðà ôèëüòðàöèè âû-
ïîëíÿåòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ñòðîèòñÿ îöåíêà ìåäèàííîãî ôèëüòðà,
íà âòîðîì – îöåíêà ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî. Çàäàíèåì óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåò-
ðîâ äâóõýòàïíûé ôèëüòð ìîæåò òðàíñôîðìèðîâàòüñÿ â îäíîýòàïíûé: â ìåäè-
àííûé èëè ôèëüòð ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî.

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå íå ïðèâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìà â çàâè-
ñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ, à òàêæå ïîìåõ. Ýòî îáúÿñíÿåò-
ñÿ òåì, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à, áëèçêàÿ ê çàäà÷å,
äëÿ êîòîðîé äàííûå èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû â [1, 5] è ìîãóò áûòü ðàñïðîñò-
ðàíåíû íà ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ðåçóëü-
òàòîâ, îïóáëèêîâàííûõ â [1, 5], ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ÎÊÇ â ëè-
íåàðèçîâàííîé òðåõìåðíîé òîìîãðàôè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ÿâíîé ôîðìóëû
îáðàùåíèÿ, îñíîâàííîé íà èíòåãðàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ðàäîíà, ÷òî íàêëà-
äûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ãåîìåòðèþ ñèñòåìû íàáëþäåíèé è êëàññ ðàññìàòðè-
âàåìûõ ñêîðîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Èñïîëüçîâàíèå àëãåáðàè÷åñêîé ðåêîí-
ñòðóêöèè ñíèìàåò ýòè îãðàíè÷åíèÿ è, êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü èòåðàöèîííîå ðåøåíèå ÎÊÇ.

×èñëåííî ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó äàííîãî àëãîðèòìà.
Ìîäåëü ñðåäû. Èçâåñòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè èìååò âèä

V A z0 1� �( ),�

� � 
0 5 1, ,êì A �1 êì/c. Àíîìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè îïèñûâàåòñÿ

ãàóññèàíîì

V x z W w x X w z Zx a z a1
2 2( , ) exp( ( ) ( ) ).� 
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Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: wx � 3, wz � 20, X a � 0,4, Za � 0,1. Àìïëèòóäà àíîìà-
ëèè W èçìåíÿëàñü â äèàïàçîíå îò 
0 15 0, V äî 0 30 0, .V Àíîìàëèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áëèçêî ðàñïîëîæåííóþ ê ïîâåðõíîñòè íàáëþäåíèé íåîäíîðîäíîñòü ñî
çíà÷èòåëüíûì ãðàäèåíòîì ñêîðîñòè ïî ãëóáèíå, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü êàê ïî-
ëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé (ðèñ. 4, a).ÂûáîðV1 â òàêîì âàðèàíòå îáó-
ñëîâëåí õàðàêòåðîì âîçìîæíûõ ñêîðîñòíûõ íåîäíîðîäíîñòåé â óñëîâèÿõ
ñåéñìîðàçâåäêè.

Ìåòîäèêà èçìåðåíèé è ðåçóëüòàò èõ òîìîãðàôè÷åñêîé îáðàáîòêè. Ñèñ-
òåìà íàáëþäåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîôèëü ñ ðàñïîëîæåííûìè âäîëü íåãî
èñòî÷íèêàìè è ñåéñìîïðèåìíèêàìè. Èñòî÷íèêè ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ ñ êî-
îðäèíàòàìè X i ièñò ( ) ( ),� 
 
 
250 50 1 i � 
1 30, ïðèåìíèêè – â òî÷êàõ ñ êîîð-
äèíàòàìè X j jïð( ) ( ),� � 
250 50 1 j � 
1 30. Øàã ñèñòåìû íàáëþäåíèé 50 ì.
Ìèíèìàëüíîå óäàëåíèå èñòî÷íèêà îò ïðèåìíèêà 0,5 êì, ìàêñèìàëüíîå
3,4 êì. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ âðåìåíè ïðèáûòèÿ ñèãíàëà âñÿ ñèñòåìà íàáëþ-
äåíèÿ ñìåùàåòñÿ íà 100 ì âäîëü ïðîôèëÿ (âñåãî äåâÿòü ïîëîæåíèé). Ðåêîí-
ñòðóêöèÿ íåîäíîðîäíîñòè ïðè òðåõ èòåðàöèÿõ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4, b
(W � 0,1) [8].

Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ÷èñëåííóþ ìîäåëü, ðàçâèâàþùóþ òîìîãðàôè÷åñêèé ïîäõîä â ñåé-
ñìèêå è àêóñòèêå, à òàêæå â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå. Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ
ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ ñåéñìîòîìîãðàôè÷åñêèìè çàäà÷àìè òåëå-
ñåéñìèêè, ñåéñìîðàçâåäêè, èíæåíåðíîé ãåîôèçèêè, ñåéñìè÷åñêîãî, àêóñòè-
÷åñêîãî è îïòè÷åñêîãî ìîíèòîðèíãà è ïðè èññëåäîâàíèè ñðåä ñ êâàçèëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòüþ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çîíäèðóþùåãî ñèãíàëà îò
ãëóáèíû.
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