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Ñ ïîçèöèè êâàòåðíèîííîãî àíàëèçà ðàññìîòðåíà ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ àíàëè-
òè÷åñêîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííîãî ãðóïïîâîãî òî÷å÷íîãî îáúåêòà. Óïîðÿäî-
÷åíèå òî÷åê ñâîäèòñÿ ê íóìåðàöèè âåðøèí àññîöèèðîâàííîãî ñ îáúåêòîì âû-
ïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà. Ïðîâîëî÷íàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñò-
âåííóþ ïîëèãîíàëüíóþ ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ áåç ðàçâåòâëåíèé ÷åðåç âñå òî÷êè
îáúåêòà.

Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Øèðîêèé êëàññ çàäà÷ îáðàáîòêè èçîá-
ðàæåíèé, ôîðìèðóåìûõ ñîâðåìåííûìè èíôîðìàöèîííûìè ñèñòåìàìè, ñâÿ-
çàí ñ èçâëå÷åíèåì èíôîðìàöèè èç èçîáðàæåíèé â âèäå êîìïàêòíî ðàñïîëî-
æåííîãî ìíîæåñòâà èçîëèðîâàííûõ òî÷å÷íûõ îòìåòîê – ãðóïïîâûõ òî÷å÷-
íûõ îáúåêòîâ (ÃÒÎ) [1–4]. Îïåðàöèè ëîêàëèçàöèè, ðàñïîçíàâàíèÿ è îöåíêè
ïàðàìåòðîâ ÃÒÎ îáû÷íî çàâåðøàþò ïðîöåññ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé, ñôîð-
ìèðîâàííûõ àñòðîäàò÷èêàìè, òåïëîâèçîðàìè, ðàäèî- è ãèäðîëîêàòîðàìè.
Óñïåøíîå ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ âîçìîæíî ïðè íàëè÷èè àäåêâàòíîé àíàëèòè-
÷åñêîé ìîäåëè ÃÒÎ, ïîçâîëÿþùåé ïðåäñòàâèòü èçîáðàæåíèÿ ÃÒÎ â âèäå ñèã-
íàëà è âûðàáîòàòü íàáîð ìåð ñõîæåñòè ñ äðóãèìè ÃÒÎ, â òîì ÷èñëå è ñ ýòà-
ëîííûìè, à òàêæå îñóùåñòâèòü ñòðóêòóðíûé àíàëèç èçîáðàæåíèÿ.

Èçîáðàæåíèå ÃÒÎ áîëåå èíôîðìàòèâíî ïî ñðàâíåíèþ ñ èçîáðàæåíèåì
îòäåëüíîãî òî÷å÷íîãî îáúåêòà. Îíî îáëàäàåò ôîðìîé, âíóòðåííåé ñòðóêòó-
ðîé è ÿðêîñòíûì ïîðòðåòîì. Íåêîòîðûå åãî òî÷êè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü äëÿ
ïîëüçîâàòåëÿ îñîáûé èíòåðåñ. Ïðèìåðîì ñëóæèò ðåøåíèå çàäà÷è èäåíòèôè-
êàöèè èçîáðàæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé çâåçäû ïî ãðóïïîâîìó ïîðòðåòó îêðóæàþ-
ùèõ åå çâåçä â ïðåäåëàõ ìàøèííîãî êàäðà àñòðîäàò÷èêà êîñìè÷åñêîãî àïïà-
ðàòà. Êàæäîìó ó÷àñòêó çâåçäíîãî íåáà ñîîòâåòñòâóþò ÃÒÎ ñ îðèãèíàëüíîé
ñòðóêòóðîé, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ñ âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòüþ îñóùåñòâëÿòü
ïîäîáíóþ èäåíòèôèêàöèþ [5].
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* Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(ïðîåêò ¹ 07-01-00058à).



Äëÿ ïîñëåäíåãî âðåìåíè õàðàêòåðåí ïîñòîÿííî âîçðàñòàþùèé èíòåðåñ ê
ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïîëîæåííûì ÃÒÎ (ÏÃÒÎ). Ó÷åò òðåòüåé êîîðäèíàòû
óñèëèâàåò ñòåïåíü îðòîãîíàëüíîñòè çàøóìëåííûõ ÃÒÎ ðàçíûõ êëàññîâ [6,
7]. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå ýòî ïðèâîäèò ê ðîñòó ýôôåêòèâíîñòè ðåçóëüòàòîâ îáðà-
áîòêè, íî ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûì óâåëè÷åíèåì îáúåìà òðåáóåìûõ âû÷èñ-
ëåíèé. Çàìåòíîå óïðîùåíèå îáðàáîòêè ÏÃÒÎ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïðè
àíàëèçå òîëüêî òåõ ïèêñåëåé, êîòîðûå ñîäåðæàò òî÷å÷íûå îòìåòêè, ò. å. ïðè
ïåðåõîäå îò òðåõìåðíîé ê îäíîìåðíîé çàäà÷å. Â òàêîì âèäå ëîêàëèçîâàííûé
ÏÃÒÎ çàäàåòñÿ ïó÷êîì ðàäèóñîâ-âåêòîðîâ èëè êîíòóðîì – ëîìàíîé ëèíèåé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç êàæäóþ èç åãî òî÷åê. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àíàëèòè÷åñêèõ
ïðåäñòàâëåíèé ðàäèóñîâ-âåêòîðîâ èëè îòðåçêîâ òàêîãî ïîëèãîíàëüíîãî êîí-
òóðà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè ÏÃÒÎ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîçíà÷íîé ìîäåëè ÏÃÒÎ â âèäå îäíîìåðíîãî âåêòîðà
êðîìå çíàíèÿ êîîðäèíàò êàæäîé èç åãî îòìåòîê íåîáõîäèìî çàäàòü çàêîí ñëå-
äîâàíèÿ ýòèõ îòìåòîê, ò. å. âûïîëíèòü ïðîöåäóðó êîíêàòåíàöèè ìíîæåñòâà
òî÷åê (óïîðÿäî÷åíèÿ, íóìåðàöèè). Çàäà÷à óïîðÿäî÷åíèÿ òî÷åê íåêîòîðîãî
ïîäìíîæåñòâà � � �{ ( )} ,� l s0 1 ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [3]. Ïóñòü ïåð-
âè÷íûé íîìåð l l s, , , ... , ,� �0 1 1 ïðèñâàèâàåòñÿ òî÷êå ïî êàêîìó-ëèáî ñòàí-
äàðòíîìó ïðàâèëó, îäèíàêîâîìó äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ ÃÒÎ, íà-
ïðèìåð â ïîðÿäêå ïîÿâëåíèÿ îòìåòêè ïðè ôîðìèðîâàíèè ñöåíû. Íåîáõîäè-
ìî, èñïîëüçóÿ çàêîíîìåðíîñòü âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ìíîæåñòâà � ,
ïðèñâîèòü êàæäîé èç íèõ íîìåð n n, , ... .�1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòèõ íîìå-
ðîâ äëÿ òî÷åê ìíîæåñòâà èíâàðèàíòíà ê ãðóïïîâûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ïîâî-
ðîòà, ìàñøòàáèðîâàíèÿ è ïåðåíîñà, à òàêæå â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ óñòîé-
÷èâà ê îøèáêàì èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê. Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðîâîäèòñÿ
äëÿ èçîáðàæåíèé àíàëèçèðóåìîãî è âñåõ ýòàëîííûõ ÃÒÎ.

Ñðåäè ïðèìåíÿåìûõ àëãîðèòìîâ óïîðÿäî÷åíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê ñëåäóåò
îòìåòèòü àëãîðèòì «Ìèíèìàëüíîå äåðåâî» [8]. Â êà÷åñòâå èíôîðìàòèâíîãî
ïðèçíàêà îí èñïîëüçóåò âåëè÷èíó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îòìåòêàìè ÃÒÎ. Çàäà÷à
óïîðÿäî÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìèíèìèçàöèÿ äëèíû ñåòè, ñâÿçûâàþùåé
òî÷êè êàáåëåì ìèíèìàëüíîé äëèíû. Äðóãîé ïîäõîä ê óïîðÿäî÷åíèþ îòìåòîê
ÃÒÎ áàçèðóåòñÿ íà àëãîðèòìå îáúåêòèâíîé ãðóïïèðîâêè «Ñïåêòð» [9], òàêæå
èñïîëüçóþùåì äëÿ ðàáîòû çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. Ïîäõîä ê
óïîðÿäî÷åíèþ îòìåòîê ÃÒÎ íà îñíîâå çíà÷åíèé óãëîâûõ ðàññòîÿíèé òåêó-
ùèõ âåêòîðîâ ïó÷êà îò íà÷àëüíîãî ðàäèóñà-âåêòîðà îïèñàí â [3].

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî îñíîâîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ
ÃÒÎ, òðàêòóåìîãî äàëåå êàê ñèãíàë, ÿâëÿåòñÿ óñïåøíî îñóùåñòâëåííàÿ ïðî-
öåäóðà óïîðÿäî÷åíèÿ îòìåòîê ÃÒÎ. Ñèãíàë, êîòîðûé ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñò-
âèå êàæäîìó èç óïîðÿäî÷åííûõ ÃÒÎ, ïîëó÷àåòñÿ äàëåå â ðåçóëüòàòå äîñòà-
òî÷íî ðóòèííîé îïåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî êîäèðîâàíèÿ ëþáûì èçâåñò-
íûì ñïîñîáîì âçàèìíîãî ïîëîæåíèÿ îòìåòîê îáúåêòà. Ïðè íàëè÷èè ñèãíà-
ëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëó÷åííîìó èçîáðàæåíèþ çàøóìëåííîãî ÃÒÎ è
èçîáðàæåíèÿì ýòàëîííûõ ÃÒÎ, çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ è îöåíêè ïàðàìåòðîâ
çàøóìëåííîãî ÃÒÎ ðåøàþòñÿ èçâåñòíûìè ñïîñîáàìè òåîðèè îáðàáîòêè ñèã-
íàëîâ ïóòåì ôîðìèðîâàíèÿ ìåð ñõîæåñòè è îïðåäåëåíèÿ íîìåðà ýòàëîííîãî
ÃÒÎ, äëÿ êîòîðîãî ýòà ìåðà ìàêñèìàëüíà.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü îïèñàííûé â ðàáîòàõ [2, 10] ïîäõîä ê ðàñïîçíà-
âàíèþ è îöåíêå ïàðàìåòðîâ èçîáðàæåíèÿ ÃÒÎ, îñíîâàííûé íà íåïîñðåäñò-
âåííîì è ïîî÷åðåäíîì ñðàâíåíèè ýòîãî èçîáðàæåíèÿ ñ èçîáðàæåíèÿìè ýòà-
ëîííûõ ÃÒÎ âñåõ ðàñïîçíàâàåìûõ êëàññîâ (êâàçèêîððåëÿöèîííûé ìåòîä).
Åñëè ïðè íàëè÷èè àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè ÃÒÎ âîçìîæíî âû÷èñëåíèå ïàðà-
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ìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ íàèëó÷øåãî ñîâìåùåíèÿ ðàñïîçíàâàåìîãî ÃÒÎ ñ
êàæäûì èç ýòàëîííûõ, òî ïðè êâàçèêîððåëÿöèîííîì ìåòîäå òðåáóåòñÿ ãðî-
ìîçäêàÿ ïîèñêîâàÿ ïðîöåäóðà äëÿ òàêîãî ñîâìåùåíèÿ [11], îñîáåííî äëÿ
òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ. Â òî æå âðåìÿ êâàçèêîððåëÿöèîííûé ìåòîä ðàáîòîñïî-
ñîáåí ïðè íåîáíàðóæåíèè íåñêîëüêèõ îòìåòîê ðàñïîçíàâàåìîãî ÃÒÎ èëè
ïðè ïîÿâëåíèè ëîæíûõ îòìåòîê.

Â îòëè÷èå îò äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ðàñïîëîæåííîãî â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâà òî÷åê ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíôîðìà-
öèþ íå òîëüêî î ðàññòîÿíèè ìåæäó òî÷êàìè, íî è íîâûå ãåîìåòðè÷åñêèå
ñòðóêòóðû – â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî ïëîñêîñòè, çàäàâàåìûå òî÷êàìè îòäåëüíûõ
ïîäìíîæåñòâ, è ãåîìåòðè÷åñêèå òåëà, îáðàçóåìûå â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ
ïëîñêîñòåé.

Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèè îäíîãî èç ïîäõîäîâ ê
ïîëó÷åíèþ àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè ÏÃÒÎ ïî ðåçóëüòàòàì óïîðÿäî÷åíèÿ åãî
îòìåòîê, îñíîâàííîãî íà ïîñòðîåíèè àññîöèèðîâàííîãî ñ ÏÃÒÎ ñåìåéñòâà
âëîæåííûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, âåðøèíàìè êîòîðûõ ñëóæàò òî÷êè
îáúåêòà.

Êâàòåðíèîííàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííîãî ãðóïïîâîãî òî÷å÷íîãî
îáúåêòà. Ïóñòü A an s� �{ } ,0 1 – ìíîæåñòâî s òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 1). Êàæäóþ åãî òî÷êó an ñîåäèíèì ñ íà÷àëîì îò-
ñ÷åòà îäíîèìåííûì âåêòîðîì a a i a j a kn n n n� � �, , , ,1 2 3 n s� �0 1 1, , ... , , çà-
äàííûì â êâàòåðíèîííîì âèäå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êâàòåðíèîííûé ñèãíàë
(ÊÒÑ)

A a a i a j a kn s n n n s� � � �� �{ } { } ,, , , , ,0 1 1 2 3 0 1 (1)

êîòîðûé àäåêâàòíî çàäàåò ÃÒÎ, ðàñïîëîæåííûé â ïðîñòðàíñòâå. Äàëåå ÊÒÑ
áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè áóêâàìè A B Q P, , , , a âõîäÿùèå â èõ ñîñòàâ
âåêòîðû è îäíîèìåííûå êâàòåðíèîíû – ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðî÷íûìè áóê-
âàìè.
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Ðèñ. 1. Ïðîñòðàíñòâåííûé ãðóïïîâîé òî÷å÷íûé îáúåêò



Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (ÑÏ)
ÊÒÑ ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
[3] (ðèñ. 2):
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Äâà ÊÒÑ P è Q áóäóò îðòîãîíàëüíûìè ïðè óñëîâèè ( , ) .P Q � 0 Ýòî óñëî-
âèå òðåáóåò ðàâåíñòâà íóëþ íå òîëüêî ñóììû ÑÏ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå E,
íî è ñóììû èõ âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé (êëèôôîðäîâî ïðîèçâåäåíèå âåêòî-
ðîâ). Îòñþäà ñëåäóåò áîëüøàÿ èíôîðìàòèâíîñòü ÑÏ âåêòîðîâ â êâàòåðíèîí-
íîì ïðîñòðàíñòâå H ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîñòðàíñòâîì E, à òàêæå «õðóïêîñòü»
ýòîé ìåðû ñõîæåñòè âåêòîðíûõ ñèãíàëîâ. Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòî-
ðîâ â H çíà÷èòåëüíî áîëåå æåñòêîå, ÷åì â E. Íî åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ, òî ïî-
ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ôèëüòðà-
öèþ ñèãíàëîâ íå â òðåõìåðíîì, à â îäíîìåðíîì âèäå.

Â ðàáîòå [12] ïîëó÷åí îðòîãîíàëüíûé áàçèñ{ } ,,Qm s0 1� ( , )Q Q Ql m l�
2

ïðè l m� è ( , )Q Ql m � 0 ïðè l m� , ÷òî ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü äèñêðåòíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå êâàòåðíèîííûõ ñèãíàëîâ:

c m A Q a q n m sm n
n

s

m( ) { , } ( ), , , ... , .*� � � �
�

�

�
0

1

0 1 1
(3)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò èí-
òåðåñ ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè êîìïîíåíòû ÊÒÑ óïîðÿäî÷åíû. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îäèí è òîò æå ÏÃÒÎ áóäåò èìåòü ìíîæåñòâî ðàçíûõ ñïåêòðîâ.

Áîëåå âûñîêàÿ èíôîðìàòèâíîñòü ÑÏ �âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå H çàêëþ-
÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè çà ñ÷åò åãî äîïîëíèòåëüíîé ãèïåðêîìïëåêñíîé ÷àñòè
hyp( )� óñòàíàâëèâàòü áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü ñõîæåñòè (ðàçëè÷èÿ) ìåæäó
ñèãíàëàìè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ÊÒÑ
P i j i k� � �{ ; } è Q i j k i j k� � � � �{ , ; },1 5 3 èìåþùèå íîðìû P � 2 è Q �
� 3,74 (ðèñ. 3, a).ÑÏ äàííûõ ÊÒÑ â ïðîñòðàíñòâå E ðàâíî íóëþ, ÷òî äîëæíî
ñâèäåòåëüñòâîâàòü îá îòñóòñòâèè ñâÿçè ìåæäó ñèãíàëàìè. Â òî æå âðåìÿ ÑÏ
ýòèõ ñèãíàëîâ â ïðîñòðàíñòâå H äàåò ( , ) , , ,P Q i j k� � �1 5 0 5 ( , )P Q � 1,87.
Ýòîò ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ïðîåêöèÿ ñèãíàëà P íà ñèãíàë Q íå ðàâíà íóëþ.
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Ðèñ. 2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ êâàòåðíèîíîâ



Îíà ñîèçìåðèìà ñ íîðìîé ñèãíàëà P è, ñëåäîâàòåëüíî, îáà ñèãíàëà äîñòàòî÷-
íî òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé.

Íà ðèñ. 3, b ïðåäñòàâëåíû òðè âåêòîðíûõ ñèãíàëà t p, è q. Âåêòîð t ÿâëÿåò-
ñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì îñè, âîêðóã êîòîðîé âðàùàåòñÿ âåêòîð p. Â ðå-
çóëüòàòå ïîâîðîòà ýòîãî âåêòîðà íà óãîë 120	ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð q.Ìåæäó âåê-
òîðîì t è âåêòîðàìè p è q îäèíàêîâûé óãîë, ðàâíûé 20	. Ïîýòîìó íîðìèðî-

âàííûå ÑÏ ( , )p t E è ( , )q t E îäèíàêîâû è ðàâíû 0,94 (çäåñü è äàëåå ÷åðòà íàä

ñèìâîëîì îçíà÷àåò îïåðàöèþ íîðìèðîâêè). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèãíàëû p è q
îòíîñèòåëüíî ñèãíàëà t íåðàçëè÷èìû. Íî åñëè ñôîðìèðîâàòü àíàëîãè÷íûå
ÑÏ â ïðîñòðàíñòâå H, òî îêàæåòñÿ, ÷òî ñèãíàëû p è q ðàñïîëîæåíû ïî îòíî-
øåíèþ ê ñèãíàëó t â ðàçíûõ ïëîñêîñòÿõ, íîðìàëè ê êîòîðûì ñîîòâåòñòâåííî
rp � 0,5i – 0,866j è rq � 0,5i + 0,866j. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì
êîëè÷åñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàòü ðàçëè÷èå ìåæäó ñèãíàëàìè p è q.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2) è ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî ÑÏ òðåõìåð-
íûõ ñèãíàëîâ, çàäàííûõ â êâàòåðíèîííîì âèäå, äàåò âîçìîæíîñòü íåïîñðåä-
ñòâåííî îöåíèòü ñòåïåíü ñõîæåñòè (ðàçëè÷èÿ) ìåæäó ñèãíàëàìè. Åñëè æå ýòè
ñèãíàëû ïðåäñòàâëÿòü âåêòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå E, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêèõ
æå îöåíîê, êðîìå âû÷èñëåíèÿ ÑÏ, íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü äîïîëíèòåëüíûå
ðàñ÷åòû.

Ñèíòåç àññîöèèðîâàííûõ ñ ÏÃÒÎ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Äëÿ
óïîðÿäî÷åíèÿ ÏÃÒÎ íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü äëÿ êàæäîé åãî îòìåòêè ñâîéñò-
âà, îòëè÷íûå îò ñâîéñòâ äðóãèõ îòìåòîê. Êðîìå çíà÷åíèé ðàññòîÿíèé ìåæäó
äàííîé îòìåòêîé è âñåìè äðóãèìè îòìåòêàìè ìîæíî ââåñòè òàêîé èíôîðìà-
òèâíûé ïðèçíàê, êàê ðàñïîëîæåíèå ïîäãðóïïû (ïîäìíîæåñòâà) îòìåòîê â
îäíîé ïëîñêîñòè. Â ðåçóëüòàòå ÏÃÒÎ ìîæåò áûòü çàäàí ïåðåñå÷åíèåì êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îãðàíè÷èâàþùóþ
åãî ïëîñêîñòü. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó èç ÏÃÒÎ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, â êîòîðîì óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó îòìåò-
êàìè îáúåêòà. ×òîáû ñèíòåçèðóåìûé ìíîãîãðàííèê áûë âûïóêëûì, åãî ãðà-
íè äîëæíû ñîäåðæàòü ëèøü ãðàíè÷íûå òî÷êè ÏÃÒÎ. Äëÿ ãðàíè÷íîé òî÷êè
ëþáîé øàð ñ öåíòðîì â íåé ñîäåðæèò êàê ÷àñòü òî÷åê âñåãî îáúåêòà, òàê è åãî
äîïîëíåíèå îòíîñèòåëüíî âñåãî ïðîñòðàíñòâà. Ñîâîêóïíîñòü ãðàíè÷íûõ òî-
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Ðèñ. 3. Ïðèìåðû êâàòåðíèîííûõ ñèãíàëîâ, ðàçëè÷èå ìåæäó êîòîðûìè óñòàíàâëèâàåòñÿ òîëüêî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå H : äëÿ êâàòåðíèîííûõ ñèãíàëîâ P è Q ( ),a
äëÿ âåêòîðíûõ ñèãíàëîâ t p, è q ( )b

a b



÷åê îáðàçóåò ãðàíèöó ìíîãîãðàííèêà, ñîñòîÿùóþ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãðàíåé,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì. Ñèíòåç òàêîãî
ìíîãîãðàííèêà âûïîëíèì íà îñíîâå ìåòîäà êðèòè÷åñêèõ ëèíèé è ïëîñêî-
ñòåé [13].

Êðèòè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü äëÿ çàäàííîãî â ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâà òî-
÷åê. Ïóñòü òî÷êè ìíîæåñòâà A an s� �{ } ,0 1 çàïîëíÿþò íåêîòîðûé îãðàíè÷åí-
íûé îáúåì, ò. å. ðàñïîëàãàþòñÿ âíóòðè ñôåðû ñ êîíå÷íûì çíà÷åíèåì ðàäèóñà.
Êðèòè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü 
 äëÿ ìíîæåñòâà A îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè: ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ òî÷åê ìíîæåñòâà, âñå îñòàëüíûå òî÷êè ðàñïîëî-
æåíû ïî îäíó ñòîðîíó ïëîñêîñòè 
 (ðèñ. 4).

Ïîëàãàåì, ÷òî ðÿä òî÷åê ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ïëîñêîñòè�.×òîáû ýòà
ïëîñêîñòü îáëàäàëà ñâîéñòâàìè êðèòè÷åñêîé, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü îòíî-
ñèòåëüíî íåå ðàñïîëîæåíèå âñåõ îñòàëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A.Ðàññìîòðèì
ïîäõîä ê ïðîâåðêå ïëîñêîñòè� íà êðèòè÷íîñòü. Ïðîâåðÿåìàÿ ïëîñêîñòü ñ ëå-
æàùèìè â íåé òî÷êàìè a a a0 1 2, , è a9 èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5. Íàä íåé íàõîäÿò-
ñÿ òî÷êè a a a3 4 5, , , à ïîä íåé – òî÷êè a a a6 7 8, , . Íîðìàëü r* ê ïëîñêîñòè �,

îïðåäåëåííàÿ ÷åðåç âåêòîðû a a a0 1 2, , , èìååò âèä r a a a a* ( , ).� � �hyp 1 0 2 0

Èç òî÷êè a3 , ðàñïîëîæåííîé íàä ïëîñêîñòüþ, è èç òî÷êè a8 , íàõîäÿùåéñÿ
ïîä ïëîñêîñòüþ, ïðîâåäåì ê ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðû. Â îäíîì ñëó÷àå íà-
ïðàâëÿþùèå âåêòîðû ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ áóäóò êîëëèíåàðíû, à â äðóãîì –
àíòèêîëëèíåàðíû ñ íîðìàëüþ r*. Êàê âèäíî èç ðèñ. 5, ýòè íàïðàâëÿþùèå âåê-
òîðû îïðåäåëÿþòñÿ èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ÷åðåç ãèïîòåíóçó, ñî-
åäèíÿþùóþ ïðîâåðÿåìóþ òî÷êó ñ ïîëþñîì a0 , è êîñèíóñ óãëà �. Åñëè íîð-
ìèðîâàííûé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïåðïåíäèêóëÿðà êîëëèíåàðåí íîðìàëè
r*, òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî åäèíèöå, åñëè àíòèêîëëèíåàðåí, òî

ìèíóñ åäèíèöå. Ïðè çàìåíå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïåðïåíäèêóëÿðà âåê-
òîðîì a an 0 , ñîåäèíÿþùèì ïðîâåðÿåìóþ òî÷êó an ñ ïîëþñîì a0 , ïîëîæå-
íèå ïðîâåðÿåìîé òî÷êè âëèÿåò íà çíàê ðåàëüíîé ÷àñòè êâàòåðíèîííîãî ÑÏ
( , ).*a a rn 0 Êîãäà ïëîñêîñòü� îáëàäàåò ñâîéñòâîì êðèòè÷íîñòè, âñå çíà÷åíèÿ

Re( , ), , , ... , ,*a a r n sn 0 0 1 1� � áóäóò îäíîãî çíàêà.
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Ðèñ. 4. Êðèòè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè a a a4 5 6, , è a7 ìíîæåñòâà A �
� �{ ( )} ,a n 0 7 {(2; 2; 3), (4; 0; 5,5), (3,5; –5; 4), (1,4; –7,55; 0,6), (5; –6; 1), (8; 6; 4), (7; 2; 6),

(5,5; –4,2; 4,2)}



Êðèòè÷åñêèå ëèíèè äëÿ ðàñïîëîæåííîãî íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà òî-
÷åê. Ïóñòü � – ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííàÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ïëîñêîñòü, à A an s� �{ } ,0 1 – ìíîæåñòâî çàäàííûõ íà íåé òî÷åê. Ïðîèçâîëü-
íóþ òî÷êó ìíîæåñòâà, íàïðèìåð an , âûáåðåì â êà÷åñòâå ïîëþñà è ñîåäèíèì
åå ïðÿìûìè ñî âñåìè îñòàëüíûìè òî÷êàìè (ðèñ. 6, a).Êàæäàÿ èç ïðÿìûõ äå-
ëèò ïëîñêîñòü � íà äâå ïîëóïëîñêîñòè. Ïîëþñ  áóäåò âíóòðåííåé òî÷êîé
ìíîæåñòâà A, åñëè â êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè íàõîäèòñÿ õîòÿ áû îäíà, íå ðàñ-
ïîëîæåííàÿ íà ðàçäåëèòåëüíîé ïðÿìîé, òî÷êà ìíîæåñòâà A. Òî÷êà  � a4 íà
ðèñ. 6, a ÿâëÿåòñÿ èìåííî òàêîé òî÷êîé. Àíàëîãè÷íî òî÷êà  � an ÿâëÿåòñÿ
ãðàíè÷íîé, åñëè îäíà èç ïîëóïëîñêîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé (òî÷êà a0 íà ðèñ. 6,
b).Ïðÿìàÿ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ðàçäåëÿòü ïîäîáíûì îáðàçîì òî÷êè ìíî-
æåñòâà A, áóäåò êðèòè÷åñêîé ëèíèåé.

Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùèé ïîäõîä äëÿ ïðèíÿòèÿ àíàëèòè÷åñêèì ïóòåì ðå-
øåíèÿ î êðèòè÷íîñòè ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè ìíîæåñòâà A.
Ïóñòü ðàçäåëèòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëþñ a3 è òî÷êó a1. Íåîáõîäè-
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Ðèñ. 5. Îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ òî÷êè ÏÃÒÎ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè

Ðèñ. 6. Îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêîé ëèíèè çàäàííîãî íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê: òî÷êà a4 –

âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ( ),a òî÷êà a5 – ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ( )b

a b



ìî îïðåäåëèòü, êàê îòíîñèòåëüíî íåå ðàñïîëîæåíû òî÷êè a0 è a2 (ðèñ. 7).
Íîðìèðîâàííàÿ ãèïåðêîìïëåêñíàÿ ÷àñòü hyp( , )c cn m ÑÏ âåêòîðîâ cn è cm çà-
äàåò íîðìàëü r* ê ïëîñêîñòè, «íàòÿíóòîé» íà ýòè âåêòîðû. Îíà íàïðàâëåíà
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîâîðîò îò cn ê cm , åñëè ñìîòðåòü ñ âåðøèíû íîðìàëè,
ïðîèñõîäèë â òîì æå íàïðàâëåíèè, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ êðàò÷àéøèé ïîâî-
ðîò îò îñè 0X ê îñè 0Y. Ïîýòîìó ðàçäåëèòåëüíàÿ ïðÿìàÿ áóäåò êðèòè÷åñêîé
ëèíèåé ïðè ñëåäóþùåì óñëîâèè: âñå íîðìàëè ê ïëîñêîñòÿì, îáðàçîâàííûì
íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ðàçäåëèòåëüíîé ïðÿìîé è âåêòîðîì, ñîåäèíÿþùèì
ïîëþñ ñ òåêóùåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, äîëæíû áûòü êîëëèíåàðíûìè. Ïðè
íàëè÷èè õîòÿ áû îäíîé àíòèêîëëèíåàðíîé íîðìàëè äàííàÿ ðàçäåëèòåëüíàÿ
ïðÿìàÿ íå áóäåò êðèòè÷åñêîé.

Íà÷àëüíûé ýòàï ñèíòåçà ìíîãîãðàííèêà. Ìíîæåñòâî îòìåòîê ÏÃÒÎ
ìîæíî ðàçáèòü íà l ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ A m lm , , , ... , .� �0 1 1 Ýòè
ïîäìíîæåñòâà îáëàäàþò òåì îáùèì ñâîéñòâîì, ÷òî òî÷êè A am n m� { }, , , , ...0 1 2

m-ãî ïîäìíîæåñòâà ðàñïîëîæåíû íà îäíîé êðèòè÷åñêîé ïëîñêîñòè 
 m è ÿâ-
ëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ðåáðàìè ãðàíè Gm.

Èñõîäíûì ýòàïîì ñèíòåçà ìíîãîãðàííèêà X , àññîöèèðîâàííîãî ñ ÊÒÑ
A an s� �{ } ,,0 1 ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íóëåâîé (íà÷àëüíîé) êðèòè÷åñêîé ïëîñ-
êîñòè 
 0 è îïðåäåëåíèå íàõîäÿùèõñÿ â íåé òî÷åê ïîäìíîæåñòâà A0 �
� �{ } ., ,an s0 0 10

Îòñóòñòâèå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê

ÏÃÒÎ êîíêðåòíûì ïîäìíîæåñòâàì Am îáóñëîâëèâàåò ïîèñê ïëîñêîñòè 
 0

ïóòåì ïåðåáîðà âñåâîçìîæíûõ ïëîñêîñòåé, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü ïî s
òî÷êàì. Ñ ýòîé öåëüþ èç ìíîæåñòâà A an s� �{ } ,0 1 ïðîèçâîëüíî âûáèðàþòñÿ
òðè òî÷êè, ôîðìèðóåòñÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ ïëîñêîñòü è âûïîëíÿåòñÿ ïðî-
âåðêà åå íà êðèòè÷íîñòü. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ
íîðìàëü r ê êàæäîé òåêóùåé ïëîñêîñòè. Åñëè ïëîñêîñòü îáëàäàåò ñâîéñòâîì
êðèòè÷íîñòè, òî çíàêè êîñèíóñîâ âñåõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ âåêòîðàìè, ñî-
åäèíÿþùèìè êàæäóþ èç îñòàâøèõñÿ ( )s �1 òî÷åê ñ ïîëþñîì, è íîðìàëüþ r,
áóäóò îäèíàêîâûìè.

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íóëåâîé êðèòè÷åñêîé ïëîñêîñòè 
 0 îïðåäåëÿåì ðàñïî-
ëîæåííûå â íåé òî÷êè an, 0 ïîäìíîæåñòâà A0.Îíè áóäóò âåðøèíàìè âûïóêëî-
ãî ìíîãîóãîëüíèêà, îãðàíè÷èâàþùåãî G0 , à ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà – ðåá-
ðàìè ìíîãîãðàííèêà, îòíîñÿùèìèñÿ ê ýòîé ãðàíè. Ñëåäóþùåé ïðîöåäóðîé
ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åíèå îòìåòîê äàííîãî ïîäìíîæåñòâà òî÷åê. Îíî ïðîèñõî-
äèò ïîïóòíî ïðè ïîñòðîåíèè êðèòè÷åñêèõ ëèíèé ïîäìíîæåñòâà A0: åñëè
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Ðèñ. 7. Ðàñïîëîæåíèå òî÷åê a0 è a2: ïî îáå ñòîðîíû ðàçäåëèòåëüíîé ïðÿìîé a a3 1 ( ),a ïî îäíó

ñòîðîíó îò ðàçäåëèòåëüíîé ïðÿìîé a a3 1 ( )b

a b



îäíó èç âåðøèí ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãîóãîëüíèêà íàçíà÷èòü íà÷àëüíîé è âû-
áðàòü íàïðàâëåíèå îáõîäà, òî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ äðóã çà
äðóãîì îñòàëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà. Â êâàòåðíèîííîì âèäå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 
a a a m sm m m� � � �� 1 00 1 1, , , ... , , ðåáåð ãðàíè G0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ÊÒÑ, çàäàþùèé â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ýòó ãðàíü. ÊÒÑ ñîäåðæèò èíôîðìà-
öèþ î ôîðìå ãðàíè è åå ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ.

Ðåçóëüòàò íà÷àëüíîãî ýòàïà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ôðàãìåíòà ïîëíîãî
ãðàôà, îïèñûâàþùåãî ñòðóêòóðó ìíîãîãðàííèêà X. Âåðøèíà ôðàãìåíòà ýòî-
ãî ãðàôà ñîäåðæèò óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ãðàíè G0. Ñâÿ-
çè ñ äðóãèìè âåðøèíàìè ãðàôà çàäàþòñÿ ðåáðàìè ãðàíè G0.

Ïðîìåæóòî÷íûå ýòàïû ñèíòåçà ìíîãîóãîëüíèêà. Ïîëó÷åííûå íà íà-
÷àëüíîì ýòàïå ãðàíü G0 è ôðàãìåíò ïîëíîãî ãðàôà óïðîùàþò ïîèñê îñòàëü-
íûõ ãðàíåé. Î÷åðåäíàÿ ãðàíü äîëæíà áûòü ñìåæíîé ñ ïðåäûäóùåé, ò. å.
èìåòü îáùåå ðåáðî. Ïðè ïîèñêå ãðàíè G m lm , , , ... , ,� �1 2 1 äâå òî÷êè ïîäìíî-
æåñòâà A am n m� { }, óæå èçâåñòíû, ïîýòîìó îïðåäåëåíèå îñòàëüíûõ åå òî÷åê
ñðåäè îñòàâøèõñÿ òî÷åê ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ íåñëîæíîé ïðîöåäóðîé. Êàæ-
äàÿ ïîñòðîåííàÿ ãðàíü Gm óâåëè÷èâàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî âåðøèí â
ôðàãìåíòå ïîëíîãî ãðàôà ìíîãîãðàííèêà. Íîâàÿ âåðøèíà èìååò ñâÿçè íå
òîëüêî ñ äðóãèìè âåðøèíàìè ôðàãìåíòà ãðàôà, íî è îòêðîåò ñâÿçè ñ âåðøèíà-
ìè, êîòîðûå áóäóò ïîñòðîåíû ïðè ïîëó÷åíèè äðóãèõ ãðàíåé Gm � 1 ,Gm � 2 , ... .
Ïîñêîëüêó âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíå÷íûì çíà÷åíèåì
ñâîåãî îáúåìà, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåòñÿ ïðè çàìûêàíèè
âñåõ ñâÿçåé ôîðìèðóåìîãî ïîëíîãî ãðàôà. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå ìåæäó
êîëè÷åñòâîì âåðøèí Â, ãðàíåé Ã è ðåáåð Ð îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà
Â – Ð +Ã = 2 [14].

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî ãðàôà â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ ãðàíåé G G Gl0 1 1, , ... , � â âèäå èõ ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ êîíòóðîâ D D Dl0 1 1, , ... , .� Êîíòóð D d n m lm m m� � �{ ( )}, , , ... , ,0 1 1
ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç óïîðÿäî÷åííûõ ðåáåð ãðàíèGm.Îáùèé
âèä àññîöèèðîâàííîãî ñ ÏÃÒÎ (ñì. ðèñ. 1) âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà X è åãî
ïîëíûé ãðàô ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.
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Ðèñ. 8. Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ñâÿçåé ïðîñòðàíñòâåííîãî ÃÒÎ, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 1: àññîöè-

èðîâàííûé ñ ÃÒÎ âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê X a( ), ïîëíûé ãðàô ìíîãîãðàííèêà ( )b

a b



Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò:
1. Ìíîãîóãîëüíèê ãðàíè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôèãóðîé. Ïîýòîìó

âîçìîæíî, ÷òî ÷àñòü òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â ïëîñêîñòè ãðàíè, íàõîäèòñÿ
ëèáî âíóòðè åãî, ëèáî íà ðåáðàõ ãðàíè. Ýòè òî÷êè íå îïðåäåëÿþò ôîðìó ãðà-
íè. Òå èç íèõ, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íà ðåáðàõ, íóìåðóþòñÿ ïðè îáõîäå êîí-
òóðà. Äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê ãðàíè ñèíòåçèðóåòñÿ ñâîé âëîæåííûé âûïóêëûé
ìíîãîóãîëüíèê, ïðè îáõîäå êîòîðîãî îíè óïîðÿäî÷èâàþòñÿ.

2. Âåðøèíû è ðåáðà ìíîãîãðàííèêà X ñîñòîÿò èç âíåøíèõ òî÷åê ìíîæå-
ñòâà A. Èç îñòàëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà ñèíòåçèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âëîæåííûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ X X1 2, , ... (ðèñ. 9).

Óïîðÿäî÷åíèå ãðàíåé âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà è ïîñòðîåíèå ïðî-
âîëî÷íîé ìîäåëè ÏÃÒÎ. Ðàññìîòðåííûå âûøå ìåòîäû ñòðóêòóðíîãî àíà-
ëèçà ÏÃÒÎ ïîçâîëÿþò ïåðåéòè ê ìîäåëè äàííîãî îáúåêòà â âèäå îäíîìåðíîãî
âåêòîðà ñ êâàòåðíèîííûìè êîìïîíåíòàìè, ïðè÷åì íîìåðà êîìïîíåíò ñîõðà-
íÿþòñÿ ïðè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ èçîáðàæåíèÿ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó íîìå-
ðà òî÷åê áóäóò ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ñîõðàíÿòüñÿ ïðè èçìåíåíèè ìàñøòà-
áà è âðàùåíèè îáúåêòà, à òàêæå ïðè âîçäåéñòâèè íà íåãî øóìîâ ñ îãðàíè÷åí-
íîé äèñïåðñèåé. Òàêàÿ ìîäåëü (äàëåå îíà áóäåò íàçûâàòüñÿ ïðîâîëî÷íîé)
ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü äëÿ îáðàáîòêè ÏÃÒÎ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû îáðàáîòêè
ñèãíàëîâ.

Ïåðâîé ïðîöåäóðîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîâîëî÷íîé ìîäåëè ÏÃÒÎ ÿâëÿåòñÿ
óïîðÿäî÷åíèå ãðàíåé àññîöèèðîâàííîãî ñ íèì ìíîãîãðàííèêà, ÷òî óñòàíàâ-
ëèâàåò ïîðÿäîê ðàññìîòðåíèÿ åãî ãðàíåé{ } .,Gn l0 1� Îñíîâàíèåì äëÿ ïðèñâî-
åíèÿ ãðàíè ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü ñëîæíîñòè êîíòóðà Dn �
� �{ ( )} ,

,
d mn sn0 1

êîòîðûé áûë ïîëó÷åí ïðè ïîñòðîåíèè êðèòè÷åñêîé ïëîñêî-

ñòè 
 n. Ðàññìîòðèì äâà ïîäõîäà ê óïîðÿäî÷åíèþ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà.
Óïîðÿäî÷åíèå ãðàíåé íà îñíîâå èõ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê. Àíà-

ëèç êîíòóðà ãðàíèGn äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè íîðìàëü rn ê ïëîñêîñòè ãðàíè è
êîëè÷åñòâî åå âåðøèí sn , à òàêæå èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè: ïëîùàäü S n ,
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Ðèñ. 9. Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ñâÿçåé ïðîñòðàíñòâåííîãî ÃÒÎ, ñîäåðæàùåãî ãðàíè÷íûå è âíóò-

ðåííèå òî÷êè: èçîáðàæåíèå ÃÒÎ ( ),a ñèñòåìà àññîöèèðîâàííûõ ñ ÃÒÎ âëîæåííûõ âûïóêëûõ

ìíîãîãðàííèêîâ ( )b

a b



ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè tn ãðàíè îòíîñèòåëüíî öåíòðà òÿæåñòè tx ìíîãî-
ãðàííèêà X , ïåðèìåòð Ln , êîýôôèöèåíò ôîðìû êô è äðóãèå:

S d m d L d mn n
m

n

s

n n

n

�
�

�
�
�

�

�
�
� �

�

�

�

�

��0 5
0

1

1

2

, ( ), ( ) ; ( ) ;
�

�

�
m

sn

�

�

�
0

1

(4)

ê ô � � �
�

�

�

�

��L S t d m tn n n n
m

s

x
s

n
2

0

1

1

2
1

; ( ) .

�

�

Íà÷àëüíàÿ ãðàíü. Ãðàíü ñ íóëåâûì íîìåðîì (íà÷àëüíàÿ ãðàíü) äîëæíà
èìåòü íàáîð èíôîðìàöèîííûõ ïðèçíàêîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ åå çíà÷èòåëüíîå
îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ ãðàíåé. ×åì áîëüøå âåðøèí ñîäåðæèò ãðàíü, òåì áîëü-
øå ðåáåð îòõîäèò îò íåå ê äðóãèì ãðàíÿì è òåì áîëüøå èíôîðìàöèè ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ îñòàëüíûìè ãðàíÿìè ñîäåðæèò äàííàÿ ãðàíü. Ïîýòîìó òàêîé ãðàíè
ïðèñâàèâàåòñÿ íóëåâîé íîìåð. Îáû÷íî ïîäîáíûõ ãðàíåé ìîæåò áûòü íå-
ñêîëüêî è äëÿ íóëåâîé ãðàíè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ðàçëè÷èå èíòåãðàëüíûõ
õàðàêòåðèñòèê ãðàíåé. Â ïåðâóþ î÷åðåäü îíà äîëæíà èìåòü íàèáîëüøóþ
(íàèìåíüøóþ) ïëîùàäü S n èëè íàèáîëüøèé (íàèìåíüøèé) ïåðèìåòð Ln.
Ïðè÷åì ýòè õàðàêòåðèñòèêè çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò çíà÷åíèé S è L äðó-
ãèõ ãðàíåé. Ðàçëè÷èå ôîðì ãðàíåé õàðàêòåðèçóåò êîýôôèöèåíò ôîðìû. Â
óñëîâèÿõ äåéñòâèÿ øóìîâ èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ãðàíåé ñòàíîâÿòñÿ
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè äîëæíî óñòàíàâëèâàòüñÿ
ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Íóìåðàöèÿ îñòàëüíûõ ãðàíåé âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè:
1) ãðàíü äîëæíà áûòü ñìåæíîé ïî îòíîøåíèþ ê ãðàíè ñ ïðåäûäóùèì íî-

ìåðîì;
2) ãðàíü äîëæíà áûòü ñ íàèáîëåå îòëè÷àþùèìèñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè îò

ãðàíè ñ ïðåäûäóùèì íîìåðîì.
Óïîðÿäî÷åíèå íà îñíîâå ðàññòîÿíèé ìåæäó ãðàíÿìè. Ðàññìîòðåííûé

ïîäõîä ê óïîðÿäî÷åíèþ ãðàíåé íà îñíîâå ðàçëè÷èÿ èõ èíòåãðàëüíûõ õàðàê-
òåðèñòèê èìååò ýâðèñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïðåäñòàâëÿÿ êîíòóðû ãðàíåé ýëå-
ìåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè
è òåì ñàìûì ñ ïîçèöèè êðèòåðèÿ ìàêñèìóìà ðàññòîÿíèÿ îïòèìèçèðîâàòü
ïðîöåäóðó íóìåðàöèè ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà X.

Ïóñòü { } ,Dn l0 1� – ìíîæåñòâî êîíòóðîâ ìíîãîóãîëüíèêîâ ãðàíåé
{ } ,Gn l0 1� ìíîãîãðàííèêà X , ãäå D d mn n s� �{ ( )} ,,0 1 d m d m in n( ) ( ),� �1

� �d m j d m kn n, ,( ) ( ) ,2 3 m sn� �0 1 1, , ... , , – êîíòóð ãðàíè Gn. Êâàäðàò ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâåííûìè êîíòóðàìè Dn è D� èìååò âèä [3]

R D D D Dn n n, Re( , ),� � �
2 2 2

2� � � (5)

ãäå

( , ) ( ) ( ).*D D d m d mn n
m

sn

� ��
�

�

�
0

1
(6)

Ïóñòü òåêóùàÿ ãðàíü èìååò íîìåð u, ò. å. G Gn n
u� ( ) , à ñëåäóþùèé íîìåð

íàäî ïðèñâîèòü îäíîé èç ãðàíåé G G G h� � �� � �1 2, , ... , . Äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøå-
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íèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (5) âû÷èñëÿåòñÿ h çíà÷åíèé ðàññòîÿíèé
R R Rn n n h, , ,, , ... ,� � �� � �1

2
2

2 2 ìåæäó êîíòóðîì Dn è êîíòóðàìè D D� �� �1 2, , ...

... , .D h� � Ñëåäóþùèé ( )u �1 -é íîìåð ïðèñâàèâàåòñÿ ãðàíè, äëÿ êîòîðîé çíà-
÷åíèå âû÷èñëåííîãî ðàññòîÿíèÿ ìàêñèìàëüíî, ò. å.

G G R hu
n� � � � � � �� �

�
�� � �( )

, max, , , ... , .1 2 1 2ïðè (7)

Ãðàíè ìíîãîãðàííèêà X , ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 8, a, è èñõîäíûå íîìå-
ðà ãðàíåé (ðèñ. 8, b) ïî äàííîìó àëãîðèòìó óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

G G G G G G
3

0

5

1

1

2

0

3

2

4

4

5( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , . (8)

Ïðîâîëî÷íàÿ ìîäåëü âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà. Êîíå÷íîé öåëüþ ïðîâî-
äèìîãî â äàííîé ðàáîòå àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìîäåëè ÏÃÒÎ ïî ðå-
çóëüòàòàì óïîðÿäî÷åíèÿ âñåõ åãî òî÷åê. Íóìåðàöèÿ ãðàíåé õîòÿ è óñòàíàâëè-
âàåò îïðåäåëåííûé ïîðÿäîê â ìíîæåñòâå A an s� �{ } ,,0 1 íî íå ñîçäàåò âîçìîæ-
íîñòü äëÿ ñêâîçíîé íóìåðàöèè âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà. Àëãîðèòì, ðåàëèçóþ-
ùèé òàêóþ ïðîöåäóðó, îñíîâàí íà èíôîðìàöèè, ïîëó÷åííîé èç ïîëíîãî ãðà-
ôà ìíîãîãðàííèêà X è â ðåçóëüòàòå óïîðÿäî÷åíèÿ åãî ãðàíåé â âèäå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè{ } .( )

, , ...,G n l
�

� �0 1 1

Ïðîöåäóðà íà÷èíàåòñÿ âûáîðîì íóëåâîé òî÷êè. Â êà÷åñòâå íåå ñëóæèò

îäíà èç òî÷åê a an n� ( )0 ãðàíè G ( ).0 Ïîñëåäóþùèå òî÷êè a a a sn( ) ( ) ( ), , ... ,1 2 1� áå-

ðóòñÿ â ïîðÿäêå îáõîäà êîíòóðà ãðàíèG ( )0 â íàïðàâëåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
Çàòåì îáõîäÿòñÿ òî÷êè ãðàíåé G G( ) ( ),1 2 è ò. ä. Ïðè ýòîì èñêëþ÷àþòñÿ ðàíåå

ïðîíóìåðîâàííûå òî÷êè. Îáõîä çàêàí÷èâàåòñÿ ïîñëå íóìåðàöèè âñåõ òî÷åê
ìíîãîãðàííèêà X ïðè âîçâðàòå â íóëåâóþ òî÷êó. Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ êâàòåð-
íèîííûé êîä D d s� �{ ( )} ,� 0 1 óïîðÿäî÷åííîãî ÏÃÒÎ:

D d a a a a a as
s� � � � ��

�{ ( )} { ; ; ...;,
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 0 1
1 0 2 1 0 1 }. (9)

Êîä çàäàåò çàìêíóòûé ïðîñòðàíñòâåííûé êîíòóð. Ýëåìåíòàðíûå âåêòî-
ðû d a a s( ) , , , ... , ,( ) ( )� �� �� � � �� 1 0 1 1 ïîñëåäîâàòåëüíî, áåç ðàçâåòâëåíèé,

ïðîõîäÿò ÷åðåç ðÿä ðåáåð ìíîãîãðàííèêà X è ÷åðåç âñå åãî âåðøèíû. Â òàêîì
âèäå êîíòóð ÏÃÒÎ ìîæíî ïðåäñòàâèòü îòðåçêîì ïðîâîëîêè, íà÷àëî è êîíåö
êîòîðîé çàêðåïëåíû â òî÷êå a ( ).0 Îíà îäíîêðàòíî ïðîõîäèò ÷åðåç âñå òî÷êè
ÏÃÒÎ ïî ðåáðàì àññîöèèðîâàííîãî ñ íèì ìíîãîãðàííèêà X , ïîâòîðÿÿ óãëû
ìåæäó ýòèìè ðåáðàìè. Ïðè ïîñòðîåíèè ïðîâîëî÷íîé ìîäåëè óñëîâèìñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê êîíòóðà êàæäîé ãðàíè óñòàíàâëèâàòü â íàïðàâëåíèè
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, åñëè ñìîòðåòü íà ìíîãîãðàííèê ñî ñòîðîíû âíåøíèõ òî-
÷åê. Íà÷àëüíàÿ òî÷êà a ( )0 âûáèðàåòñÿ èç âåðøèí ãðàíèG ( )0 èñõîäÿ èç ñëåäóþ-
ùèõ óñëîâèé: îíà íå äîëæíà ñîâïàäàòü ñ òî÷êàìè ðåáðà ýòîé ãðàíè, îáùåé ñ
ãðàíüþ G ( ),1 è îáõîä â íàïðàâëåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå âñåõ òî÷åê êîíòóðà

ãðàíè G ( )0 äîëæåí çàêîí÷èòüñÿ íà òî÷êå ýòîãî ðåáðà.
Â ïðîöåññå âûäåëåíèÿ êîíòóðà íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü òóïèêîâûå ñèòóà-

öèè, ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî ïðè îáõîäå êîíòóðà îòäåëüíîé ãðàíè, íà÷èíàÿ ñ íå-
êîòîðîé åå òî÷êè, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ñîáûòèå ïðåæäåâðåìåííîãî çàìû-
êàíèÿ êîíòóðà. Â ðåçóëüòàòå ÷àñòü òî÷åê ÏÃÒÎ íå áóäåò âêëþ÷åíà â êîíòóð.
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Òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè ïðîâîëî÷íîé ìîäåëè äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíû ãðàíè,
îáõîä êîíòóðà êîòîðûõ âîçìîæåí òîëüêî â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè.

Íà ðèñ. 10, a ïðèâåäåíî èçîáðàæåíèå êîíòóðà (ïðîâîëî÷íîé ìîäåëè)
ÏÃÒÎ, à íà ðèñ. 10, b – èçîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ÊÒÑ ñ ïðîíóìå-
ðîâàííûìè òî÷êàìè ïîñëå åãî óïîðÿäî÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 1 è 8).

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ àíàëèòè-
÷åñêîé ìîäåëè ÏÃÒÎ. Îòìå÷åíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ñâÿçàíî ñ íåîá-
õîäèìîñòüþ óïîðÿäî÷åíèÿ îáúåêòà, ò. å. ñ ïðàâèëîì ïåðåáîðà «òî÷êà çà òî÷-
êîé» åãî îòìåòîê. Òàêîå ïðàâèëî áûëî ïîëó÷åíî ïðè àíàëèçå ñâÿçíîñòè ýòèõ
îòìåòîê ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ êðèòè÷åñêîé ïëîñêîñòè è êðèòè÷åñêîé
ëèíèè äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê. Ïåðåñå÷åíèå êðèòè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé åñòü âû-
ïóêëûé ìíîãîãðàííèê, ðåáðà êîòîðîãî óñòàíàâëèâàëè ñâÿçü ìåæäó îòìåòêà-
ìè ÏÃÒÎ. Òàêèì îáðàçîì, óïîðÿäî÷åíèå ÏÃÒÎ ñâåëîñü ê ïðîöåäóðå óïîðÿ-
äî÷åíèÿ âåðøèí âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà.

Ðàçðàáîòàííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÏÃÒÎ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíó-
òûé ïîëèãîíàëüíûé êîíòóð, óñëîâíî íàçâàííûé ïðîâîëî÷íîé ìîäåëüþ îáú-
åêòà. Ïðåäñòàâëåííûå â êâàòåðíèîííîì âèäå ýëåìåíòàðíûå âåêòîðû êîíòóðà
â îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîõîäÿò áåç ðàçâåòâëåíèÿ ÷åðåç âñå îò-
ìåòêè ÏÃÒÎ. Ðàñïîëàãàÿ ïðîâîëî÷íîé ìîäåëüþ ÏÃÒÎ, ìîæíî àíàëèòè÷å-
ñêèì ïóòåì âûïîëíÿòü åãî ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñóùåñòâëÿòü ôèëüò-
ðàöèþ è ôîðìèðîâàòü ìåðû ñõîæåñòè ìåæäó îáúåêòàìè ðàçíûõ êëàññîâ, îöå-
íèâàòü ïàðàìåòðû è ðàñïîçíàâàòü ÏÃÒÎ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ ïðîâîëî÷íîé ìîäåëè íîñèò
ïðèíöèïèàëüíî ñòàòèñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Â äàííîé ðàáîòå øóìû â ðàñïîëî-
æåíèå îòìåòîê îáúåêòà âíîñèëèñü ëèøü çà ñ÷åò îøèáîê îêðóãëåíèÿ. Ðåàëüíî
íàêîïëåíèå ÷åòûðåõ è áîëåå òî÷åê â îäíîé ïëîñêîñòè ìàëî âåðîÿòíî. Ïîýòî-
ìó ïðèíèìàòü ðåøåíèå î ðàñïîëîæåíèè â îäíîé ïëîñêîñòè ïîäìíîæåñòâà òî-
÷åê ÏÃÒÎ íåîáõîäèìî íå ïî ðàâíûì íîðìàëÿì ê ëîêàëüíûì ïëîñêîñòÿì, à ïî
ïîïàäàíèþ çíà÷åíèé ýòèõ íîðìàëåé â çàäàííûé èíòåðâàë. Â äàëüíåéøåì
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Ðèñ. 10. Óïîðÿäî÷åíèå òî÷åê ÃÒÎ, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 1: ïðîâîëî÷íàÿ ìîäåëü ÏÃÒÎ ( ),a
èçîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÃÒÎ êâàòåðíèîííîãî ñèãíàëà ( )b

a b



ïðåäïîëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü ïðîöåäóðû ôîðìèðîâàíèÿ
ïðîâîëî÷íîé ìîäåëè ÏÃÒÎ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà èñïîëüçóåò
èíôîðìàöèþ ëèøü î ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ åãî îòìåòîê. Ïîñëå
ïîëó÷åíèÿ ìîäåëè èíòåíñèâíîñòü êàæäîé îòìåòêè ìîæíî ó÷åñòü â âèäå çíà-
÷åíèé ðåàëüíûõ ÷àñòåé êâàòåðíèîíîâ, çàäàþùèõ ýëåìåíòàðíûå âåêòîðû
ÏÃÒÎ [6].
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