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Äàíà áàéåñîâñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ ïîÿâëåíèÿ èç-
ìåíåíèé («ðàçëàäêè») â âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ íàáëþäàåìîãî ñêà÷-
êîîáðàçíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñî çíà÷åíèÿìè â äîñòàòî÷íî îáùåì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ ðàçëàäêè íå çàâèñèò îò
òå÷åíèÿ íàáëþäàåìîãî ïðîöåññà è ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì îäíîãî èç ñêà÷êîâ ýòî-
ãî ïðîöåññà. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè íàëè÷èÿ
ðàçëàäêè, íîñÿùèå ðåêóððåíòíûé õàðàêòåð, è óñòàíîâëåíà íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ
îïòèìàëüíîãî ìîìåíòà îáúÿâëåíèÿ «òðåâîãè» î ïðîèñøåäøåé ðàçëàäêå, ìèíè-
ìèçèðóþùåãî ñóììó âåðîÿòíîñòè ëîæíîé òðåâîãè (â îòñóòñòâèå ðàçëàäêè) è
ñðåäíåãî âðåìåíè çàäåðæêè ñ îáúÿâëåíèåì òðåâîãè.

Ïîñâÿùàåòñÿ 50-ëåòèþ

Èíñòèòóòà àâòîìàòèêè è ýëåêòðîìåòðèè ÑÎ ÐÀÍ

Ââåäåíèå. Â ðàáîòàõ [1, 2] è äðóãèõ ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è ñêîðåéøåãî
îáíàðóæåíèÿ ìîìåíòà èçìåíåíèÿ («ðàçëàäêè») â âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðè-
ñòèêàõ ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Â [3, 4] áûëè ïîëó÷åíû ðåêóð-
ðåíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè íàëè÷èÿ ðàçëàäêè áîëåå
ñëîæíîãî ñêà÷êîîáðàçíîãî ïðîöåññà, íî èçìåíÿþùåãîñÿ, êàê è ïóàññîíîâñ-
êèé, òîëüêî ñêà÷êàìè âåëè÷èíû +1.

Îäíàêî äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ íàáëþäàåìûõ ïðîöåññîâ (ñèãíàëîâ) ÷àñ-
òî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü áîëåå îáùèå ñêà÷êîîáðàçíûå ñëó÷àéíûå ïðî-
öåññû. Ïðèâåäåì ïðèìåð âàæíîãî ñëó÷àÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè äèñòàíöèîí-
íîì óïðàâëåíèè íåêîòîðîé ñèñòåìîé è ïðè äèñòàíöèîííîì îáíàðóæåíèè
îáúåêòà.

Ï ð è ì å ð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåïðåðûâíî âåäóòñÿ íàáëþäåíèÿ çà ðà-
áîòîé íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, ôóíêöèîíèðóþùåé ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè T0 0� ñèñòåìà äåëàåò íà÷àëüíûå èçìåðå-
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íèÿ ðÿäà ñâîèõ ïàðàìåòðîâ è (ñëó÷àéíûõ) ïàðàìåòðîâ îêðóæàþùåé ñðåäû è
÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ýòèõ èçìåðåíèé, â ÷èñëå êîòîðûõ ìîãóò áûòü äàæå èçîáðà-
æåíèÿ, ïåðåäàåò íàáëþäàòåëþ ïî êàíàëó ñ ïîìåõàìè, èìåþùèìè ñëó÷àéíûé
õàðàêòåð. Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàòåëü ïîëó÷àåò ñëó÷àéíûé ýëåìåíò Z0. Çà-
òåì ñèñòåìà â ñîîòâåòñòâèè ñî âñåìè ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèé â ìîìåíò T0

âûïîëíÿåò íóæíûå îïåðàöèè, íàïðèìåð ìåíÿåò ñâîþ îðèåíòàöèþ â (ôèçè÷å-
ñêîì) ïðîñòðàíñòâå è/èëè ïåðåìåùàåòñÿ íà îïðåäåëåííîå ðàññòîÿíèå, çàâè-
ñÿùèå îò ðåçóëüòàòîâ ýòèõ èçìåðåíèé, íà ÷òî óõîäèò íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå
âðåìÿ. Ïîñëå ýòîãî â ìîìåíò T1 ñèñòåìà äåëàåò î÷åðåäíûå èçìåðåíèÿ, ïåðåäà-
åò íàáëþäàòåëþ ñëó÷àéíûé ýëåìåíò Z1 è âûïîëíÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðà-
öèè, çàâèñÿùèå òåïåðü óæå îò ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé â ìîìåíò T1 , è ò. ä.

Â íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîÿâëÿþòñÿ èçìåíåíèÿ â âåðî-
ÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ èçìåðÿåìûõ ñèñòåìîé ïàðàìåòðîâ. Ìîìåíò Ti

ïåðâîãî èçìåðåíèÿ ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ýòèõ èçìåíåíèé è åñòü ìîìåíò ïîÿâëå-
íèÿ ðàçëàäêè � ïîñòóïàþùåãî ê íàáëþäàòåëþ ñêà÷êîîáðàçíîãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà Z.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà-
áëþäàåòñÿ ÷èñòî ñêà÷êîîáðàçíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Z Z t t� �{ ( ), },0 ïðè-
íèìàþùèé çíà÷åíèÿ â ïðîèçâîëüíîì èçìåðèìîì (ôàçîâîì) ïðîñòðàíñòâå
( , )Z Z� ñî ñ÷åòíî-ïîðîæäåííîé �-àëãåáðîé �Z ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà
Z [5, ñ. 267]. Îòìåòèì, ÷òî òàêîå îáùåå ïðåäïîëîæåíèå îáúÿñíÿåòñÿ ñòðåì-
ëåíèåì îõâàòèòü âñå âîçìîæíûå íà ïðàêòèêå ñëó÷àè, â ÷àñòíîñòè ïðîöåññ, ñî-
ñòîÿíèåì êîòîðîãî â êàæäûé èç ìîìåíòîâ âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ (ñëó÷àéíîå)
èçîáðàæåíèå. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ Z íàõî-
äèòñÿ â íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè Z z0 0� , z 0�Z, äî
ñëó÷àéíîãî ìîìåíòà âðåìåíè T1 , êîãäà ïðîèñõîäèò ïåðâûé ñêà÷îê è ïðîöåññ
ïåðåõîäèò â ñëó÷àéíîå ñîñòîÿíèå Z1. Âî âòîðîé ñëó÷àéíûé ìîìåíò T2 ïðî-
öåññ ïåðåõîäèò â íîâîå ñëó÷àéíîå ñîñòîÿíèå Z2 è ò. ä. Èìååì

Z t Z I T t Tn

n

n n( ) { },� � 	
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��
0

1

ãäå{ , }T nn � 1 – âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ìîìåíòîâ âðå-
ìåíè, äëÿ êîòîðîé limTn � 
 ïî÷òè íàâåðíîå (ï. í.); { ( ), }Z Z T nn n� � 1 – ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ (ñì. [5–7]), ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ
èç ( , ).Z Z� Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî âñå âñòðå÷àþùèåñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû è ýëåìåíòû îïðåäåëåíû íà ïîëíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå( , , ) F P
è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 çà êàæäûé êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïðîèñõîäèò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñêà÷êîâ ïðîöåññà Z.

Ïóñòü S 0 0� , S T Tn n n� � � 1 , n �1 2, , ... . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðûé
íåèçâåñòíûé çàðàíåå è íå çàâèñÿùèé îò òå÷åíèÿ ïðîöåññà Z ñëó÷àéíûé ìî-
ìåíò �, ñîâïàäàþùèé ñ ìîìåíòîì îäíîãî èç ñêà÷êîâ ïðîöåññà Z, ìîãóò ïî-
ÿâèòüñÿ èçìåíåíèÿ â (óñëîâíûõ) ðàñïðåäåëåíèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð
( , ).S Zn n

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü äàëåå, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ� � 0ðàçëàäêà ìîæåò ïîÿ-
âèòüñÿ óæå â ñàìîì íà÷àëå íàáëþäåíèé ( ),� � �T0 0 äàíû àïðèîðíûå âåðîÿò-
íîñòè

P P( ) , ( ) , , , ... ,� �� � � � �T p T q ii i i i 1 2 (1.1)
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è âûïîëíåíî óñëîâèå
(A). Äëÿ B��Z ïàðû ( , ), ,S Z nn n � 1 èìåþò ñëåäóþùèå ðåãóëÿðíûå óñ-

ëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ [5, 6]:

P{S s Z B T Z z S s Z z S s Zn n i n n� �� � � � � � �1 1 0 0 1 1 1 1, | ; , , , ... , ,� n nz� �}

�

� �

� �

F s B s z i n

s B s z i n

s B s z

n n

n n

n

( , | , ), ,

( , | , ), ,

( , | ,

1

10�

� n i n), ,	 �

�

�
�

�
� 1

(1.2)

ãäå âîçìîæíû, âîîáùå ãîâîðÿ, äâà ñëó÷àÿ:
(i) F F� �� �0, ;

(ii) F F� � �� � � �0 0, , .

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ óñëîâèå (A) îçíà÷àåò, ÷òî ïàðû ( , )S Zn n äî è ïîñëå ìî-
ìåíòà ðàçëàäêè îáðàçóþò äâå îäíîðîäíûå ìàðêîâñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ñàì ïðîöåññ Z êàê äî ìîìåíòà ðàçëàäêè, òàê è ïîñëå íå îáÿçàòåëüíî áóäåò
ìàðêîâñêèì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìîìåíò � èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå çíà÷åíèå
E� 	 
.

Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, íàáëþäàÿ çà òå÷åíèåì ïðîöåññà Z, îáíà-
ðóæèòü ðàçëàäêó êàê ìîæíî ñêîðåå ïîñëå åå ïîÿâëåíèÿ.

Ïóñòü R� � 
[ , ),0 Y Z� ��

def
R – ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ R� è

Z, à� �Y ZB� ��

def
( )R – ïðîèçâåäåíèå èõ�-àëãåáð (�-àëãåáðà â Y ).Îáîçíà-

÷èì äëÿ êðàòêîñòè Y Z0 0� , Y S Zi i i� ( , ), i �1 2, , ... . Åñëè ýòèìè æå áóêâàìè
F, � 0 è � îáîçíà÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè, òî ñîâìå-

ñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ ( , ... , )Y Yk1 ïðè íà÷àëüíîì óñëî-
âèè Y z0 0� ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P{Y dy Y dy T Y zk k i1 1 0 0� � � � �, ... , | , }�

� � � � �F dy z F dy y dy y dy yi i i i i i( | ) ... ( | ) ( | ) ( | ) .1 0 1 2
0

1 1� � .. ( | ).� dy yk k � 1

Ñ ïðîöåññîì Z ñâÿçàíî íåóáûâàþùåå ñåìåéñòâî (èëè ïîòîê) �-àëãåáð
F � �{ , },Ft t 0 ãäå Ft – ïîïîëíåíèå (ïî ìåðå P) �-àëãåáðû ��Z s s t( ); }�
ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà,ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè Z s( ) ïðè s t� [5–7].
×åðåç F
 îáîçíà÷èì íàèìåíüøóþ �-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ êàæäóþ èç �-
àëãåáð Ft .

Ïóñòü� – ìàðêîâñêèé ìîìåíò (ìîìåíò îñòàíîâêè) îòíîñèòåëüíî ïîòîêà F
[7]. Â áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè, êî-
òîðàÿ è áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, «ðèñê» (èëè «óùåðá»)� �( ),ñâÿçàííûé ñ îáú-
ÿâëåíèåì òðåâîãè î ïðîèñøåäøåé ðàçëàäêå â ìîìåíò � , äîïóñêàåò òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå (ñì. ôîðìóëó (1.7), ïðèâåäåííóþ äàëåå), èç êîòîðîãî âèäíî,
÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, ìèíèìèçèðóþùåå ðèñê, îïðåäåëÿåòñÿ ïî çíà÷å-
íèÿì ïðîöåññà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè íàëè÷èÿ ðàçëàäêè

� � �( ) | ( ), } | }.t t Z s s t t t� � � � �
def def

{ {P P F

2*
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Ïóñòü X X t I t t� � � �{ ( ) { }, }.� 0 Òîãäà�( )t ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê îïòè-
ìàëüíóþ (â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå) îöåíêó � ( )X t âåëè÷èíû X t( ) íåíà-

áëþäàåìîãî ïðîöåññà X â ìîìåíò t � 0 ïî íàáëþäåíèÿì{ ( ), }.Z s s t0 � �
Ïîýòîìó íàøà ïåðâàÿ çàäà÷à – ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé, óäîáíûõ äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ (ïîäñ÷åòà) çíà÷åíèé ïðîöåññà� � �{ ( ), }.� t t 0
Ïóñòü f y y y y y yn n n( | ), ( | ), ( | )� �0 – ïëîòíîñòè (óñëîâíûõ) ðàñïðåäå-

ëåíèé F dy y dy y dy yn n n( | ), ( | ), ( | )� �0 ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî íåêî-

òîðîé�-êîíå÷íîé ìåðû m íà� Y ; âñåãäà ìîæíî âçÿòü ïëîòíîñòè îòíîñèòåëü-
íî ìåðû � � ( | ),m m dy yn� îòâå÷àþùåé (óñëîâíîìó) ðàñïðåäåëåíèþ

A dy y F dy y dy y dy yn n n n( | ) [ ( | ) ( | ) ( | )].� � �1

3

0� �

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîòíîñòè f y y y yn n( | ), ( | )� 0 è�( | )y yn � Y
2 -èçìåðèìû

(ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ).
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå è (óñëîâíûå) ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîìåæóòêîâ ìåæäó

ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñêà÷êàìè ïðîöåññà Z:

F s s z F s s z s s z s s zn n n n n n n n( | , ) ( , | , ); ( | , ) ( , | , ).� �Z Z� � (1.3)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî (ðåêóððåíòíûì îáðàçîì) âû-
÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ïðîöåññà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè� � �{ ( ), }.� t t 0

Òåîðåìà 1.1. Â äîáàâëåíèå ê (1.1) ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå
(A), P( ) ,� � �Tn 0 qn � �1 0è ïóñòü� �n nT n� �( ), , , ... .0 1 Òîãäà� �0 � è ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 1:

(i) äëÿ êàæäîãî t T T nn n� ��[ , ), , , ... ,1 0 1

� � �( ) [ ( | , )] ( )[ ( | , )]t t T S Z F t T S Zn n n n n n n n� � � � � � �
�
� 1 1 1�
�

�
�
 

�
�1

� � �� n n n nt T S Z[ ( | , )];1 � (1.4)

(ii) � n � 1 îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

� � � �
�

n n n n n n

n n

n

n nS Z S Z S Z
p

q
� � �

�

�
�� �

�
1 1 1

1

1

0
1

1
( , | , ) ( ,

( )

�

�
�
�

��

�
�
�

 �
�1 | , )S Zn n

� �� �
�

� � �
�

� � �
�

n n n n n
n

n

n n nS Z S Z p S Z
q

( , | , ) [ ( , |
( )

1 1

1

1
0

1 1

1
S Zn n, ) �

�
�
�

��

�
�
�
 

� � �

�

q f S Z S Zn n n n n2 1 1

1

( , | , )] . (1.5)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè, ò. å. ê
çàäà÷å âûáîðà ïî òå÷åíèþ ïðîöåññà Z (ìàðêîâñêîãî) ìîìåíòà� ïîäà÷è ñèãíà-
ëà òðåâîãè î ïðîèñøåäøåé ðàçëàäêå, â áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç P� , z è E� , z óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü è óñëîâíîå ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñîîòâåòñòâåííî ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè ( ( ), ( ))� 0 0Z �
� ( , ).� z

Ñëåäóÿ [8, ãë. 4, § 3 è 4], â êà÷åñòâå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùåé ðèñê ïðè
ïîäà÷å ñèãíàëà òðåâîãè â ìîìåíò � , áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó

� � �� � � �� � �, , ,( ) } max{ , },z z zc� 	 � �P E 0 (1.6)

ãäå c �0 – íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Ïî àíàëîãèè ñ [8] äëÿ äàííûõ�� [ , ]0 1 è z�Z ìîìåíò îñòàíîâêè� ��

*
,

*� z

áóäåì íàçûâàòü ( , )� z -áàéåñîâñêèì, åñëè

� � � � ��
�

� �,
,

* , ,( ) ( ),z
z

z z� � inf

ãäå inf áåðåòñÿ ïî êëàññó âñåõ ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ � �T ( )F (îòíîñèòåëüíî
ïîòîêà �-àëãåáð F).

Ïóñòü� �� �, ,( ) { | }.z z
tt t� �P F Àíàëîãè÷íî âûâîäàì â ñëó÷àÿõ ñ ïóàññî-

íîâñêèì è âèíåðîâñêèì ïðîöåññàìè (ñì., íàïðèìåð, [2, 8]) íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ðèñê (1.6) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

� � � � �� � � �
�

, , , ,( ) ( ) ( ) ,z z z zc s ds� � �
�
�
�

�
�
 

!E 1

0

(1.7)

à, çíà÷èò, inf äîñòàòî÷íî áðàòü ïî êëàññó

T T1

0

� � 	 

�
�
�

�
�
 

!� �� �
�

( ) : ( ) ., ,F E z z s ds

Ïîñêîëüêó

E E� �
�

�� � �, , ,( ) max{ , }z z zs ds

0

0! � �

è ïî ïðåäïîëîæåíèþ E� �, ,z 	 
 òî êëàññ T 1 ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ìàðêîâñêèõ

ìîìåíòîâ � �T ( ),F äëÿ êîòîðûõ E� �, .z 	 

Ó÷èòûâàÿ (1.7), åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îïòèìàëüíîå ïðàâèëî

çàäàåòñÿ ìîìåíòîì ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ïðîöåññîì�� ��, ,{ ( ), }z z t t� � 0 íå-

êîòîðîãî óðîâíÿ, âîçìîæíî, çàâèñÿùåãî, â ÷àñòíîñòè, îò Z t( )� è/èëè îò Z t( )
(ñð. [9]). Â ðàáîòàõ [1, 2] òàêîå ïðåäïîëîæåíèå äîêàçàíî â ñëó÷àå ïóàññîíîâ-
ñêîãî ñêà÷êîîáðàçíîãî ïðîöåññà. Äëÿ áîëåå îáùåãî ñêà÷êîîáðàçíîãî ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà ïðîäâèæåíèå âñòðå÷àåòñÿ ñ âåñüìà áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè.
Ïîýòîìó ïîëåçíîé ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñíèçó äëÿ ( , )� z -áàéå-
ñîâñêîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè � *.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç f s s zn n( | , ) (óñëîâíóþ) ïëîòíîñòü îòíîñèòåëüíî ìåðû
Ëåáåãà (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F s s zn n( | , ) è ïîëî-
æèì a X ( ) ,0 0�

a t I T t TX

n

n n

n n n n

n

p f t T S Z

q F t
( ) { }

( | , )

[ (
� 	 �

�
�

�

�
�

�

� �0

1

1

1 1 T S Zn n n| , )]
.

(1.8)

Òåîðåìà 1.2. Â äîáàâëåíèå ê (1.1) ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå
(A) è ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè f s s zn n( | , ).Òîãäà
( , )� z -áàéåñîâñêèé ìîìåíò îñòàíîâêè

� ��
� �

,
* , ,: ( ) (

( )

( )
z

z
X

X

zt t
a t

c a t
� � �

�
�
�

�
�
 �

inf 0 P – ï. í.). (1.9)

Äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ (â ìàðêîâñêîì ñëó÷àå) ïîêàçûâàþò, ÷òî
óëó÷øèòü (óâåëè÷èòü) îöåíêó, îïðåäåëÿåìóþ ïðàâîé ÷àñòüþ (1.9), âîîáùå
ãîâîðÿ, íåâîçìîæíî.

Ïðèâåäåííûå óòâåðæäåíèÿ äîïîëíÿþò è óòî÷íÿþò ðåçóëüòàòû, àíîíñè-
ðîâàííûå â [10, 11].

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1.1 è 1.2. Ìîìåíòû Tn ñêà÷êîâ ïðîöåññà Z
ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè ìîìåíòàìè (ìîìåíòàìè îñòàíîâêè) îòíîñèòåëüíî
ïîòîêà F (ñì., íàïðèìåð, [12]). Â ñèëó ëåììû 2.2 èç [12]�-àëãåáðîé ñîáûòèé,
«ïðåäøåñòâóþùèõ ìîìåíòó îñòàíîâêè» Tn , ò. å. òàêèõ ñîáûòèé A� 
F , äëÿ
êîòîðûõ A T tn t" � �{ } F äëÿ âñåõ t � 0, ÿâëÿåòñÿ

FT n n nn
Z T Z T Z Z S Z S� �� �{ , ( , ), ... , ( , )} { , ( , ), ... , (0 1 1 0 1 1 , )}.Zn

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè F Fn Tn
� .

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 2.1 ([13, ñ. 286]). Ïóñòü Z Z t t� �{ ( ), }0 – êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé

íåïðåðûâíûé ñïðàâà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â íåêîòîðîì èçìå-
ðèìîì ïðîñòðàíñòâå ( , ).Z Z� Òîãäà ïîðîæäåííûé èì ïîòîê �-àëãåáð F �
� �{ , }Ft t 0 íåïðåðûâåí ñïðàâà, ò. å. F Ft t� � ïðè ëþáîì t � 0, ãäå Ft� �
�

�

Fs

s t

.� Êðîìå òîãî, åñëè T – ìîìåíò îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî ïîòîêà F, òî

FT Z s T s R� # � ��{ ( ), }.

Èç òåîðåì 4 è 5 â [14], ïîëó÷åííûõ äëÿ ìåíåå îáùåãî ñëó÷àÿ: Z � R n, âû-

òåêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü$– ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ E | |$ 	 
 è T – êîíå÷íûé ìàð-

êîâñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî ïîòîêà�-àëãåáð F. Òîãäà P– ï. â. íà ìíîæåñòâå
{ : ( ) ( ) ( )}% % % %� � 	 � T T Tn n 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

E
E

E
{

{

{
$ %

$ %
| }( )

{ } | }( )

{ } |
F

F

F
T

n n n

n n n

I T T T

I T T T
�

� 	

� 	

�

�

1

1 }( )
.

%

(2.1)
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Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ âàæíûì áóäåò è äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå.
Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà $ ïîëîæèòåëüíà è èíòåãðèðóåìà. Ââåäåì íà �-
àëãåáðå Fn òðè ìåðû:

& n B B( ) ( ),�
def

P

' n

B

n nB I T T T d( ) { } ,� � 	! �

def

1 P

' $ $ '$
n

B

n n

B

nB I T T T d d( ) { } .� � 	 �! !�

def

1 P

Ìåðà '$
n , î÷åâèäíî, àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû ' n ('$

n 		
		 'n ), à ìåðà' n àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû & n (' '$

n n		 		
		 & n ). Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî�-àëãåáðû (ñì. [5, 6]) ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì â
÷èñëèòåëå (2.1) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðàäîíà – Íèêîäèìà d dn n' &$ , à â çíà-

ìåíàòåëå – d dn n' & . Îòñþäà â ñèëó ïóíêòà b) ëåììû èç [6, ñ. 247] âûòåêàåò
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü $ – íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ E$	 
 è
T – êîíå÷íûé ìàðêîâñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî ïîòîêà �-àëãåáð F. Òîãäà
P– ï. â. íà ìíîæåñòâå{ : ( ) ( ) ( )}% % % %� � 	 � T T Tn n 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

E{$ % %
'

'

$

| }( ) ( ).FT
n

n

d

d
�

(2.2)

Äàäèì ïðîñòîå íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2, ñïðàâåäëèâîå
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü áîëåå îáùåãî ïðîñòðàíñòâà çíà÷åíèé ñêà÷êî-
îáðàçíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Z. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ëåììà.

Ëåììà 2.2 ([14, òåîðåìà 1]). Äëÿ ëþáîãî ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà T îòíîñè-
òåëüíî ïîòîêà �-àëãåáð F è êàæäîãî n �1

F FT n n n n nT T T T T T" � 	 � " � 	� �{ } { },1 1

èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà A T�F íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî
B n�F òàêîå, ÷òî

A T T T B T T Tn n n n" � 	 � " � 	� �{ } { },1 1 (2.3)

âåðíî òàêæå è îáðàòíîå.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü áîëåå îáùåì ñëó÷àå

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó, äàííîìó â [14]. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâå-
äåì ñõåìó ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî

{ ( ) } { }Z s T D T T Ts n n# � " � 	 � 1
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ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ

{ , } { }, , ... , ,Z D T s T T T T k nk s k n n n� � 	 " � 	 � �� �1 1 0 1 (2.4)

è ìíîæåñòâà

{ , } { }.Z D T s T T Tn s n n n� � " � 	 � 1 (2.5)

Íî êàæäîå èç ìíîæåñòâ (2.4) è (2.5) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âèäà

B T T T Bn n n" � 	 ��{ }, .1 F (2.6)

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.3) ñïðàâåäëèâî äëÿ A Z s T� # �{ ( )
�Ds }. Äàëåå, êëàññ ìíîæåñòâ A, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî B n�F
òàêîå, ÷òî èìååò ìåñòî (2.3), ÿâëÿåòñÿ�-àëãåáðîé, à çíà÷èò, â ñîîòâåòñòâèè ñ
èçëîæåííûì âûøå è ëåììîé 2.1 îí ñîäåðæèò FT .

Îáðàòíî, ïóñòü B n�F . Òîãäà

B T T T B T T T T T A T T Tn n n n n n n" � 	 � " � " � 	 � " � 	� � �{ } { } { } { }.1 1 1

Íî â ñèëó [7, ãë. IV, Ò35] ìíîæåñòâî A B T Tn T� " � �{ } .F Ëåììà äîêàçàíà.
Íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Ïóñòü n n nT T T� � 	 �{ }1 è

( n nI� { }. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

( $ (
'

'

$

n T n
n

n

d

d
E{ | }F � (P – ï. í.).

Ñîîòâåòñòâåííî ñâîéñòâàì ìîìåíòîâ îñòàíîâêè ñîáûòèå { }T T Tn n� 	 �� 1

�FT (ñì., íàïðèìåð, [7]), à çíà÷èò, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ( n ÿâëÿåòñÿ FT -èçìå-
ðèìîé. Îòñþäà â ñèëó ñâîéñòâ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

( $ ( $n T n TE E{ {| } | }F F� (P – ï. í.).

Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

E{( $ (
'

'

$

n T n
n

n

d

d
| }F � (P – ï. í.).

(2.7)

Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (2.7) ÿâëÿåòñÿ FT -èçìåðèìîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé. Ïî òåîðåìå Ðàäîíà – Íèêîäèìà âåëè÷èíà d dn n' ' %$ ( ) íåîò-

ðèöàòåëüíà è Fn-èçìåðèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè c � 0, òî

( % % (
'

'

'

'

$ $

n
n

n

n

n

n

d

d

d

d
c c B( ) ( ) { }�

�
�
�

�
�
 
� �
�
�
�

�
�
 
" � � "1  n ,

ãäå B n�F . Íî â ñèëó ëåììû 2.2 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A T�F òàêîå, ÷òî
B An n" � "  . À ïîñêîëüêó ïðè ýòîì A n T" � F , âèäèì, ÷òî ïðàâàÿ
÷àñòü (2.7) ÿâëÿåòñÿ FT -èçìåðèìîé âåëè÷èíîé.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî îáå ÷àñòè (2.7) èìåþò îäèí è òîò æå èíòåãðàë ïî
ëþáîìó ìíîæåñòâó A T�F .

24



Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èíòåãðàë
îò ëåâîé ÷àñòè (2.7) ïî ìíîæåñòâó A T�F ðàâåí

E P P
A

n T n

A

d d! !�{ | } .( $ ( $F

Ïåðåõîäÿ ê ïðàâîé ÷àñòè (2.7), â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.2 äëÿ ëþáîãî ìíî-
æåñòâà A T�F ïîëó÷àåì

( ( '
'

'

'

'

'

'

$ $ $

n

A

n

n

n

B

n

n

n

n

n

B

d

d

d

d

d

d
d d d! ! !� �P P ,

ãäå B n�F . Íî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ d dn n' '$ (òåîðåìû Ðàäîíà – Íèêîäèìà) è

ëåììû 2.2 ïîñëåäíåå âûðàæåíèå

d

d

n

nB

n

B

n n

B

n

A

d d d d
'

'

$

' $ ' ( $ ( $! ! ! !� � �P P,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Òåîðåìà 2.2 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.4) ïîëîæèì $ �

� �I t{ }� è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.2, çàìåíÿÿ â íåé T íà t.
Äëÿ A�F ââåäåì äâå ìåðû: P P0 ( ) | }A A Tn� �{ � è P P1 ( ) | }.A A Tn� �{ �

Òàê êàê ñîáûòèå{ } ,T tn n� �F òî èç ñâîéñòâ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì B n�F

P P P0
1

0
1

0( { }) { | }B T t T T t T dn n

B

n n n" � 	 � � 	 �� �! F

� � � �! �I T t S t T dn

B

n n n{ } { | } .P P0
1

0F

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðåäñòàâèòü è P1
1( { }).B T t Tn n" � 	 � Îòñþäà

' �$
n n n nB B T t T T( ) ( { }) ( )� " � 	 � ��P P1

1

� � � � � �! �I T t S t T T dn

B

n n n n{ } { | } ( )P P P1
1

1F �

� � � � �! �I T t S t T T dn

B

n n n n{ } { | } ( ) ,P P P1
1

1F � � � (2.8)

' �n n n n n nB B T t T T B T t T( ) ( { }) ( ) ( { }) (� " � 	 � � " � 	� �P P P P0
1

1
1 � � �Tn )

� � � � � �
�
�
�

! �I T t S t T T

B

n n n n n{ } { | } ( )P P0
1

0F � �
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� � � �
�
�
 

�P P P1
1

1{ | } ( ) ,S t T T dn n n nF � � �
(2.9)

ãäå P P P� � �0 1; � i id d i� �P P�, , .0 1 Íî èç (2.8) è (2.9) ñëåäóåò, ÷òî ìåðû

'$
n è'n àáñîëþòíî íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî ìåðû P P� �( ,'$

n		 ' n 		 P� ).

Îòñþäà â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2.2 ïðè t T Tn n� �[ , )1

� � �
'

'

$

( ) { | } ( )t S t T T
d

d

n

n

n n n n� � � � � ��P P1
1

1F

� � � � � � � �� �P P P P0
1

0 1
1{ | } ( ) { | } ( )S t T T S t T Tn n n n n n n nF F� � � �1

1

�
�
�

�
�
 

�

.

(2.10)

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî â ñèëó, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìû 2.2 íà ìíîæåñòâå
{ }T tn � óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E{$ | }Fn ñîâïàäàåò (P – ï. í.) ñ
óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì E{$ | }.Ft Äàëåå, ïî ïðåäïîëîæåíèþ
P( ) ,S n � � �1 0 1 à çíà÷èò, P{ | } .S n n� � �1 0 1F Îòñþäà â ñèëó (2.10)

�
� �

� � � �
n

n

n n

T

T T
�

�

� � �

P

P P

( )

( ) ( )

1

0 1
(P – ï. í.).

(2.11)

Ñðàâíèâàÿ (2.10) è (2.11), ïîëó÷àåì

� � �( ) ( ) { | } { | }t S t T S t Tn n n n n n n n� � � � � � �
�
�
�

�
� �1 0

1
1

1P PF F �
 

�

�1

� � ��� n n n nS t TP1
1{ | },F

÷òî âìåñòå ñ (1.2), (1.3) äîêàçûâàåò (1.4).
Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (1.5), ïðèìåíèìîãî ê

îáîèì ñëó÷àÿì, ïðîâåäåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èìååò ìåñòî áîëåå ñëîæíûé
ñëó÷àé – (A (ii) ). Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Îáîçíà÷èì Y Z Y Yn
n� ( , , ... , ),0 1 y z y yn

n� ( , , ... , ),0 1 ãäå z 0�Z, yi � Y,

i �1 2, , ... . Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâZ Y Y Y� � � �... (n ðàç) áóäåì
çàïèñûâàòü â âèäå Y n, à ïðîèçâåäåíèå èõ�-àëãåáð � � � �Z Y Y Y� � � �...

(n ðàç) – â âèäå � Y
n .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ðåãóëÿðíîå óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå

G s B y S s Z B T Y yn
n

n n n
n n

� � � �� � � � �1 1 1 1( , | ) , | , }P{ � (2.12)

è åãî ïëîòíîñòü g s z yn
n

� 1 ( , | ) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé �-êîíå÷íîé ìåðû m

(èëè â îáùåì ñëó÷àå � )m íà � Y .
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Òåîðåìà 2.3. Â äîáàâëåíèå ê (1.1) ïðåäïîëîæèì, ÷òî P( ) ,� � ��Tn 1 0
qn � �1 0. Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

� )n n n n n n ng S Z Z S Z S Z� � � �� �1 1 1 1 0 1 1( , | , , , ... , , )

� �
�
�
�

� � �)n n n n n ng S Z Z S Z S Z1 1 1 0 1 1( , | , , , ... , , )

� �
�
�
 

� � �

�

( ) ( , | , , , ... , , ) ,1 1 1 1 0 1 1

1

)n n n n n nf S Z Z S Z S Z

ãäå ) � � �n n n n n n nT p q n� � � � � �� � �P{ 1 1 11 0| } ( ) , .F
Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì îáîáùåíèåì òåîðåìû 1 èç [9].
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîêàçàòü (1.5) äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü ïîäõîäÿùåå

ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïëîòíîñòè g s z yn
n

� 1 ( , | )óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (2.12).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ìåðû íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå
( , ):Y Y

n n�

P D T Y D Dn
n

n n( ) ( , ), ,� � � ��P � 1 � Y

P D T Y D i ni
n

i
n( ) ( , ), , , ... , .� � � � �P � 0 1 1

Òîãäà ñîãëàñíî (1.2)

P{S s Z B T Y Dn n n
n

� � �� � � � �1 1 1, ; , }�

� � �! !�[ ( , | ) ( , | )] ( ) ( , | ) (

D

n n n
n n

D

n
ns B y s B y P dy s B y P� � �0

1 dy n ). (2.13)

Íî â ñèëó òåîðåìû 2.3 (ñì. îïðåäåëåíèå )n )

P D T Y y P dy yn
n

D

n
n n

Y

n

D

n
n n

n

p

� �
�� � � � �! !1 1 1( ) { | } ( ) [ ( )]P � � 1

1qn
Y

nP dyn

�

( ),

P D y P dyn
n

D

n

Y

n
n( ) ( ) ( ),� ! )

ãäå P dy Y dy
Y

n n n
n ( ) ( ).� �P Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìåðû Pn

n
� 1 è P n àáñîëþòíî

íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî ìåðû P
Y n è èìåþò ïëîòíîñòè

dP

dP

p y

q

dP

dP

n
n

Y

n n n
n

n

n

Y

n
n

n n

y y y
� �

�

� �
�1 1

1

1
( ) , ( ) (

[ ( )]�
) n ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

dP

dP

p y

q y

n
n

n

n n n
n

n n
n

y
� �

�

�
�1 1

1

1
( ) .

[ ( )]

( )

�

)

27



Ïîýòîìó ïðàâóþ ÷àñòü (2.13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

[ ( , | ) ( , | )] (
[ ( )]

( )
� � �0 1

1

1
s B y s B y sn n

n n
n

n n
n

p y

q y
� ��

�

� �

)
, | ) ( ).B y P dyn

n

D

n
�
�
�

��

�
�
�

 �
!

Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî

G s B y s B yn
n n n

n

n n
n n

p y

q y
�

�

�

� �
�

1

1

1

0
1

( , | ) [ ( , | )
[ ( )]

( )

�

)
� � ( , | )] ( , | ),s B y s B yn n��

à çíà÷èò, èñêîìàÿ ïëîòíîñòü äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

g s z y s B yn
n n n

n

n n
n n

p y

q y
�

�

�

� �
�

1

1

1

0
1

( , | ) [ ( , | )
[ ( )]

( )

�

)
� � ( , | )] ( , | ).s B y s B yn n��

(2.14)

Â ñèëó (1.2), (2.14) è òåîðåìû 2.3 ïîëó÷àåì (1.5).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.5) â ñëó÷àå (A (i) ) äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðå-

ìó 2.3 ê P{� � �Tn n| },F 1 ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ) �n n nT� � �P{ | }F
�� n , P{S s Z B T Y y s B yn n n

n n
n� �� � � � �1 1, | , } ( , | )� � (ñð. (2.12)),

� � �n n n n nT T� � � �� � � �1 1 1 1P P{ {| } | },F F

P{� �� � �� �
�

�

Tn n

n

n

n

p

q
1 1

1

1

1| } ( ).F

Òåîðåìà 1.1 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. Îáîçíà÷èì Gt �-àëãåáðó �{( ( ), ( )),X s Z s

s t� }, ïîïîëíåííóþ P� , z-íóëåâûìè ìíîæåñòâàìè èç F. Ïðîöåññ X ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííûì ñóáìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî ïîòîêà�-àëãåáð G � �{ , }G t t 0
[15]. Äëÿ ïðåäñêàçóåìîãî âîçðàñòàþùåãî ïðîöåññà A X, âõîäÿùåãî â ðàçëîæå-

íèå Äóáà – Ìåéåðà ïðîöåññà X , ñîãëàñíî [12; 15, ãë. 3, ôîðìóëà (4.7) è çàäà÷à
4.3] ïîëó÷àåì

A t dt A t X t dt X tX X z
t( ) ( ) { ( ) ( ) | },� � � � � � �P� 1 G

� � 	 �
�

�
� �

�
�

�

�
[ ( )] { }

( | )

[
1

0

1

1 1

1 1
X t I T t T

n

n n

n n n n

n

p f t T Y

q Fn n nt T Y
dt o dt

� �
�

1 ( | )]
( ),

òàê ÷òî â ñèëó òåîðåìû Äóáà – Ìåéåðà (ñì., íàïðèìåð, [15]) è (1.8)

X t X s a s ds M t

t

X X( ) [ ( )] ( ) ( ),� � �!
0

1
(2.15)
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ãäå{ ( ), }M t tX � 0 – ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî ïîòîêà�-àëãåáð G.Èíòåãðèðóÿ

îáå ÷àñòè (2.15), â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè è Ft -èçìåðèìîñòè ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû a tX ( ) íàõîäèì

E E� � �
�

�� � � �, , , ,( ) ( ( )) ( ) .z z z z Xt a t dt� � �!
0

1
(2.16)

Èç (1.7) è (2.16) ïîëó÷àåì

� � � � �� �
�

� �
�

�, , , ,( ) ( ( )) ( ) (z z z X zt a t dt c t� � � � �! !1 1

0 0

E E )dt �

� � � �
*

+
,,

-

.
// �

�
1

0

� �� �E , , ( ) ( ( )) .
( )

( )

z z
X

X

Xt c a t dt
a t

c a t

�

! (2.17)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàðêîâñêèé ìîìåíò � � ,*
,

*� ��� z îïðåäåëÿåìûé ïðà-

âîé ÷àñòüþ ñîîòíîøåíèÿ (1.9). Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (1.9) äëÿ âñåõ t	 � *�

�� , ( )
( )

( )
.

z
X

X
t

a t

c a t
	

�

(2.18)

Îáîçíà÷èì A � 	{ � }.* *� � Äîïóñòèâ, ÷òî âåðîÿòíîñòü P� , ( ) ,z A �0 â ñèëó (2.17)

è (2.18) ïîëó÷èì

� � � � �� �, * * , *( � ) ( )z z0 � �

� �
*

+
,,

-

.
// � 	

�
E� �� �, ,{ } ( ) ( ( ))

( )

( )

z z
X

X

XI A t c a t dt
a t

c a t

�

�

�

�, *

�

( ).
*

*

z

!

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îïòèìàëüíîñòè � *, òàê ÷òî P� , ( ) .z A �0

Òåîðåìà 1.2 äîêàçàíà.
Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå ïîñòàâëåíà ïðîáëåìà ñêîðåéøåãî îáíàðó-

æåíèÿ ïîÿâëåíèÿ èçìåíåíèé (ðàçëàäêè) â âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ
÷èñòî ñêà÷êîîáðàçíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ èç
äîñòàòî÷íî îáùåãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ, óäîáíûå ñ
âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, äëÿ ïîäñ÷åòà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
íàëè÷èÿ ðàçëàäêè. Óñòàíîâëåíà (âîîáùå ãîâîðÿ, íåóëó÷øàåìàÿ) îöåíêà
ñíèçó äëÿ îïòèìàëüíîãî ìîìåíòà ïîäà÷è ñèãíàëà òðåâîãè î ïðîèñøåäøåé
ðàçëàäêå.
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