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Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè ñèíóñíî-êîñèíóñíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà èíòåðâàëå
� � �0 5 0 5, , ,T t T ýêâèâàëåíòíûõ êîñèíóñíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ íà èíòåðâàëå
0 � �t T. Ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè îøèáêè ðåêîíñòðóêöèè ñèã-
íàëà, ïîçâîëÿþùèå â çàâèñèìîñòè îò àïðèîðíûõ ñâåäåíèé îá àíàëèçèðóåìîì
ñèãíàëå âûáðàòü äëÿ åãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàèáîëåå ïîäõîäÿùåå îðòîãîíàëüíîå
ðàçëîæåíèå. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîñëåäíåãî ñ òðàäèöèîííûì ñèíóñíî-êîñèíóñíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì èñïîëüçîâàíà ìîäåëü ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà.

Ââåäåíèå. Ïðè àïïðîêñèìàöèè, èíòåðïîëÿöèè è ýêñòðàïîëÿöèè öèôðî-
âûõ ñèãíàëîâ ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû óäà÷íûé âûáîð îðòîãîíàëü-
íîãî ðàçëîæåíèÿ, íàèáîëåå ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðó ðàññìàòðèâàåìîé
ïðîáëåìû, çà÷àñòóþ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ìîìåíòîì, âëèÿåò íà òî÷íîñòü
ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé ïðèêëàäíîé çàäà÷è [1–3]. Íåñìîòðÿ íà îãðîìíîå ÷èñëî
èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå ôóíêöèîíàëüíûõ áàçèñîâ, äî ïîñëåäíåãî âðåìå-
íè ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ñèãíàëà îñòàåòñÿ êëàññè÷å-
ñêîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ðàçëîæåíèå. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðå÷ü ïîéäåò î
íåêîòîðûõ îñîáåííîñòÿõ ïðèìåíåíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå, à òàêæå áóäóò äàíû ðåêî-
ìåíäàöèè, ñîáëþäåíèå êîòîðûõ ìîæåò óìåíüøèòü äèñïåðñèþ îøèáêè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ñèãíàëà.

Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç è óòî÷íåíèå çàäà÷è. Îøèáêà ïðåäñòàâëå-
íèÿ ñèãíàëà f t( ) ðÿäîì Ôóðüå
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* Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(ãðàíò ¹ 06-01-00653), Ïðåçèäèóìà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê (ïðîãðàììà ¹ 14.1/2006 ã.) è
Ïðåçèäèóìà Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò ¹ 3.9/2006 ã.).
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* Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò èíòåðâàëà � � �0 5 0 5, ,T t T ê èíòåðâàëó 0 � �t T, ò. å.
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Èç ýòèõ âû÷èñëåíèé ñëåäóåò, ÷òî â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå
ðÿäà (2) ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ bk . Äà-
ëåå èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà è âûÿñíÿþòñÿ
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíî ðàçëîæåíèå (1) èëè ðàçëîæå-
íèå (2). Â ïðîâîäèìîì àíàëèçå èñïîëüçóåòñÿ êàê àíàëîãîâîå, òàê è äèñêðåò-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëà.

Âåñîâûå è îòñ÷åòíûå ôóíêöèè. Ðÿä (1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
èíòåãðàëà ñâåðòêè [4]
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Àíàëîãîì ñîîòíîøåíèÿ (6) ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà îòñ÷åòîâ

f t t n t n
f n

Nn N

N

( ) ( ) cos ( )
( )

( )
� � � �

�

�
��

�

	



� �
�

�

�

�
� �

2 2 1
1� �



�

�
�
�

�

	



 �

�

�
�
�

� � � �
�

�
��

�

	




�

�
�
�

�

	




�

�
�
��

� �
( ) cos ( ) ,

( )
t n t n

N
� �

�
1

2 1
(8)

ãäå

� � �
( ) sin ( ) ( ) sin ( )

( )
t n t n N t n

N
� � ��

�
�

�
	

 � �

�

� �
� � �

� �
2 1

2 1
��

�

	




�

�
�
�

�

	



 .

Ïðè ÷åòíîì ÷èñëå îòñ÷åòîâ ( )T N�2 � ôîðìóëà (2) ïðåâðàùàåòñÿ â ñîîòíî-
øåíèå

f t a a kt b kk

k

N

k

k

N

N N

* ( ) cos sin (� � �
�
�

�
	

 �

� �
� �0

1 12 2
2 2

� �

� �
��

�
�

�
	

1) .t

(9)

Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîíñòàíò *:

a f a f
n N

N

k

n N

N
n n

0

1 1

2 1

2

2 1

2
� �

�
�

�

	

 � �

�
�

� � � � � �
� �� �

( ) ( )

,� ��

	



�

�
�

�

	



�
cos ,

�

2

2 1

2
2

N

n
k

(10)

b f kk

n N

N
n

N

n� �

�
�

�

	

 ��

�
�

�

	



� � �
� � �

( )

sin ) .(

1

2 1

2 2

2 1

2
2 1� �

Òåîðåìà îòñ÷åòîâ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ:

f t t

f
n

n

n N

N

( ) cos
( )

�

�

�
�

�

	



��

�
�

�

	

 �

�

�

� � �
�

2 1

2

2

2 1

21

1

�

�� �

2

2 1

2N

n
t

�
���

�
�

�

	



�

�
��

�

	




�

�
��

�

	




�

�
� ��

� ��

�
�

�

	

 � ��

�
�

�

	



�

�
��

�

	




�

�
�� �� �

t t
n

N

n2 1

2 2

2 1

2
1� �

�
cos�

�

	



�

�
�. (11)

Ñîîòíîøåíèå (8) âûòåêàåò èç ôîðìóëû (6) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåå ôîðìóë
(7) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ è ïîñëåäóþùåãî ñóììèðîâàíèÿ ïî èíäåêñó k , à ñî-
îòíîøåíèå (11) – ñîîòâåòñòâåííî èç (9) è (10) è ïðîâåäåíèÿ àíàëîãè÷íîé îïå-
ðàöèè ñóììèðîâàíèÿ. Ñîîòíîøåíèå (8) âûòåêàåò òàêæå èç ôîðìóëû (5), åñëè
åå óìíîæèòü íà èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè � , çàìåíèòü ïåðèîä T âåëè÷èíîé
( )2 1N � � è ïîëîæèòü ïåðåìåííóþ � ðàâíîé n�.

Èíòåãðàëüíàÿ ïî âðåìåíè äèñïåðñèÿ îøèáêè. Ðàññìîòðèì äèñïåð-
ñèþ îøèáêè ðåêîíñòðóêöèè ðÿäàìè (1), (2), (6) è (9) ñèãíàëà, â êà÷åñòâå êîòî-
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* Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò aN � 0, è ïîýòîìó ÷èñëî êîíñòàíò ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì îò-
ñ÷åòîâ.
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Äèñïåðñèè (14) è (15) äëÿ ïåðèîäà ñèãíàëà T N� �( )2 1 � ïðè N � 4
ïîêàçàíû íà ðèñ. 1, a. Âèäíî áîëåå «ñïîêîéíîå» ïîâåäåíèå ñîîòíîøåíèÿ
(14). Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû îòíîøåíèÿ äèñïåðñèé îøèáîê (12) ïðè ðàâíîìåð-

íîì ñïåêòðå ìîùíîñòè S f ( )� â ïðåäåëàõ � � �
� �

� � �
� �( ) ( )

.
2 1 2 1N

T

N

T
Èç

äàííûõ òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà � �1 áàçèñ (2)

cos ,
�

T
kt2

�
�
�

�
	



�

�
� sin ( )

�

T
k t2 1��

�
�

�
	


�

	

íåçíà÷èòåëüíî óñòóïàåò áàçèñó (1) cos ,
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sin .
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kt2

�
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�

	

 Îäíàêî ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � äî âåëè÷èíû

2 2 1N N( )� äèñïåðñèÿ îøèáêè àïïðîêñèìàöèè áàçèñîì (2) ïðèìåðíî â 1,6–
1,3 ðàçà ìåíüøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè áàçèñà (1), è óáûâàåò ñ ðîñòîì ïàðà-
ìåòðà N. Ðàçíîñòü ôîðìóë (15) è (14) ïîêàçàíà íà ðèñ. 1, b. Ýòà çàâèñèìîñòü
ïîäòâåðæäàåò èçëîæåííîå âûøå.
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Íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷èÿ ìåæäó ôîðìóëàìè (14) è (15) äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà
ãàðìîíèê N, èõ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè � � � ñîâïàäàþò è ðàâíû 1. Åñëè
âåëè÷èíà ïåðèîäà T N� �( )2 1 � ôèêñèðîâàíà, à ÷èñëî ãàðìîíèê N íåîãðàíè-
÷åííî âîçðàñòàåò, òî äèñïåðñèÿ îøèáêè, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè (14) è
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Ðèñ. 1. Îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà: a – äèñïåðñèè îøèáêè (14) (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) è

(15) (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ); b – ðàçíîñòü äèñïåðñèé (15) è (14) äëÿ N � 4 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è

N � 8 (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ)

a

b

Ò à á ë è ö à 1

�
N

16 32 64 128 256

1 0,79 0,80 0,81 0,82 0,83

2 2 1N N( )� 1,63 1,51 1,45 1,38 1,34

2 1 2 1( ) ( )N N� � 2,78 2,27 1,96 1,78 1,64



(15), ñòðåìèòñÿ ê 0 â ïîëîñå ÷àñòîò �  �.Ïðè ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå � è
òîì æå ïîâåäåíèè ÷èñëà ãàðìîíèê èíòåãðàëüíàÿ ïî ÷àñòîòå äèñïåðñèÿ îøèá-
êè ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ýíåðãèè ñèãíàëà â ïîëîñå ÷àñòîò � !!� � , à âíóòðè
ïîëîñû ÷àñòîò � �� � – ðàâíîé 0, òàê êàê âåñîâûå ôóíêöèè (4) è (5) ñòàíî-
âÿòñÿ âåñîâîé ôóíêöèåé ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò.

Èíòåðïîëÿöèÿ ñèãíàëà ñîîòíîøåíèåì (6) ïî ñîâîêóïíîñòè 2 1N � îòñ÷å-
òîâ äàåò äèñïåðñèþ îøèáêè ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëà
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Ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà äèñêðåòíîãî âàðèàíòà
ôîðìóëû (1) äèñïåðñèÿ îøèáêè
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(17)

Äèñïåðñèè îøèáêè (16) è (17) äëÿ N � 4èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2, a. Ïîâåäå-
íèå ôîðìóë (16) è (17) àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ ôîðìóë (14) è (15), çà èñêëþ÷å-
íèåì ýôôåêòà, îáóñëîâëåííîãî äèñêðåòèçàöèåé ñèãíàëà. Òàáë. 2 ñîäåðæèò
äàííûå î âåëè÷èíå îòíîøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïî ÷àñòîòå äèñïåðñèé îøèáîê

(12) äëÿ ðàâíîìåðíîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè íà ÷àñòîòàõ � � �� � �� �

� �
. Ïðè

� �1 èñïîëüçîâàíèå äëÿ èíòåðïîëÿöèè ñîîòíîøåíèÿ (6) óñòóïàåò ïðèìåíå-
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íèþ äèñêðåòíîãî âàðèàíòà ôîðìóëû (1). Åñëè ïàðàìåòð � �
�

2

2 1

N

N
, òî ñè-

òóàöèÿ ìåíÿåòñÿ: áîëåå öåëåñîîáðàçíûì îêàçûâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå áàçèñà
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Ðèñ. 2. Îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà: a – äèñïåðñèè îøèáêè (16) (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) è

(17) (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ); b – ðàçíîñòü äèñïåðñèé (17) è (16) äëÿ N � 4 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è

N � 8 (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ)

Ò à á ë è ö à 2

�
N

16 32 64 128 256

1 0,92 0,93 0,94 0,94 0,94

2 2 1N N( )� 1,45 1,35 1,30 1,25 1,22

2 1 2 1( ) ( )N N� � 2,04 1,72 1,54 1,43 1,35
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b
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Ðàçíîñòü ñîîòíîøåíèé (17) è (16) ïîêàçàíà íà ðèñ. 2, b. Îòíîñèòåëüíî
ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé äèñïåðñèè îøèáêè, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëàìè (16) è
(17), çàìå÷àíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Ïðè N � � è ôèêñèðîâàííîì øàãå
äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè � âåëè÷èíû (16) è (17) îäèíàêîâû è ðàâíû 2, à
èíòåãðàëüíàÿ ïî ÷àñòîòå äèñïåðñèÿ îøèáêè ðàâíà óäâîåííîé ýíåðãèè ñèãíà-
ëà íà ÷àñòîòàõ � �! � ,òàê êàê ôîðìóëû (8) è (11) ñòàíîâÿòñÿ ðÿäîì Êîòåëü-
íèêîâà.

Ïðè èíòåðïîëÿöèè ïî ÷åòíîìó ÷èñëó îòñ÷åòîâ 2N ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðÿäà (6) èíòåãðàëüíàÿ äèñïåðñèÿ îøèáêè
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(18)

Ñîîòíîøåíèå (18) îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìóëû (16) òîëüêî äëèíîé ïåðèîäà.
Äèñêðåòíûé àíàëîã ðàçëîæåíèÿ (1) ïðè ÷åòíîì ÷èñëå îòñ÷åòîâ ñîäåðæèò

îñîáåííîñòü
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. (19)

Â ôîðìóëå (19) êîýôôèöèåíò aN , êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ðàâåí 0 ïðè ëþ-
áîì ÷èñëå N, îòëè÷íîì îò 0. Çíà÷îê « »$$ ó âòîðîé ñóììû (19) îçíà÷àåò, ÷òî
êîýôôèöèåíò bN ñîïðîâîæäàåòñÿ ìíîæèòåëåì 1/2. Ñ ó÷åòîì ýòèõ çàìå÷àíèé
ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëüíîé äèñïåðñèè îøèáêè ïðèõîäèì ê ñëåäóþùå-
ìó ðåçóëüòàòó:
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(20)

ãäå

% " � � " � �� � � � �1

2

2( ( ) ( ))# #� �

� � � � � � �
 

1

2
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))." � � " � � " � � " � �# #� � � �

Âèä ôóíêöèé (18) è (20) ïðè ïàðàìåòðå N � 4 ïðèâåäåí íà ðèñ. 3, a. Êàê
è íà ðèñ. 1, 2, êðèâàÿ îøèáêè (18) èìååò áîëåå ïëàâíûé õàðàêòåð. Â òàáë. 3
äàíû ñðàâíèòåëüíûå äàííûå âåëè÷èíû (12) äëÿ ðàâíîìåðíîãî ñïåêòðà ìîù-

4 Àâòîìåòðèÿ ¹ 3, òîì 44, 2008 ã. 49



íîñòè â ïîëîñå ÷àñòîò � � ��� � �� �� ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà� �1,� �
� �( ) ( )2 2 2N N è� � �( ) ( ).2 4 2N N

Ðàçíîñòü ôîðìóë (20) è (18) ïîêàçàíà íà ðèñ. 3, b.

50

Ò à á ë è ö à 3

�
N

16 32 64 128 256

1 1,08 0,07 1,06 1,06 1,06

2 2 1N N( )� 1,70 1,51 1,40 1,33 1,27

2 1 2 1( ) ( )N N� � 2,19 1,77 1,56 1,44 1,36

Ðèñ. 3. Îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà: a – äèñïåðñèè îøèáêè (18) (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) è

(20) (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ); b – ðàçíîñòü äèñïåðñèé (20) è (18) äëÿ N � 4 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è

N � 8 (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ)

a

b



Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè îøèáêè ïðè ÷åòíîì ÷èñëå îòñ÷åòîâ
(ôîðìóëû (18) è (20)) àíàëîãè÷íû ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì ïðè íå÷åòíîì ÷èñ-
ëå îòñ÷åòîâ. Èíòåãðàëüíàÿ ïî ÷àñòîòå äèñïåðñèÿ îøèáêè ïðè N � � òàêæå
ðàâíà óäâîåííîé ýíåðãèè ñèãíàëà íà ÷àñòîòàõ � �! � ,òàê êàê ñîîòíîøåíèå
(11) ñòàíîâèòñÿ ðÿäîì Êîòåëüíèêîâà.

Çàêëþ÷åíèå. Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåíåíèå ðÿäîâ Ôóðüå (2),
(6) è (9) ïðè íåçíà÷èòåëüíîé ïåðåäèñêðåòèçàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè
ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ñèãíàëà ñ îãðàíè÷åííûì ïî ÷àñòîòå è ðàâíîìåð-
íûì ñïåêòðîì ìîùíîñòè îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðÿäîì (1) è åãî äèñêðåòíûìè âàðèàíòàìè. Ïðè íå÷åòíîì ÷èñëå îòñ÷å-
òîâ óæå äîñòàòî÷íî ïåðåäèñêðåòèçàöèè, ðàâíîé âåëè÷èíå 1 1 2� ( ),N à ïðè
÷åòíîì ÷èñëå îòñ÷åòîâ – âåëè÷èíå1 1 1� �( ).N

Â îñíîâå èñïîëüçóåìîé ìîäåëè ñèãíàëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèè
îøèáêè ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå î íåêîððåëèðîâàííîñòè åãî ñïåêòðàëüíûõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ. Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå âñåãäà âûïîëíÿåò-
ñÿ è, íàïðèìåð, äëÿ êîíêðåòíîãî ñèãíàëà ñ íå÷åòíîé ñîñòàâëÿþùåé, èìåþ-
ùåé íóëåâûå çíà÷åíèÿ íà êðàÿõ èíòåðâàëà � � �0 5 0 5, , ,T t T áîëåå ïðåäïî÷òè-
òåëüíî ïðèìåíåíèå ðàçëîæåíèÿ, áàçèðóþùåãîñÿ íà ñîîòíîøåíèè (1).
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