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Èññëåäóþòñÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèå àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ïðè íàëè-
÷èè â îáó÷àþùåé âûáîðêå ïðîïóñêîâ äàííûõ. Íà îñíîâå àíàëèçà óñëîâèé èõ
àñèìïòîòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè îïðåäåëåíû òðåáîâàíèÿ ê ìåòîäàì çàïîëíåíèÿ
ïðîïóñêîâ äàííûõ.

Ââåäåíèå. Îäíîé èç ïðîáëåì òåîðèè îáó÷àþùèõñÿ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îá-
ðàáîòêà äàííûõ ñ ïðîïóñêàìè. Ïåðåä èññëåäîâàòåëåì âîçíèêàåò äèëåììà:
îòñåâ èíôîðìàöèè ñ ïðîïóñêàìè ëèáî èõ çàïîëíåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ èìåþ-
ùèìèñÿ îáúåêòèâíûìè ïðåäïîñûëêàìè.

Â ïåðâîì ñëó÷àå òåðÿþòñÿ ïîëåçíàÿ èíôîðìàöèÿ, ñîäåðæàùàÿñÿ â îñ-
òàëüíûõ ïîçèöèÿõ ñòðîêè ìàññèâà îáó÷àþùåé âûáîðêè, è ìàòåðèàëüíûå çà-
òðàòû íà åå ïîëó÷åíèå. Îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì â ðåøåíèè ïðîáëåìû ïðî-
ïóñêà äàííûõ ÿâëÿåòñÿ èõ âîññòàíîâëåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëÿìè çàêî-
íîìåðíîñòåé âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè èñõîäíîé âûáîðêè äàííûõ.
Îñîáóþ èçâåñòíîñòü ïîëó÷èëè ëîêàëüíûå àëãîðèòìû çàïîëíåíèÿ ïðîïóñêîâ
èñõîäíîé íåêîìïëåêòíîé òàáëèöû «îáúåêò-ïðèçíàê», îñíîâàííûå íà îöåíè-
âàíèè çàêîíîìåðíîñòåé âçàèìîñâÿçè ìåæäó åå ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè â îãðà-
íè÷åííîé îêðåñòíîñòè àíàëèçèðóåìîãî ýëåìåíòà [1]. Â ðàáîòå [2] ïðåîáðàçî-
âàíèå èñõîäíîé èíôîðìàöèè çàìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðîé «ðàçìíîæåíèÿ» ñòðîê ñ
ïðîïóñêàìè äàííûõ íà îñíîâå ïðèíöèïîâ èìèòàöèè ñèñòåì, ÷òî ïîçâîëÿåò
îáîéòè ïðîáëåìó èñêàæåíèé àïðèîðíûõ ñâåäåíèé èç-çà íåòî÷íîñòè èñïîëü-
çóåìûõ ìîäåëåé è ñóáúåêòèâíûõ ïðåäïîëîæåíèé èññëåäîâàòåëÿ.

Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì åñòåñòâåííàÿ íåîäíîðîäíîñòü ïîëó÷àåìûõ äàí-
íûõ (íàëè÷èå â ïðåîáðàçîâàííîé òàáëèöå ñòðîê áåç ïðîïóñêîâ è ñ èõ çàïîë-
íåíèåì) òðåáóåò ðàçðàáîòêè ìîäèôèöèðîâàííûõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ àëãî-
ðèòìîâ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè è èññëåäîâàíèÿ èõ ñâîéñòâ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà àíàëèçà íåïàðàìåòðè÷åñêèõ àë-
ãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ â óñëîâèÿõ íåîäíîðîäíûõ âûáîðîê, îñíî-
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âàííàÿ íà èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ îöåíêè óðàâíåíèÿ ðàçäå-
ëÿþùåé ïîâåðõíîñòè ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòè èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà çàïîëíå-
íèÿ ïðîïóñêîâ äàííûõ.

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â óñëîâèÿõ íå-
îäíîðîäíûõ äàííûõ. Ñèíòåç íåïàðàìåòðè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâà-
íèÿ îáðàçîâ îñíîâàí íà îöåíèâàíèè ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ îöåíîê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêîâ x R k� êëàñ-

ñèôèöèðóåìûõ îáúåêòîâ òèïà [3, 4]
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, (1)

âîññòàíàâëèâàåìîé ïî âûáîðêå V x i ni� �( , , ).1 Çäåñü  ( )� – ÿäåðíûå ôóíê-

öèè, óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíèÿì ïîëîæèòåëüíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è
íîðìèðîâàííîñòè, à c c n J k� � � �� � � �( ), ( , ),1 – ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êî-

ýôôèöèåíòîâ èõ ðàçìûòîñòè.
Ïóñòü èìåþòñÿ ïðîïóñêè äàííûõ, è ïîñëå èõ çàïîëíåíèÿ òåì èëè èíûì

ìåòîäîì ïîëó÷àåì âûáîðêó

V x J i I I x J J x J i Ii i i i i1� � � � � �( , , \ ; , \ , , , ),� � �� � �

ãäå I – ìíîæåñòâî íîìåðîâ åå ýëåìåíòîâ ñ çàïîëíåííûìè ïðîïóñêàìè äàí-
íûõ, à I i n� �( , ).1

Â âûáîðêå V1 íàáëþäåíèÿ x J i
� �, ,� ñôîðìèðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ

ïðèíÿòûì ìåòîäîì çàïîëíåíèÿ ïðîïóñêîâ äàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ �. Ïîëà-
ãàåì

x x J i Ii i i i
� � � �� � � �, , ,

ãäå � i – íàáëþäåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè p( ).�
Áóäåì ñ÷èòàòü M M� � �� �0 2 2, ( M – çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ).

Âîññòàíîâèì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p x( ) â âèäå ñìåñè

p x P p x P p x( ) ( ) ( ),� �1 1 2 2 (2)

ãäå P jj , , ,�1 2 – àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ â âûáîðêåV1äàííûõ áåç
ïðîïóñêîâ è ñ íèìè.

Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè p x1 ( ) ïî âûáîðêå V x i11� ( ,�
�� �J i I I, \ ) è p x2 ( ) ïî äàííûì V x J J x J i Ii i i i12 � � � �( , \ ; , , )� �� � ñ

çàïîëíåííûìè ïðîïóñêàìè áóäåì èñïîëüçîâàòü íåïàðàìåòðè÷åñêèå ñòàòè-
ñòèêè ÿäåðíîãî òèïà (1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n I� | | , n I I1 � | \ | êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ I è
I I\ , ïðè÷åì n n n� �1 .

Òîãäà íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà (2) çàïèøåòñÿ â âèäå
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Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà p x( ). Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê áåç ñóùåñò-
âåííîé ïîòåðè îáùíîñòè ïîëó÷àåìûõ âûâîäîâ ïðåäïîëîæèì íàëè÷èå âû-
áîðêè

V x x i n x x i n ni i i i1 1 11 2 1 1 2 1� � � �( , , , ; , , , ),

ïî êîòîðîé âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p x x( , )1 2 ñ ïîìîùüþ
ñòàòèñòèêè
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîòíîñòü p x x( , )1 2 îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà ñî âñå-
ìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà � âêëþ÷èòåëüíî. Ýòè óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå
íà p x x( , ),1 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç G� .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü p x x R( )� � 2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì G2; ÿäåðíûå

ôóíêöèè( )u ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, ñèììåòðè÷íûìè, íîðìèðîâàííû-
ìè è èìåþò îãðàíè÷åííûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû; ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êî-
ýôôèöèåíòîâ ðàçìûòîñòè c c n1 1 0� �( ) , c c n2 2 0� �( ) ÿäåðíûõ ôóíêöèé òà-
êîâû, ÷òî ïðè n� � çíà÷åíèÿ c1 0� , c2 0� , n n� 2 0� , nc c1 2� �. Òîãäà

íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p x( ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
àñèìïòîòè÷åñêîé íåñìåùåííîñòè è ñîñòîÿòåëüíîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ íåñìåùåííîñòü. Îïðåäåëèì àñèìïòîòè÷åñêîå âû-

ðàæåíèå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ p x( ):
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Áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ çäåñü è â äàëüíåéøåì îïóñêàþòñÿ.
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Ïåðâàÿ ñóììà ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

n

n
u u p x c u x c u du du1

1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 �� 	 	( ) ( ) ( , ) .

Ðàçëîæèâ â ðÿä Òåéëîðà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p x c u x c u( , )1 1 1 2 2 2	 	
â òî÷êå x x x� ( , )1 2 è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì
ñâîéñòâ ÿäåðíîé ôóíêöèè, èìååì
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x�

( ) ( , )2
1 2 – âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p x x( , )1 2 ïî

ïåðåìåííîé x � �, , .�1 2
Ïðåîáðàçîâàâ ïî àíàëîãèè âòîðóþ ñóììó âûðàæåíèÿ (4), ïîëó÷èì
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Îòñþäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû c n1 0( ) ,� c n2 0( )� è
n n� 2 0� ñ ðîñòîì n� � ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ íåñìåùåííîñòü p x( ).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåò íàáëþäàòüñÿ ñìåùåíèå, êîòîðîå ðàñòåò ñ óâåëè÷å-
íèåì äèñïåðñèè � 2 ïîãðåøíîñòè � ìåòîäà çàïîëíåíèÿ ïðîïóñêîâ äàííûõ è

èõ êîëè÷åñòâà n.
2. Ñõîäèìîñòü â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

M p x p x M p x p x M p x p x( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ),	 � 	 �2 2 22 (6)

ãäå äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ òðåáóåò ñîñòàâëÿþùàÿ
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Ïîñëåäîâàòåëüíî àíàëèçèðóÿ ñëàãàåìûå M p x2 ( ) â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøå-

ïðèâåäåííîé òåõíîëîãèåé ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, íåòðóäíî ïîëó÷èòü

M p x p x x
u du p x x

nc c

2 2
1 2

2 2
1 2

1 2

( ) ( , )
( ( ) ) ( , )

� � � �


� � �1

4
1
2 2

1 2 2
2 2

1 2
2

1 2
( ( , ) ( , ))( ) ( )c p x x c p x x

x x

� � �
��2 2

1 2

1
2 2

1 2
1 1

2

2
21

12

n p x x

n

n n c

n

x

x x
c p x x c p

( )

( )
( , )

( , )
2 1

2
1 2

2
2

1 2
2

( ) ( )( , ) ( , )x x p x x
n

n
x

�
�

�
�

�

�
� �

�

� �c p x x p x x c p x x p x x
x x1

2
1 2

2
1 2 2

2
1 2

2
1 2

1 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) �

� � � �n

n
p x x p x x O c c O c c O

x

�2
2

1 2 1 2 1
4

2
4

1
2

2
2

1

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
1

n

�
�
�
�
�
�.

(7)

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò (7) ñ ó÷åòîì M p x( ) (4) â âûðàæåíèå (6)
è ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé áóäåì èìåòü

M p x p x
u du p x x

nc c
( ( ) ( )) ~

( ( ) ) ( , )
	 � �2

2 2
1 2

1 2



� � �1

4
1
2 2

1 2 2
2 2

1 2
2

2 2

1 2

1( ( , ) ( , ))( ) ( )

( )
(

c p x x c p x x
x x

x
n p� x x

n

1 2

2

, )
�

� � � �
�

c p x x c p x x p
x x

n n c

n

n

n
1
2 2

1 2
1 1

2

2
2 2

1 2

2

1 2 2

( ) ( )( , ) ( , )
�

x
x x p x x

1

2
1 2 1 22( ) ( , ) ( , ) .	

�

�
�

�

�
�

(8)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî p x( ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè â ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷åñêîì, à ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ àñèìïòîòè÷åñêîé íåñìåùåííîñòè (5) ÿâëÿåò-
ñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ nc c1 2� � , c1 0� , c2 0� ,
n n� 2 0� ïðè n� �.
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Íåïàðàìåòðè÷åñêèå àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ â óñëîâèÿõ

ïðîïóñêà äàííûõ. Ïóñòü V Vj

j

M

� 	
� 1

� íåîäíîðîäíàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà

ïðè ðåøåíèè ìíîãîàëüòåðíàòèâíîé çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Ýëåìåí-
òû âûáîðêè j-ãî êëàññà

V x J i I I x J J x J i Ij
i

j j
i i i i

j� � � � � �( , , \ ; , \ , , , )� � �� � �

ñîñòàâëåíû èç ïðèçíàêîâ x J ki
� � �, ( , ),� � �1 êëàññèôèöèðóåìûõ îáúåêòîâ

áåç ïðîïóñêîâ è ñ çàïîëíåííûìè ïðîïóñêàìè äàííûõ x J Ji i
� �, ,� � i I j� �

� I j . Çäåñü I j – ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýëåìåíòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè V, ïðè-
íàäëåæàùèõ j-ìó êëàññó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n j è n j êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâ I Ij j, ñîîòâåòñòâåííî.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñòàòèñòèêîé òèïà (3) ïðè ïîñòðîåíèè íåïàðàìåòðè÷å-
ñêîé îöåíêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêîâ õ â j-ì êëàññå:

p x n cj j

Ji I I

i

j j

x x

c
( )

\

�
�

�
��

�

�
�� �

�

�
�
�

	 	

��

�

	1 1
�

�

� �

�



�
�

�
��

�

�
��

	

��

	

�

� 


	 	
c c

J Ji I

i

J

i

i

j

i

x x

c

x x
�

�

� �

�
�

�

� �1 1

\

 
c�

�

�
��

�

�
��
�

�
�
�
. (9)

Òîãäà îöåíêà ðåøàþùåãî ïðàâèëà ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî, íàïðèìåð, êðèòåðèþ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, çàïèøåòñÿ â âèäå

m x x p x p xj j
t M

t( ): , ( ) max ( ).
,

� �
�

 åñëè
1

(10)

Îïòèìèçàöèÿ m x( ) ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçìûòîñòè c k� �, , ,�1 ÿäåðíûõ

ôóíêöèé îñóùåñòâëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ýìïèðè÷åñêîé îøèáêè êëàñ-
ñèôèêàöèè â ðåæèìå «ñêîëüçÿùåãî ýêçàìåíà»:

! � ��( ) ( ( ), ( )),x n i i
i Ij

M

j

� 	

��
��1

1

1

ãäå n� – îáúåì îáó÷àþùåé âûáîðêèV ; �( )i – «óêàçàíèå ó÷èòåëÿ» î ïðèíàä-
ëåæíîñòè ñèòóàöèè x i ê îäíîìó èç M êëàññîâ;�( )i – «ðåøåíèå» ïðàâèëà (10);

1
1

0
( ( ), ( ))

, ( ) ( ),

, ( ) ( ).
� �

� �

� �
i i

i i

i i
�

"

�
#
$
%

åñëè

åñëè

Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà íåïàðàìåòðè÷åñêîé ðåøàþùåé ôóíêöèè.
Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ñîõðàíèì óñëîâèÿ è
ïðåäïîëîæåíèÿ, ââåäåííûå ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ íå-
ïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè p x( ).
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Ðàññìîòðèì äâóõàëüòåðíàòèâíóþ çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Â ýòîì
ñëó÷àå íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà óðàâíåíèÿ ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ðåøàþùåìó ïðàâèëó (10), ïðåäñòàâèìà â âèäå

f x p x p x12 1 2( ) ( ) ( ).� 	 (11)

Åå ñîñòàâëÿþùèå p x1 ( ) è p x x R2
2( )� � âîññòàíàâëèâàþòñÿ íà îñíîâå ñòà-

òèñòèêè òèïà (3) ïðè ðàçìåðíîñòè âåêòîðà x, ðàâíîé 2, ïî âûáîðêàì:

V x x i n x x i n ni i i i
1 1 2 1

1
1 2 1

1
11 1� � � �( , , , ; , , , ),

V x x i n x x i n ni i i i
2 1 2 2

1
1 2 2

1
21 1� � � �( , , , ; , , , ).

Òàê êàê f x12 ( )ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì îò p x p x1 2( ), ( ), òî â ñî-

îòâåòñòâèè ñ (5) íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà óðàâíåíèÿ ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõ-
íîñòè (11) îáëàäàåò ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîé íåñìåùåííîñòè.

Ïðèìåì â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâíîñòè f x12 ( ) ñðåäíå-

êâàäðàòè÷åñêèé êðèòåðèé

W M f x f x� 	( ( ) ( )) ,12 12
2 (12)

îòðàæàþùèé òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè f x12 ( ) áàéåñîâñêîé ðåøàþùåé ôóíê-

öèè

f x p x p x12 1 2( ) ( ) ( ).� 	 (13)

Ñ ó÷åòîì (11) è (13) ïðåäñòàâèì (12) â âèäå

W x M p x p x M p x p x( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))� 	 � 	 	1 1
2

2 2
2

	 	 	2 1 1 2 2M p x p x p x p x[( ( ) ( ))( ( ) ( ))]. (14)

Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ (5) è (8) îïðåäåëèì àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå
(12). Ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíàìè ìàëîñòè ( ) ,c n nj j�

2 � �1 2, , j �1 2, , ãäå n j �

� 	n nj j
1 , ïîëó÷èì

W x p x p x
u du

n c c

n

nj

j

j

j

j
( ) ~ ( ) ( )

( ( ) )

,

( ) 2 2

1 2

2

1

2

2

� � �
�

�
�
�

�

j �
�

1

2

� � 	
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�
�
		n n p x p xj j

j

j

j j

n

n

n n1 1

2

1

2 1

2

2
2

�
,

( ) ( ) ( ) 2

1 2

4

1 1

2

2 1

2

n n
p x p x�

,

( )

,

( )( ) ( ) �

� 	 � 	1

4
1
2

1 1

2

2 1

2
2
2

1 2

2

2 2
[ ( ( ) ( )) ( ( )

,

( )

,

( )

,

( )

,
c p x p x c p x p ( ) ( ))] ,2 2x
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ãäå p x p x
j j,

( )

,

( )( ), ( )
1

2

2

2 – âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî x x1 2, ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè

p x jj ( ), , ;�1 2 n j – êîëè÷åñòâî çàïîëíåííûõ ïðîïóñêîâ èçìåðåíèé x1 â j-ì
êëàññå.

Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ áóäåì ñ÷è-
òàòü n nj � , n nj � , j �1 2, , è c c c1 2� � . Òîãäà èíòåãðàë îò W x( ) ïåðå-
ïèøåòñÿ â âèäå

W
u du

nc

c n

n

n n

n

n

n
~

( ( ) )2

4 2

2 2

2

4 2

1 3

4 2

2

� � � 	�

�
�

�

�
� �

	
& & &

� � &
&2

4
4

2	�

�
�

�

�
�, (15)

ãäå

& � 	 � 	�� (( ( ) ( )) ( ( ) (
,

( )

,

( )

,

( )

,

( )p x p x p x p x
1 1

2

2 1

2

1 2

2

2 2

2 ))) ;2
1 2dx dx

&1 1 1

2

2 1

2
1 2� ��� ( ( ) ( )) ;

,

( )

,

( )p x p x dx dx

&2 1 1

2

2 1

2 2
1 2� 	�� ( ( ) ( )) ;

,

( )

,

( )p x p x dx dx

&3 1 1

2
1 2 1

2
2 1 2� ��� ( ( ) ( ) ( ) ( )) ;

,

( )

,

( )p x p x p x p x dx dx

&4 1 1

2

2 1

2
1 2� �� p x p x dx dx

,

( )

,

( )( ) ( ) .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà f x12 ( ) (11) óðàâíå-

íèÿ ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè f x12 ( ) (13) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè â
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì, åñëè ïðè n� � âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ nc 2� � ,

c� 0, n n� 0. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì àñèìïòîòè÷åñêîé íåñìåùåííîñòè f x12 ( )

ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé f x12 ( ).
Àíàëèç àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ f x12 ( ).Îïðåäåëèâ îïòèìàëüíûé êî-

ýôôèöèåíò ðàçìûòîñòè ÿäåðíîé ôóíêöèè äëÿ f x12 ( )èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïî

c âûðàæåíèÿW (15), ïîëó÷èì

c
u du

n

* ( ( ) )
.� ��

�
�

�

�
�

2
2 2

1 6



&

Ïðè c c� * ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ W ñðåä-

íåêâàäðàòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ðàâíî

W
u du

n

n

n

n n

n

* ( ( ) )
� ��

�
�
�

�

�
�
� � 	�

�
�

�

�

	3

2 2 2

2 4

2

1 3
2

1 3

 & �
& & � � 	�

�
�

�

�
�

� &
&

4 2

2

2
4

4
2

n

n
. (16)

Îöåíèì çíà÷èìîñòü èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â ýëåìåíòàõ îáó÷àþ-
ùåé âûáîðêè ñ çàïîëíåííûìè ïðîïóñêàìè äàííûõ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îò-
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íîøåíèå D W W� * *~
çíà÷åíèÿ W * (16) ê ñîîòâåòñòâóþùåìó çíà÷åíèþ

~ *W

äëÿ íåïàðàìåòðè÷åñêîé ðåøàþùåé ôóíêöèè, âîññòàíàâëèâàåìîé ïî îáó÷à-

þùåé âûáîðêå
~

( , ( ), , )V x i i ni� �� 1 2 áåç ïðîïóñêîâ äàííûõ. Â ïðèíÿòûõ

óñëîâèÿõ
~ *W ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ñëàãàåìîìó â âûðàæåíèè (16) [5].

Òîãäà ïðè ñîáëþäåíèè ïðèíÿòîãî ðàíåå óñëîâèÿ n n n� � � �0 îòíî-
øåíèå

D
n

u du n

~

( ( ) )

1
2

2 4

1 3

1
3

2
1

2

2
�

�
�
�
�

�
�
�

	�

�
�

�

�
�

�

&

&
&


(17)

èìååò ïðåäåë, ðàâíûé åäèíèöå, åñëè n n1 3 0� ïðè n� �.

Òåì ñàìûì îáîñíîâûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå óñëîâèé, êîãäà çàïîëíåíèå
ïðîïóñêîâ äàííûõ ïîçâîëÿåò âîñïîëíèòü èíôîðìàöèþ îáó÷àþùåé âûáîðêè,
äîñòàòî÷íîé äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ñ ïîìîùüþ
íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äàæå ïðè ïîñòîÿííîé äèñïåðñèè � 2 ïîãðåøíî-

ñòè ìåòîäà çàïîëíåíèÿ ïðîïóñêîâ äàííûõ ïðèâåäåííûå âûøå òðåáîâàíèÿ
âûïîëíÿþòñÿ ïðè êîëè÷åñòâå ñèòóàöèé â îáó÷àþùåé âûáîðêå ñ ïðîïóñêàìè

äàííûõ n n' ( 3
.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ çàïîëíåíèÿ ïðîïóñêîâ äàííûõ, îáåñïå÷èâàþùèõ
óìåíüøåíèå äèñïåðñèè � 2 0( )n � ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè n� � , ïîçâî-

ëÿåò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü íåïàðàìåòðè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ
êëàññèôèêàöèè. Ïîëîæèâ n n�( ), ) '1, � ( �2

1( ) ,n n� 	 ìîæíî îïðåäåëèòü,

÷òî ïîðÿäîê àñèìïòîòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè âòîðîãî ñëàãàåìîãî ê íóëþ äîñòè-

ãàåò óðîâíÿ n 	 � 	( ).1 3 � ) Îòñþäà ñëåäóåò î÷åâèäíîå îãðàíè÷åíèå íà ) �' �1

3

è íà âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ïðîïóñêîâ n n' �( �
1

1 3 â èñõîäíîé îáó÷àþùåé

âûáîðêå.
Çàêëþ÷åíèå. Íåïàðàìåòðè÷åñêèå àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ,

ñèíòåç êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå îáó÷àþùèõ âûáîðîê ñ ïðîïóñêà-
ìè äàííûõ, îáëàäàþò ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè. Ïðè êîíå÷-
íîé äèñïåðñèè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà çàïîëíåíèÿ ïðîïóñêîâ äàííûõ ñóùåñò-
âóþò óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé íåñìåùåííîñòè è ñîñòîÿòåëüíîñòè íåïàðà-
ìåòðè÷åñêîé îöåíêè óðàâíåíèÿ ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè, îñíîâàííîé íà
ÿäåðíîé îöåíêå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè òèïà Ðîçåíáëàòòà – Ïàðçåíà. Ñíèæå-
íèå äèñïåðñèè ñ ðîñòîì îáúåìà îáó÷àþùåé âûáîðêè ñïîñîáñòâóåò ïîâûøå-
íèþ ýôôåêòèâíîñòè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè. Îáîñ-
íîâàíî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà, ðàâíîãî åäèíèöå, äëÿ îòíîøåíèÿ ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè áàéåñîâñêîãî óðàâíå-
íèÿ ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè åå íåïàðàìåòðè÷åñêèìè îöåíêàìè, ïîñòðîåí-
íûìè ïî âûáîðêàì ñ çàïîëíåííûìè ïðîïóñêàìè äàííûõ è áåç íèõ. Ñ ýòèõ
ïîçèöèé îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, êîãäà çàïîëíåíèå ïðîïóñêîâ äàííûõ ïîçâîëÿ-
åò âîñïîëíèòü èíôîðìàöèþ îáó÷àþùåé âûáîðêè, äîñòàòî÷íîé äëÿ ýôôåê-
òèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ñ ïîìîùüþ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ
ìåòîäîâ.
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