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Ïðåäëîæåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè òðåõìåðíîãî èçîáðàæåíèÿ, îñíî-
âàííîå íà ðàçëîæåíèè â ðÿä ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé è èíâàðèàíòíîå ê äåéñòâèþ
ãðóïï âðàùåíèÿ, ïåðåíîñà è ìàñøòàáèðîâàíèÿ.

Ââåäåíèå. Çàäà÷à ôîðìèðîâàíèÿ RTS-èíâàðèàíòîâ (rotation-translation-
scaling) äëÿ ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ äâóìåðíûå ( )2D èçîáðàæåíèÿ ðåøàëàñü
âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]). Â [3, 4] ðàññìàòðèâàëèñü áèñïåêò-
ðàëüíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òàêèõ èíâàðèàíòîâ. Â ðàáîòàõ [4, 5] äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ èíâàðèàíòîâ èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû òåîðèè ìîìåíòîâ. Â [3, 6] ïðèìå-
íÿëèñü òåîðåòèêî-ãðóïïîâûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ èçîáðàæåíèÿ.

Ïðîáëåìà èíâàðèàíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåíîñàì, âðàùåíèÿì è
ìàñøòàáèðîâàíèþ ïðè ðàñïîçíàâàíèè òðåõìåðíûõ ( )3D îáðàçîâ ñâÿçàíà ñ
ìàòåìàòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì èçîáðàæåíèÿ îáúåêòà, íå çàâèñÿùèì îò êî-
îðäèíàòíîãî îïèñàíèÿ èçîáðàæåíèÿ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíâàðèàíòîâ ïðè ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü ãðóïïó G, äåéñòâóþùóþ íà ìíîæåñòâå àðãóìåíòîâ ôóíêöèè
èçîáðàæåíèÿ. Êëàññèôèêàöèÿ îáðàçîâ äîëæíà áûòü èíâàðèàíòíîé ïî îòíî-
øåíèþ ê äåéñòâèþ ýëåìåíòîâ ãðóïïû. Ïîä ãðóïïîé G áóäåì ïîíèìàòü ìíî-
æåñòâî ñ îïåðàöèåé « »:� G G G� � , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì àêñèîìàì
[7]:

1) � � � �x y G x y G, ;�

2) � � � � � � �e G e x x e x x G� � ; ;
3) � � � � � � �� � �x G x G x x x x e1 1 1

� � .

Èçîáðàæåíèå 3D-îáúåêòà ìîæåò áûòü îïèñàíî ôóíêöèåé f x y z( , , ), ãäå
x y z, , – äåêàðòîâû êîîðäèíàòû èçîáðàæåíèÿ.

Äåéñòâèå ãðóïïû ïåðåíîñà (translation): ïåðåíîñ â íàïðàâëåíèè îñè X :
g f x y z f x y z

x x� �( , , ) ( , , );� 	 èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ïåðåíîñà: tx �

� 
 
x; èíâàðèàíòíîñòü ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà íàõîæäåíèåì êîîðäèíàòû
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öåíòðà x 0 ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåíîñîì. Îïåðàòîð ïåðåíîñà â íàïðàâëåíèè îñè
Y t yy: ;� 
 
 îïåðàòîð ïåðåíîñà â íàïðàâëåíèè îñè Z t zz: .� 
 


Äåéñòâèå ãðóïïû ðàñòÿæåíèé ïî îñè X : g f x y z f x y z
x x� �( , , ) (( ) , , );� 	1

îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ ïî îñè X d x xx: ( ).� 
 
 Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ ïî îñèY :
d y yy � 
 
( ). Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ ïî îñè Z d z zz: ( ).� 
 
 Äåéñòâèå ãðóï-
ïû ìàñøòàáèðîâàíèÿ (scale) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê äåéñòâèå ãðóïïû ðàñ-
òÿæåíèé ñ � � � �� � �x y z .

Äåéñòâèå ãðóïïû âðàùåíèÿ (rotation):
– ïîâîðîò íà óãîë � x :

g f x y z f x y z y z
x x x x x� � � � �( , , ) ( , cos( ) sin( ), sin( ) cos(� � 	 ));

îïåðàòîð ïîâîðîòà L z yx
y z

� � 	










;

– ïîâîðîò íà óãîë � y :

g f x y z f x z y x z
y y y y� � � � �( , , ) ( cos( ) sin( ), , sin( ) cos(� 	 � 	 y ));

îïåðàòîð ïîâîðîòà L x zy
z x

� � 	










;

– ïîâîðîò íà óãîë � z :

g f x y z f x y x y
z z z z z� � � � �( , , ) ( cos( ) sin( ), sin( ) cos( ),� � 	 z);

îïåðàòîð ïîâîðîòà L y xz
x y

� � 	










.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ RTS-èíâàðèàíòîâ ôóíêöèè èçîáðàæåíèÿ â äàííîé ðàáî-
òå ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ öåíòðà èçîáðàæåíèÿ è âûäåëåííîé îðèåíòà-
öèè ãðóïïû âðàùåíèÿ ñ ïîñëåäóþùèì öåíòðèðîâàíèåì èçîáðàæåíèÿ.

Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ ïåðåíîñà è ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Èíâàðèàíò-
íîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ãðóïïå ïåðåíîñà ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà îïðåäåëåíè-
åì öåíòðà ( , , )x y z0 0 0 ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåíîñîì. Äëÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû ïå-
ðåíîñà íà ôóíêöèþ 2D-èçîáðàæåíèÿ íàõîæäåíèå öåíòðà èçîáðàæåíèÿ ñâî-
äèòñÿ ê ìåòîäó ìîìåíòîâ [1, 4, 5]. Ñôîðìèðóåì ìîìåíòû ïîðÿäêà ( )p q s	 	
òðåõìåðíîé ôóíêöèè f x y z( , , ) (àíàëîãè÷íî ìåòîäàì, ïðåäëîæåííûì â [1]):

m x y z f x y z dxdydzp q s
p q s

, , ( , , ) ,�  (1)

ãäå p q s, , – íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.
Öåíòð( , , )x y z0 0 0 ôóíêöèè èçîáðàæåíèÿ f x y z( , , )îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîò-

íîøåíèé: x m m0 1 0 0 0 0 0� , , , , , y m m0 0 1 0 0 0 0� , , , , , z m m0 0 0 1 0 0 0� , , , , . Öåíòðè-
ðîâàííàÿ ôóíêöèÿ f x x y y z z( , , )	 	 	0 0 0 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïî îòíî-
øåíèþ ê äåéñòâèþ ãðóïïû ïåðåíîñà. Íîðìàëèçîâàííûå ìîìåíòû

� � �p q s p q s
p q s

, , , , , ,

(( ) )� � � 	 	
0 0 0

1 3 (2)

ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ìàñøòàáèðîâàíèÿ, ãäå

�p q s
p q sx y z f x x y y z z dxdydz, , ( , , ) .� 	 	 	 0 0 0

(3)
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Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ âðàùåíèÿ. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ èíâàðèàíòíî-
ñòè ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ ãðóïïû âðàùåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü àïïàðàò
ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà [8, 9]. Åñëè ââåñòè óãëû íà ñôåðå: ïîëÿðíûé � è àçèìó-
òàëüíûé �, òî äåêàðòîâû ïðîåêöèè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

x r

y r

z r

� �

� �

�

sin cos ,

sin sin ,

cos ,

� �

� �

�

ãäå r � � � � �0 0 0 2; ; ;� � � � r – äëèíà ðàäèóñà-âåêòîðà [10, 11]. Äëÿ îïèñà-
íèÿ èçîáðàæåíèÿ 3D-îáúåêòà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ �( , )� � ïðè çàäàííîé r.

Âðàùåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî îïåðàòîðîì R
i L L Lx x y y z z� � 	 	

e
( )

,
� � �

ãäå

� � �x y z, , – óãëû ïîâîðîòà; L L Lx y z, , – îïåðàòîðû óãëîâîãî ìîìåíòà îòíî-
ñèòåëüíî îñåé X Y Z, , .

Çàïèøåì îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòà èìïóëüñà [12–14]

L2 2 2 2 2 2� � 
 
 	 
 
 	 
 
�( ( ) sin ( ) )� � � � �ctg

è ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà L iz � � 
 
� îòíîñèòåëüíî îñè Z. Ñîáñò-
âåííûå âåêòîðû ýòèõ îïåðàòîðîâ èçâåñòíû êàê ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè
Ylm( , ).� � Ðàçëîæåíèå Ôóðüå ôóíêöèè

�( , ) ( , )
,

� � � �� � c Yl
m

l m

lm (4)

â áàçèñå Ylm îñíîâàíî íà ôîðìèðîâàíèè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

c Y d d Y ll
m

lm lm� � � , sin( ) ( , ) ( , ), , ,*� �
0

2

0

0 1 2

� �

� � � � � � � , ... , , , ... , .L m l l� �

(5)

Ïðè óñëîâèè íîðìèðîâàíèÿ

d d Y Yl m l m l l m m

0

2

0

1 1 2 2 1 2 1 2

� �

� � � � � � � � �  �sin( ) ( , ) ( , )*

(6)

ìîæíî îïðåäåëèòü âûðàæåíèÿ

Y Plm
m

lm
iml m l

l m
( , ) ( ) (cos( )) ,

( )!( )

( )!
� � �

�

�� �
� 	

	
1

2 1

4
e m� 0 (7)

(çäåñü Plm – ïðèñîåäèíåííûé ïîëèíîì Ëåæàíäðà).
Çàïèøåì êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ óãëîâîãî ìîìåíòà: L L iLx y	 � 	 , L� �

� �L iLx y . Äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ íà ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè âûðàæàþòñÿ â
âèäå [13, 14]:

L Y l l Ylm lm
2 1� 	( ) , (8à)

L Y mYz lm lm� , (8á)
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L Y l m l m Yl m lm	 � � 	 � 	, ( )( ) ,1 1 (8â)

L Y l m l m Ylm l m� �� 	 � 	( ) ( ) .,1 1
(8ã)

Äåéñòâèå îïåðàòîðà R íà Ylm ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
{ , , ... , },, , ,Y Y Yl l l l l l� � 	 1 à ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà ñôå-
ðå ìîæåò áûòü äåêîìïîçèðîâàíî â ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ
èíâàðèàíòíî ê âðàùåíèþ: E0 ñîñòîèò èç{ },Y00 E1 – èç{ , , }, , ,Y Y Y1 1 1 0 1 1� è ò. ä.
[14]. Åñëè âåêòîð ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó El , òî ëþáîå âðàùåíèå ýòîãî
âåêòîðà òàêæå áóäåò ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó El .

Íàèáîëåå ïðîñòûì èíâàðèàíòîì äëÿ ôóíêöèé Yl m1 1
,Yl m2 2

,Yl m3 3
ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèÿ

Y
l l l

m m m
Y Y Yl m

m m m

l m l m0
1 2 3

1 2 3
1 1

1 2 3

2 2 3 3
�

�

�
�

�

�
��

, ,
(9)

ïðè óñëîâèÿõ m m m1 2 3 0	 	 � ; ìîìåíòû l l l1 2 3, , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
òðåóãîëüíèêà; ìàòðè÷íàÿ ñêîáêà – ñèìâîë Âèãíåðà [15, 16]. Åñëè çàäàíû ñôå-
ðè÷åñêèå ôóíêöèè Yl m1 1

, Yl m2 2
, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñôåðè÷åñêóþ ôóíêöèþ

Y C Y Ylm l m l m
lm

l m

m m

l m� � 1 1 2 2 1 1

1 2

2 2

,

. Çäåñü

C l
l l l

m m m
l m l m
lm l l m

1 1 2 2

1 21 2 1
1 2

1 2

� � 	
�

�

�
�

�

�
�� 	( )

(10)

– êîýôôèöèåíòû Êëåáøà – Ãîðäàíà (êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ñèñ-
òåìû( )( )2 1 2 11 2l l	 	 ôóíêöèé ñ çàäàííûìè l m l m1 1 2 2, , , ê ñèñòåìå ôóíêöèé ñ
çàäàííûìè l m, [14]). Îáùåå âûðàæåíèå ñèìâîëîâ Âèãíåðà è êîýôôèöèåíòîâ
Êëåáøà – Ãîðäàíà ãðîìîçäêî [15], íî èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè è ñâîéñòâ ðå-
êóðñèè ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ [17].

Ðàññìîòðèì âåêòîð cl ïîäïðîñòðàíñòâà E c c Yl l l
m

lm: � (cl
m – êîíòðàâà-

ðèàíòíûé òåíçîð 1-ãî ðàíãà ñ òåíçîðíûì èíäåêñîì m; l – èíäåêñ, óêàçû-
âàþùèé íà ïîäïðîñòðàíñòâî El ; êîâàðèàíòíûé òåíçîð ìîæåò áûòü ïîëó÷åí
èç ñîîòíîøåíèÿ c clm l

m� ( )* ïðè óñëîâèè îðòîíîðìèðîâàííîñòè íàáîðà cl
m ).

Ïåðåìíîæåíèå êîíòðàâàðèàíòíîãî è êîâàðèàíòíîãî òåíçîðîâ 1-ãî ðàíãà ñ ïî-
ñëåäóþùèì ñóììèðîâàíèåì ïî èíäåêñó m ïðèâîäèò ê èíâàðèàíòó.

Ïîñòðîèì êîíòðàâàðèàíòíûå òåíçîðû 1-ãî ðàíãà (ñ ó÷åòîì ïðàâèëà ñóì-
ìèðîâàíèÿ ïî îäèíàêîâûì êîâàðèàíòíûì è êîíòðàâàðèàíòíûì èíäåêñàì)
[8]:

c l l C c cl
m

l m l m
lm

l

m

l

m( ) ( , ) ,2
1 2 1 1 2 2 1

1

2

2� (11à)

c l l l l C c l l cl
m

l m l m
lm

l

m

l

m( ) ( )( , , , ) ( , )4
1 2 3 4

2
3 41 1 2 2 1

1

2
� 2, (11á)

c l l l l l l C c l ll
m

l m l m
lm

l

( ) ( )( , , , , , ) ( , )6
1 2 3 4 5 6

2
3 41 1 2 2 1

� m

l

mc l l1

2

22
5 6

( ) ( , ) , ... . (11â)

6*
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Òîãäà èíâàðèàíòû ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ôîðìèðîâàíèåì ïðîèçâåäåíèÿ
êîíòðàâàðèàíòíîãî è êîâàðèàíòíîãî òåíçîðîâ 1-ãî ðàíãà ñ ïîñëåäóþùèì
ñóììèðîâàíèåì ïî èíäåêñó m (ïðè ýòîì èíâàðèàíòû íå çàâèñÿò îò m è � ):

I l c cl
m

lm
( ) ( ) ,1 � (12à)

I l l l c l l cl
m

lm
( ) ( )( , , ) ( , ) ,3

1 2
2

1 2� (12á)

I l l l l l c l l c l ll
m

lm
( ) ( ) ( )( , , , , ) ( , ) ( , ) ,5

1 2 3 4
2

1 2
2

3 4� (12â)

I l l l l l l l c l l l l cl
m( ) ( ) ( )( , , , , , , ) ( , , , ) (7

1 2 3 4 5 6
4

1 2 3 4
2� l l lm5 6, ) , ... . (12ã)

Ðàññìîòðèì ìåòîä îïèñàíèÿ îáúåêòà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè �( , , )r � � ïðè
ëþáûõ r [14]:

�( , , ) ( ) ( , ).r c R r Ykl
m

lk

kl lm� � � �� �� (13)

Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ïðèìåíÿëèñü â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äëÿ îïèñà-
íèÿ ÷àñòèö â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ íå
îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå. Â [8] ïðåäëîæåíû ôóíêöèè

R r kk

kr

kr
( ) ( ) ,

sin ( )
� 2 �

�

�

(14)

ãäå R rk ( ) íå çàâèñÿò îò l m, è çíà÷åíèÿ k ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè.
Èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ôóíêöèé âîçìîæíî, åñëè ó÷åñòü îãðàíè÷åííîñòü ôóíê-
öèè �( , , )r � � â ïðîñòðàíñòâå 0 � �r rmax.

Ñ ó÷åòîì îðòîíîðìèðîâàííîñòè êîýôôèöèåíòû ckl
m ìîãóò áûòü íàéäåíû

èç ñîîòíîøåíèé

c r dr d d R r Ykl
m

r

k lm�   
2

0 0

2

0

max

sin( ) ( ( ) ( , )) (*

� �

� � � � � � r, , ).� � (15)

Äëÿ âûäåëåíèÿ îïðåäåëåííîé îðèåíòèðîâàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïî-
ñòðîèì òåíçîð 3D-èçîáðàæåíèÿ

J

J J J

J J J

J J J

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

�

� �

� �

� �

(16)

íà îñíîâå ôîðìèðîâàíèÿ ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà:

J f x y z y z dV J f x y z x z dVxx

V

yy

V

� 	 � 	 ( , , ) ( ) , ( , , ) ( ) ,2 2 2 2

J f x y z x y dV J xyf x y z dVzz

V

xy

V

� 	 � ( , , ) ( ) , ( , , ) ,2 2
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J xzf x y z dV J yzf x y z dVxz

V

yz

V

� � ( , , ) , ( , , ) .

Ïðè ïîâîðîòå îáúåêòà ñ ìàòðèöåé íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ S òåíçîð èíåð-
öèè èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

J S J ST � . (17)

Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ òàêîãî ïîâîðîòà S ,÷òîáû òåíçîð èíåðöèè èìåë
äèàãîíàëüíûé âèä

J

J

J

J

d

x

y

z

�

0 0

0 0

0 0

, (18)

ãäå J J Jx y z, , – ñîáñòâåííûå ÷èñëà òåíçîðà èíåðöèè J.
Ïðè J J J J J Jx y y z z x! ! !, , ìîæíî ïðîâåñòè òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå êî-

îðäèíàò ( ) ( )x y z S x y zT T   � ôîðìèðîâàíèåì ïîâîðîòà S , ÷òî îñè

X Y Z, , áóäóò íàïðàâëåíû ïî ãëàâíûì îñÿì òåíçîðà èíåðöèè 3D-èçîáðàæå-
íèÿ. Îïðåäåëèì äàííóþ îðèåíòàöèþ ñèñòåìû êîîðäèíàò êàê öåíòðàëüíóþ
îðèåíòàöèþ ãðóïïû âðàùåíèé.

Íàõîæäåíèå öåíòðà 3D-èçîáðàæåíèÿ èç ñîîòíîøåíèé (1)–(3) è âûäåëåí-
íîé îðèåíòàöèè ãðóïïû âðàùåíèé ïðèâåäåíèåì ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà èíåð-
öèè ê äåêàðòîâûì îñÿì è ìàñøòàáèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè
êîýôôèöèåíòû (15), òåíçîðû 1-ãî ðàíãà (11) è èíâàðèàíòû (12), íå çàâèñÿùèå
îò äåéñòâèÿ ãðóïï ïåðåíîñà, âðàùåíèÿ è ìàñøòàáèðîâàíèÿ.

Ï ð è ì å ð. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, çàäàííûé â
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò OXYZ:

f x y z H x x H x x H y y H y y H z z H z( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (� � � 	 � � 	 � �1 2 1 2 1 	 z2 ),

x y z x y z V1 1 1 2 2 20 2 4 6 48� � � � � � �, , , , ,

ãäå H ( )� – ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.
Îïðåäåëèì ìîìåíòû ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ïîñëåäóþùåãî íàõîæäåíèÿ

öåíòðà ( , , )x y z0 0 0 ôóíêöèè f x y z( , , ) â ñîîòâåòñòâèè ñ (1)–(3): x 0 1� , y0 2� ,
z 0 3� , ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè ôóíêöèþ èçîáðàæåíèÿ, èíâàðèàíòíóþ ïî îòíî-
øåíèþ ê äåéñòâèþ ãðóïïû ïåðåíîñîâ:

f x y z H x H x H y H y H z H z1 1 1 2 2 3 3( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).� 	 � 	 � � 	 � � 	

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ èíâàðèàíòîâ ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ ãðóïïû ìàñ-

øòàáèðîâàíèÿ ðàçäåëèì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû íà rmax ,� 	 	1 2 32 2 2 ïîñëå

ýòîãî ôóíêöèÿ èçîáðàæåíèÿ ïðèìåò âèä

f x y z H x r H x r2
1 1( , , ) ( ) ( )max max� 	 � 	 "� �

" � � 	 � � 	� � � �H y r H y r H z r H z r( ) ( ) ( ) (max max max max2 2 3 31 1 1 1 ).
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Íàõîäèì ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè: J J J J Jx y z� � � � �208 160 80max min, , .
Ìèíèìàëüíûé ïîâîðîò äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ J J J Jx z� �min max, ìîæíî

îñóùåñòâèòü âîêðóã îñèOY íà óãîë � �y � 2: G f x y z f z y x
y� ( , , ) ( , , ).�   �  

Òîãäà èçîáðàæåíèå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôóíêöèåé

f x y z H x r H x r3
1 13 3( , , ) ( ) ( )max max� 	 � 	 "� �

" � � 	 � � 	� � � �H y r H y r H z r H z r( ) ( ) ( ) ( ).max max max max2 21 1 1 1

Êîýôôèöèåíòû ckl
m (ñì. (15)) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé k l m, , ïðåäñòàâëåíû â

òàáëèöå.
Àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà

ñî ñòîðîíàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñòîðîíàì âûøåðàññìîòðåííîãî ïàðàë-
ëåëåïèïåäà, ïðèâîäèò ê òàáëèöå ñ òàêèìè æå êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî óêàçûâà-
åò íà èíâàðèàíòíîñòü òàáëèöû êîýôôèöèåíòîâ ïî îòíîøåíèþ ê âðàùåíèþ,
ìàñøòàáèðîâàíèþ è ïåðåíîñó. Ïî êîýôôèöèåíòàì òàáëèöû ìîæíî âîññòàíî-
âèòü èçîáðàæåíèå – ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñî ñòîðîíàìè, ïðîïîð-
öèîíàëüíûìè ñòîðîíàì âûøåðàññìîòðåííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, è rmax .� 1

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ìåòîä ôîðìèðîâàíèÿ RTS-
èíâàðèàíòîâ äëÿ ôóíêöèé 3D-èçîáðàæåíèé, îñíîâàííûé íà íàõîæäåíèè ìî-
ìåíòîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðàñïîçíàâàíèè
îáðàçîâ, èíâàðèàíòíûõ ïî îòíîøåíèþ ê âðàùåíèþ, ïåðåíîñó è ìàñøòàáèðî-
âàíèþ, à òàêæå äëÿ ðåäóöèðîâàíèÿ øóìà â ñèãíàëàõ, ôîðìèðóþùèõ 3D-
èçîáðàæåíèå. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ôîðìèðîâàíèÿ RTS-èíâàðèàíòîâ äëÿ
ôóíêöèé 3D-èçîáðàæåíèé ìîæåò áûòü îáîáùåí äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ðàçìåðíî-
ñòüþ n � 3, ÷òî àêòóàëüíî ïðè àíàëèçå ïðîöåññîâ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ,
ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ è ò. ä. Åãî îáîáùåíèåì òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå
àôôèííûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ ôóíêöèé 3D-èçîáðàæåíèé.

86

k l m � 0 m � � 1 m � 1 m � � 2 m � 2 c cl
m

lm

m

�

1 0 0,018 – – – – 0,000324

1 1 0,069 0,019 + 0,038i –0,019 + 0,038i – – 0,008371

1 2 0,018 –0,075 – 0,149i 0,075 – 0,149i 0,039i –0,039i 0,059018

2 0 –0,016 – – – – 0,000256

2 1 0,063 –0,009 – 0,019i 0,009 – 0,019i – – 0,004853

2 2 –0,009 0,037 + 0,075i –0,037 + 0,075i –0,020i 0,020i 0,014869

3 0 0,011 – – – – 0,000121

3 1 –0,042 0,006 + 0,013i –0,006 + 0,013i – – 0,002174

3 2 0,006 –0,025 – 0,050i 0,025 – 0,050i 0,013i –0,013i 0,006624
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