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Îáîñíîâàíà ìåòîäèêà àïïðîêñèìàöèè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà îñíîâå äèô-
ôåðåíöèàëüíî-òåéëîðîâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îñóùåñòâëåí ïåðåõîä îò ñòå-
ïåííîãî áàçèñà ê áàçèñàì îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà. Ïîêàçàíî,
÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ðàçëîæåíèþ
ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà è ñìåùåííûì ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøå-
âà. Ñôîðìóëèðîâàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ äèñêðåò äèôôåðåíöèàëüíîãî ñïåêò-
ðà. Îòìå÷åíî, ÷òî â ÷åáûøåâñêèõ áàçèñàõ âåëè÷èíà äèñêðåò ñïåêòðà ïîñòîÿííî
óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì èõ íîìåðà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îñòàíîâèòü âû-
÷èñëåíèå äèñêðåò ïî äîñòèæåíèè èõ âåëè÷èíû òðåáóåìîãî ìàëîãî çíà÷åíèÿ,
÷òî íåëüçÿ ñäåëàòü â ñòåïåííîì áàçèñå. Íà ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ ïîêàçàíî ïðå-
èìóùåñòâî ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè.

Ââåäåíèå. Ïðè èìèòàöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè, êîãäà îäíà ÷àñòü óðàâíå-
íèÿ ñèñòåìû ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðûìè áëîêàìè ìîäåëåé, à äðóãàÿ ïðåäñòàâ-
ëåíà ðåàëüíî ðàáîòàþùèìè óñòðîéñòâàìè, âîçíèêàåò çàäà÷à àíàëèòè÷åñêîé
è àïïàðàòíîé àïïðîêñèìàöèè ðåàëüíûõ íåïðåðûâíûõ ñèãíàëîâ. Ïðîáëåìà
àïïðîêñèìàöèè â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàíîâèòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîé â ñâÿ-
çè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ. Èçâåñòíî
ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû. Íàèáîëåå ÷àñòî â êà÷åñòâå
áàçèñà ïðèìåíÿþòñÿ ñèñòåìû ôóíêöèé, îðòîãîíàëüíûå íà èíòåðâàëå àïïðîê-
ñèìàöèè (òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ïîëèíîìû ×åáûøåâà, Ëåæàíäðà è
äð.). Ïðåèìóùåñòâîì àïïðîêñèìàöèè îðòîãîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿåòñÿ
íåçàâèñèìîñòü êîìïîíåíò àïïðîêñèìèðóþùåãî ñïåêòðà îò êîëè÷åñòâà èñ-
ïîëüçóåìûõ ÷ëåíîâ ðÿäà. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ìîãóò áûòü âçÿòû è
ñòåïåííûå ïîëèíîìû. ×àñòî ïðèìåíÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûå ìåòîäû è ìåòî-
äû â ÷àñòîòíîé îáëàñòè, òàê êàê ïîñòðîåíèå ïîëèíîìèàëüíîé ìîäåëè äîâîëü-
íî åñòåñòâåííî âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ. Êðîìå òîãî, ïîëèíîìèàëüíûå ìîäåëè
áëàãîäàðÿ èçâåñòíûì àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâàì ïîëèíîìîâ ñ÷èòàþòñÿ áî-
ëåå ëåãêèìè â èñïîëüçîâàíèè, ÷åì íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé.
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Ïîëèíîìèàëüíûå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè â òåîðèè ñèñòåì óïðàâëå-
íèÿ. Â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèé íà
çàäàííîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî ìîæåò áûòü ýô-
ôåêòèâíî ïðåäñòàâëåíî ñòåïåííûìè ðÿäàìè Òåéëîðà, íàøëî ïðèìåíåíèå
äèôôåðåíöèàëüíî-òåéëîðîâñêîå ïðåîáðàçîâàíèå [1]
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� ñòîèò ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå îðèãèíàëà x t( ) â

èçîáðàæåíèå X k( )– äèñêðåòû äèôôåðåíöèàëüíîãî ñïåêòðà, à ñïðàâà – îáðàò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå X k( )â x t( ); k – äèñêðåòíûé àðãóìåíò; t – âðåìÿ; H – íåêî-
òîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè x t( ) ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé x t( ),1

x t x tn( ), ... , ( )2 íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé âèäà
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èç êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ äèñêðåòû X k( ).
Íåäîñòàòîê äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

â ïðîöåññå âîññòàíîâëåíèÿ îðèãèíàëà ïî ôîðìóëå (1) âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü âîçâåäåíèÿ ïåðåìåííîé t â âûñîêèå ñòåïåíè. Ñèñòåìà (2) ñòàíîâèòñÿ
ïëîõî îáóñëîâëåííîé, è îøèáêà âû÷èñëåíèé ïðè îïåðàöèÿõ ñ ÷èñëàìè áîëü-
øîé èëè ìàëîé ðàçìåðíîñòè ñòàíîâèòñÿ íåäîïóñòèìîé. Âåëè÷èíà äèñêðåò
áûñòðî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì k , è ýòî óâåëè÷åíèå òåì çíà÷èòåëüíåå, ÷åì
áîëüøå çíà÷åíèå k. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïåðåïîëíåíèÿ ðàç-
ðÿäíîé ñåòêè ïðè êîìïüþòåðíîì ðàñ÷åòå äèñêðåò. Ñ îäíîé ñòîðîíû, äëÿ
áîëåå òî÷íûõ âû÷èñëåíèé òðåáóåòñÿ íàõîæäåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äèñê-
ðåò, à ñ äðóãîé – äëÿ ðåàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ðàñ÷åòå
äèñêðåò ñ áîëüøèì íîìåðîì k íåèçáåæíî ïîÿâëÿþòñÿ îøèáêè âû÷èñëåíèé.

Öåëü äàííîé ðàáîòû – ñîçäàíèå ìåòîäèêè àïïðîêñèìàöèè ïóòåì ïåðåõî-
äà îò óðàâíåíèÿ (1) ê äèôôåðåíöèàëüíî-÷åáûøåâñêîìó áàçèñó, ÷òî ïîçâîëÿåò
îáúåäèíèòü ïðåèìóùåñòâà îðòîãîíàëüíûõ è ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì ôóíê-
öèé äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ñâÿçü äèôôåðåíöèàëüíî-òåéëîðîâñêîãî è äèôôåðåíöèàëüíî-÷åáû-
øåâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèé. Ñðåäè âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ áàçèñîâ íàè-
ëó÷øèìè ñâîéñòâàìè ñõîäèìîñòè îáëàäàþò ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî
ðîäà [2]:

T t i t ti ( ) cos( ), ;� � � �arccos 1 1

T t T t t T t t T t t t0 1 2
2

3
31 2 1 4 3( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ... .� � � � � �
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Îíè îáåñïå÷èâàþò íàèëó÷øóþ àïïðîêñèìàöèþ â ñìûñëå ìèíèìàêñíîé
íîðìû [3]. Ïåðåõîä ( )1 ê ÷åáûøåâñêîìó áàçèñó ìîæíî îñóùåñòâèòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîé çàìåíîé ñîñòàâëÿþùèõ t t t t n, , , ... ,2 3 ðÿäà Òåéëîðà, ñõîäÿùåãîñÿ

íà èíòåðâàëå [–1; 1], ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâà T ti ( ):

1 0 1� �T t t T t( ), ( ),

t T t T t t T t T t2
0 2

3
1 30 5 0 25 3� � � �, [ ( ) ( )], , [ ( ) ( )], ... .

Ôîðìóëà ïåðåõîäà â áàçèñ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî
ðîäà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [2] è ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
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n – íîìåð ñòàðøåãî ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà;{}� – öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.
Èç ðàçëîæåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíèå äâà êîýôôèöèåíòà ÷åáûøåâ-

ñêîãî áàçèñà çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîãî ñîîòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà ñòå-
ïåííîãî áàçèñà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâóõ äèñêðåò ÷åáûøåâñêîãî
áàçèñà ôîðìóëó (3) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó:
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×åì áîëüøå ó÷èòûâàåìûõ äèñêðåò, òåì çíà÷èòåëüíåå áóäåò óìåíüøåíèå
èõ âåëè÷èíû â ÷åáûøåâñêîì áàçèñå îòíîñèòåëüíî ñòåïåííîãî, ïðè÷åì îòíî-
øåíèå äâóõ ïîñëåäíèõ äèñêðåò âñåãäà áóäåò â 2H ðàç áîëüøå, ÷åì â ñòåïåí-
íîì áàçèñå. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí äèôôåðåíöèàëüíî-òåéëîðîâñêèé ñïåêòð
ýêñïîíåíòû e� t (ãðàôèê X k( )) â ñðàâíåíèè ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ â

áàçèñå ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà (ãðàôèê Ci ). Âèäíî, ÷òî äèôôå-
ðåíöèàëüíûé ñïåêòð â áàçèñå ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà óáûâàåò
áûñòðåå, ÷åì äèôôåðåíöèàëüíî-òåéëîðîâñêèé ñïåêòð. Ïðè÷åì ÷åáûøåâ-
ñêèé ñïåêòð óáûâàåò ìîíîòîííî ñ ïåðâîé äèñêðåòû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ïðîöåñ-
ñå ðàñ÷åòîâ âñåãäà ìîæíî îïðåäåëèòü íîìåð äèñêðåòû, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé âåñ
îòáðîøåííûõ ÷ëåíîâ ðÿäà íå áóäåò óâåëè÷èâàòü ïîãðåøíîñòü.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåðåõîä â áàçèñ ×åáûøåâà ïîçâîëÿ-
åò ñîêðàòèòü èñõîäíûé ñòåïåííîé ðÿä â ñðåäíåì â 1,8 ðàçà ïðè íåçíà÷èòåëü-
íîì óâåëè÷åíèè ïîãðåøíîñòè.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

x t t t i x t
i

i i
0

1

6
1

11 1( ) ln( ) ( ) ( ),� � � � �
�

�� (5)

äëÿ êîòîðîé ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3) ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

x t T t T t T t T t2 0 1 2 30 396 1 375 0 453 0 146( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )� � � � � �

� � �0 062 0 013 0 0054 5 6, ( ) , ( ) , ( ).T t T t T t (6)

Â ðàçëîæåíèè (5) îòáðàñûâàíèå ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ïðèâîäèò ê
îøèáêå � � 0,17, à â ðàçëîæåíèè (6) îòáðàñûâàíèå òðåõ ïîñëåäíèõ ñëàãàå-
ìûõ – ê îøèáêå � � 0,09. Ïîñòðîèì äëÿ ñðàâíåíèÿ äâå çàâèñèìîñòè, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìû òðåòüåé ñòåïåíè:

x t t ii i

i

3
1

1

3

1( ) ( ) ,� � �

�
� (7)

x t t t t4
2 30 057 0 937 0 906 0 584( ) , , , , .� � � � (8)

Ïåðâûé ïîëèíîì (7) îáðàçîâàí èç èñõîäíîãî (5) îòáðàñûâàíèåì ÷ëåíîâ âûøå
òðåòüåãî ïîðÿäêà, à âòîðîé (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì òàêæå òðåòüåé
ñòåïåíè, íî ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê áàçèñó ðàçëîæåíèÿ ïî ìíîãî-
÷ëåíàì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.

Èç çàâèñèìîñòåé, ïîñòðîåííûõ ïî ôîðìóëàì (7) è (8), íàãëÿäíî âèäíî,
÷òî ïðè îäèíàêîâîì ïîðÿäêå ïîëèíîìîâ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè x t0 ( ) òî÷-
íåå â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî áàçèñà (ðèñ. 2). Â ýòîì ñëó÷àå ìàê-
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Ðèñ. 1. Äèôôåðåíöèàëüíûé X k( ) è äèôôåðåíöèàëüíî-÷åáûøåâñêèé Ci ñïåêòðû ôóíêöèè e� t

ïðè H � 9



ñèìàëüíîå îòêëîíåíèå x t4 ( ) îò àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè x t0 ( ) èìååò
ìåíüøåå çíà÷åíèå. Îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå íà òî, ÷òî ïîãðåøíîñòü íà÷èíà-
åò ðåçêî óâåëè÷èâàòüñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè àðãóìåíòà t ê êðàÿì èíòåðâàëà îð-
òîãîíàëèçàöèè [–1; 1] ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà.

Âûøåèçëîæåííóþ ìåòîäèêó ïåðåõîäà ê ÷åáûøåâñêîìó áàçèñó ìîæíî
ïðèìåíèòü, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå åñëè èìååòñÿ íåêîòîðûé ïîëèíîì, ÿâëÿþ-
ùèéñÿ àïïðîêñèìàöèåé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, è òðåáóåòñÿ ïîíèçèòü ïîðÿ-
äîê ýòîãî ïîëèíîìà. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü ïðè ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèÿõ, ðåçóëüòàòîì êîòîðûõ áóäóò çíà÷åíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ îò-
ñ÷åòàìè êàêîãî-ëèáî ïðîöåññà.

Äèôôåðåíöèàëüíî-÷åáûøåâñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî ñìåùåííûìè
ïîëèíîìàìè ×åáûøåâà. Èññëåäóåì òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ äèñêðåò â áàçèñå
ñìåùåííûõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà [3]. Çíà÷åíèÿ ïîëèíîìîâ S ti ( ) âû÷èñëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëå

S t i ti

j
i j

j

i
i j

j i j
( ) ( ) .

( ) ( )!

!( )!
�

�

�
�

�

�
�

� � �

�

�

�
�

1 2 1

2 2
4

0
(9)

Ïåðâûå øåñòü ñìåùåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà èìåþò ñëåäóþùèé
âèä:

S t

S t t

S t t t

S t t t

0

1

2
2

3
3 2

1

2 1

8 8 1

32 48

( ) ,

( ) ,

( ) ,

( )

�

� �

� � �

� � �18 1

128 256 160 32 1

512 12

4
4 3 2

5
5

t

S t t t t t

S t t

�

� � � � �

� �

,

( ) ,

( ) 80 1120 400 50 1

2048 6144 6912

4 3 2

6
6 5 4

t t t t

S t t t t

� � � �

� � �

,

( ) � � � �3584 840 72 13 2t t t .
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Îòñþäà ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿòñÿ ñòåïåíè îòíîñèòåëüíîãî àðãóìåíòà
� � t H êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà:
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Îáîçíà÷àÿ êîýôôèöèåíòû äàííûõ çàâèñèìîñòåé ÷åðåç Ci , ìîæíî çàïèñàòü
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2

2

2 1 (10)

Èç âûðàæåíèÿ (10) îðèãèíàë x t( ), èìåþùèé äèôôåðåíöèàëüíûé ñïåêòð
X k( ), òåïåðü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ðÿäà

x t C S ti

i

i( ) ( ).�
�

�

�
0

(11)

Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçü êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîì áàçèñå è
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ Ci â áàçèñå ñìåùåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà
{ ( )}S ti ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìóëû (9)–(11).

Ïðåèìóùåñòâî ðàçëîæåíèÿ ïî ñìåùåííûì ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà â
ñìûñëå ñõîäèìîñòè ðÿäà ïåðåä ðàçëîæåíèåì ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà ïåð-
âîãî ðîäà ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â çàïèñè ñìåùåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðèñóòñòâóþò
âñå ñòåïåíè t, à â çàïèñè ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîãî ðîäà – òîëüêî ëèáî ÷åòíûå,
ëèáî íå÷åòíûå ñòåïåíè, ò. å. â ïåðâîì ñëó÷àå êîððåêöèè ïîäâåðãàþòñÿ âñå
÷ëåíû ïîëó÷åííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà, à âî âòîðîì – ëèøü ïîëîâèíà. Ïîêàæåì
ýòî íà ïðèìåðå òîé æå ôóíêöèè ln( )1� t ïðè n � 6. Ïðîèçâåäÿ ðàçëîæåíèå ïî
ñìåùåííûì ïîëèíîìàì ×åáûøåâà, ïîëó÷èì

x t S t S t S t S5 0 1 2
3

30 34 0 314 0 048 5 53 10( ) , ( ) , ( ) , ( ) , (� � � � � � t) �

� � � � � �� � �3 42 10 5 86 10 8 14 103
4

4
5

5
6, ( ) , ( ) , ( ).S t S t S t

Ïðè ñðàâíåíèè ïîëó÷åííîé çàâèñèìîñòè ñ âûðàæåíèåì (8) âèäíî, ÷òî âå-
ëè÷èíà êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî ñìåùåííûì ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà
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óáûâàåò çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î áîëåå âûñîêîé ñêîðî-
ñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Â ôîðìóëå ïåðåõîäà ê êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ â ÷åáûøåâñêîì áàçè-
ñå (3) çíà÷åíèå Í ïðèñóòñòâóåò, â òî âðåìÿ êàê â ôîðìóëå (10) çíà÷åíèå ìàñø-
òàáíîé ïîñòîÿííîé íå ó÷èòûâàåòñÿ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëî-
æåíèÿ ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà çàâèñÿò îò H, à êîýôôèöèåí-
òû ðàçëîæåíèÿ ïî ñìåùåííûì ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà ïðè èçìåíåíèè Í
ïîñòîÿííû. Çíà÷åíèå Í ó÷èòûâàåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèé ìíîãî÷ëå-
íîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà, ò. å. íà ñàìîì ïîñëåäíåì
ýòàïå.

Åñëè âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå (10) ïîñëåäíèé êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ â
÷åáûøåâñêîì áàçèñå, òî îí áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò îäíîãî êîýôôèöèåíòà
ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîì áàçèñå. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî êîýôôè-
öèåíòà ðàçëîæåíèÿ ïî ñìåùåííûì ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà ôîðìóëà (10)
ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

C X nn
n� �( ) .22 1 (12)

Ïðè ñðàâíåíèè ôîðìóë (12) è (4) äëÿ ïîñëåäíåãî êîýôôèöèåíòà ðàçëîæå-
íèÿ ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà ïîñëåäíåé
äèñêðåòû â áàçèñå ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà áóäåò âñåãäà â 2n ðàç

áîëüøå, ÷åì âåëè÷èíà ïîñëåäíåé äèñêðåòû â áàçèñå ñìåùåííûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ×åáûøåâà, òàê êàê

X n

X n
n

n
n( )

( )
.

2

2

1

2 1

2
�

�

�

Èòàê, ëó÷øàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè ïîëó÷àåòñÿ ïðè îòáðàñûâàíèè
÷ëåíîâ ðÿäà íå â ñòåïåííîì áàçèñå, à â áàçèñàõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Ïðè îòáðàñûâàíèè ÷ëåíà ðÿäà ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â ñòåïåííîì áàçèñå
îñòàëüíîå âûðàæåíèå íå èçìåíÿåòñÿ, â òî âðåìÿ êàê âî âòîðîì ñëó÷àå çà ñ÷åò
ñïåöèôèêè áàçèñîâ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðîèñõîäèò êîððåêöèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ñòåïåííîãî ðÿäà, îáðàçóþùåãîñÿ ïóòåì ïîäñòàíîâêè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ áàçèñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ò. å. ñ ïîíèæåíèåì ñòåïåíè ôóíêöèè àâòî-
ìàòè÷åñêè êîððåêòèðóþòñÿ êîýôôèöèåíòû ñ ìåíüøèìè ñòåïåíÿìè.

Ïðîáëåìà öåëåñîîáðàçíîñòè ïåðåõîäà äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ê äðóãèì ïîëèíîìèàëüíûì áàçèñàì. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èñ-
ñëåäîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ áàçèñîâ. Îäíàêî âîïðîñ îá
èõ èñïîëüçîâàíèè â ìåòîäå äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äî ñèõ ïîð
îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Îáùèé ïðèíöèï ïåðåõîäà ê äðóãèì áàçèñàì ðàçðàáîòàí
â [4] íà ïðèìåðàõ áàçèñîâ ×åáûøåâà, Ëàããåðà, Ëåæàíäðà, Äèðèõëå è ò. ä. Íî
äàëåêî íå ëþáàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê âîçðàñòàíèþ ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà èëè óïðîùåíèþ âîññòàíîâëåíèÿ âðåìåííîé ôóíê-
öèè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå áîëüøèíñòâî îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé â äèôôåðåíöè-
àëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðèìåíÿòü íåëüçÿ, íàïðè-
ìåð ïåðåõîä ê áàçèñàì ìíîãî÷ëåíîâ Ëàããåðà.

Äëÿ ïåðåõîäà â áàçèñ ïîëèíîìîâ Ëàããåðà
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íåîáõîäèìî çàðàíåå èìåòü îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî äèñêðåò äèôôåðåíöè-
àëüíîãî ñïåêòðà, òàê êàê äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî êîýôôèöèåíòà Ci èñïîëü-
çóåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî äèñêðåò èñõîäíîãî áàçèñà – ïðîèçâîäèòñÿ àï-
ïðîêñèìàöèÿ çàðàíåå èçâåñòíîãî ñèãíàëà [4]

C X ki

k

m j

j

i
k j

j i j
�

� �
� �

� �

�0
2

0

1
( ) ,

( ) ( )!

( !) ( )!
(13)

ãäå m – ìàêñèìàëüíîå èçâåñòíîå ÷èñëî äèñêðåò äèôôåðåíöèàëüíîãî ñïåêòðà.
Ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ Ci ïî ôîðìóëå (13) èç-çà íàëè÷èÿ áîëü-

øèõ ôàêòîðèàëîâ íàêàïëèâàåòñÿ îøèáêà, êîòîðàÿ, êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà,
íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äèñêðåòû âûøå 11–13 ïîðÿäêîâ ñ ïðèåìëåìîé ïî-
ãðåøíîñòüþ. Äèôôåðåíöèàëüíî-òåéëîðîâñêèé ñïåêòð ýêñïîíåíòû e� t â

ñðàâíåíèè ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ â áàçèñå Ëàããåðà èçîáðàæåí íà
ðèñ. 3. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ñêîðîñòü óáûâàíèÿ äèñêðåò íàìíîãî âûøå, ÷åì â
äèôôåðåíöèàëüíîì ñïåêòðå, âåëè÷èíà äèñêðåò íà÷èíàåò óáûâàòü òîëüêî ïî-
ñëå ÷åòâåðòîé. Ýòî ïðèâîäèò ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì âîññòàíîâëåíèÿ èñ-
õîäíîé ôóíêöèè â íà÷àëå èíòåðâàëà àïïðîêñèìàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä â áàçèñ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ Ëàããåðà íå
äàåò îñîáûõ ïðåèìóùåñòâ âñëåäñòâèå âû÷èñëåíèÿ âñåõ äèñêðåò äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî ñïåêòðà è áîëüøîé ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòà ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàç-
ëîæåíèÿ.

Ýòîò ïðèìåð óáåæäàåò â íåîáõîäèìîñòè ïðîâåäåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëå-
äîâàíèé ïðîáëåìû ïåðåõîäà ê ðàçëè÷íûì áàçèñàì ñ îáÿçàòåëüíîé îöåíêîé
ïîãðåøíîñòè ïîëó÷àåìîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Çàêëþ÷åíèå. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è àï-
ïðîêñèìàöèè ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê ÷åáûøåâñêèì ïîëèíîìèàëüíûì áàçè-
ñàì äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî, ïîñêîëüêó ýòî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ñõîäèìî-
ñòè ðÿäà, â âèäå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå. Ðàçëîæåíèå ïî ñìåùåííûì
ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíî. Â ÷åáûøåâñêèõ áàçèñàõ
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Ðèñ. 3. Äèôôåðåíöèàëüíûé ñïåêòð X k( ) ôóíêöèè e� t ïðè H � 9 è êîýôôèöèåíòû Ci äëÿ áà-

çèñà Ëàããåðà



ìîæíî îöåíèâàòü òî÷íîñòü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè, ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿ
äèñêðåòû, òàê êàê âåëè÷èíà ÷åáûøåâñêèõ äèñêðåò ïîñòîÿííî óìåíüøàåòñÿ ñ
óâåëè÷åíèåì èõ íîìåðà. Ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê ÷åáûøåâñêèì
ïîëèíîìèàëüíûì áàçèñàì ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñ÷åòà ñèñòåì áîëüøèõ
ïîðÿäêîâ, ðåøåíèå êîòîðûõ îáû÷íûì ñïîñîáîì çàòðóäíèòåëüíî.
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