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Ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð ïóáëèêàöèé ïî ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ è ñèíòåçà
ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì. Ïðèâåäåíû ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-
äåëè òàêèõ ñèñòåì. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî âîïðîñó óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì
ïðè ïðîèçâîëüíûõ è îãðàíè÷åííûõ ïåðåêëþ÷àþùèõ ñèãíàëàõ. Ïîêàçàíà ñâÿçü
ïåðåêëþ÷àåìûõ è íå÷åòêèõ ñèñòåì. Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ñèíòåçó
ïåðåêëþ÷àþùèõñÿ ðåãóëÿòîðîâ è íàáëþäàòåëåé ñîñòîÿíèÿ.

Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
îïèñàíèþ ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ ìîäåëÿìè ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì. Ýòî îáú-
ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìíîãèå ñèñòåìû ñîñòîÿò èç ïîäñèñòåì, ïåðåêëþ÷àþùèõñÿ
â çàâèñèìîñòè îò ðàçíûõ ôàêòîðîâ âíåøíåé ñðåäû. Íåêîòîðûå èç òàêèõ ñèñ-
òåì îáñóæäàþòñÿ â [1–3].

Íàèáîëåå ïîëíî ðåàëüíûå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ íåëèíåéíûìè ìîäå-
ëÿìè, íàïðèìåð íåëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Íåëèíåé-
íûå õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû êóñî÷íî-ëèíåéíûìè
ôóíêöèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, íåëèíåéíûå ñèñòåìû ñ çàäàííîé ñòåïåíüþ ïðè-
áëèæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîâîêóïíîñòè ïåðåêëþ÷àåìûõ ïî îïðå-
äåëåííûì çàêîíàì ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü íåëèíåé-
íûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû êàê âèä ïåðåêëþ÷àåìûõ èëè ëîãèêî-äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì.

Äðóãîé êëàññ ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåêëþ÷àþùèì-
ñÿ óïðàâëåíèåì. Ìåòîäû óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïåðåêëþ÷åíèè ðåãóëÿ-
òîðîâ, øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â àäàïòèâíûõ ðîáàñòíûõ ñèñòåìàõ [4–9]. Ýòî
ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû è óëó÷øèòü ïåðå-
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õîäíûå õàðàêòåðèñòèêè [9–11]. Âàæíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ îáóñëîâ-
ëåíà ñóùåñòâîâàíèåì ñèñòåì, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü àñèìïòîòè÷åñêè ñòàáè-
ëèçèðóåìû åäèíñòâåííûì íåïðåðûâíûì çàêîíîì óïðàâëåíèÿ, ðåàëèçîâàí-
íûì ïî îáðàòíîé ñâÿçè [12]. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåêëþ÷àåìûå ñèñòåìû ïîÿâ-
ëÿþòñÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ: âî-ïåðâûõ, êîãäà ñóùåñòâóþò ðåçêèå èçìåíåíèÿ â
ñòðóêòóðå èëè ïàðàìåòðàõ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, âîçíèêàþùèå èç-çà îòêà-
çîâ èëè ðåìîíòîâ, èçìåíåíèé â îêðóæàþùåé ñðåäå èëè ïîäñèñòåìàõ, è, âî-
âòîðûõ, êîãäà â íåïðåðûâíûõ ñèñòåìàõ èñïîëüçóåòñÿ ïåðåêëþ÷àþùèéñÿ ðå-
ãóëÿòîð [13]. Ïåðåêëþ÷àåìûå ñèñòåìû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè óïðàâëå-
íèè ìåõàíè÷åñêèìè è àâòîìîáèëüíûìè ñèñòåìàìè, êóðñîì è äâèæåíèåì âîç-
äóøíîãî òðàíñïîðòà, òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè â ïåðåêëþ÷àþùèõñÿ
ïðåîáðàçîâàòåëÿõ ìîùíîñòè, â èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ àâ-
òîìîáèëüíûì òðàíñïîðòîì, ðîáîòàìè è ò. ä. Òàêèå ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ â
êà÷åñòâå ìîäåëåé â òåîðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì è ñèñòåì óïðàâëåíèÿ.

Â ïðåäëàãàåìîì îáçîðå ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì, ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-
íèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè è ïðîåêòèðîâàíèÿ.

1. Ìîäåëè ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì. Â òåîðèè óïðàâëåíèÿ õîðîøî èçâå-
ñòíà èäåÿ ïåðåêëþ÷åíèé. Ïåðåêëþ÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ïðè ðîáàñòíîì è àäàïòèâíîì óïðàâëåíèÿõ [5, 6, 13]. Â
[14, 15] ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó íåñêîëüêèìè àäàïòèâíûìè ìîäåëÿìè ïðèìå-
íåíî äëÿ óëó÷øåíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà â àäàïòèâíîé ñèñòåìå óïðàâëå-
íèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ïîïóëÿðíîñòü ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìîæåò ìîäåëèðîâàòüñÿ ëþáàÿ íåëèíåé-
íàÿ ñèñòåìà. Ïåðåêëþ÷àåìàÿ ñèñòåìà, äèíàìèêà êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ ïðè ïå-
ðåõîäå îò îäíîé ëèíåéíîé ìîäåëè ê äðóãîé, àïïðîêñèìèðóåò äèíàìèêó íåëè-
íåéíîé ñèñòåìû. Ðåãóëÿòîðû, ðàññ÷èòàííûå äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ ìîäåëåé,
â ñîâîêóïíîñòè ñîñòàâëÿþò ïåðåêëþ÷àþùèéñÿ ðåãóëÿòîð äëÿ íåëèíåéíîé
ñèñòåìû.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â ëèòåðàòóðå îïðå-
äåëåíèé òåðìèíà «ïåðåêëþ÷àåìàÿ ñèñòåìà». Â [13] ïåðåêëþ÷àåìûìè íàçû-
âàþòñÿ ñèñòåìû, äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè è/èëè óïðàâëÿþùèå âîçäåé-
ñòâèÿ êîòîðûõ èçìåíÿþòñÿ (èëè ïåðåêëþ÷àþòñÿ) ïî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó.
Â [16] ïîä ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìîé ïîíèìàþò ãèáðèäíóþ äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ ïî âðåìåíè ïîäñèñòåì è ïðà-
âèëà, êîòîðîå «ðóêîâîäèò» ïåðåêëþ÷åíèÿìè ìåæäó ýòèìè ïîäñèñòåìàìè. Òà-
êèì îáðàçîì, ïåðåêëþ÷àåìûå ñèñòåìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé ãèáðèäíûõ ñèñòåì. Ïðèñóòñòâèå â ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåìàõ äèíàìè-
÷åñêîé è ëîãè÷åñêîé ÷àñòåé îáúÿñíÿåò äðóãîå íàçâàíèå ýòîãî êëàññà – ëîãèêî-
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Â [17, 18] äàíî åãî îïðåäåëåíèå: ðåàëüíûå îáúåêòû è
òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû ñ ìíîãîöåëåâûì õàðàêòåðîì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
íàçûâàþòñÿ ëîãèêî-äèíàìè÷åñêèìè. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíîé ëî-
ãèêî-äèíàìè÷åñêîé, åñëè îïèñûâàþùèå åå ñîîòíîøåíèÿ ñîäåðæàò àíàëèòè-
÷åñêèå, ëîãè÷åñêèå è èíòåðâàëüíûå çàâèñèìîñòè. Â ðàáîòå [13] ðàññìîòðåíà
ñâÿçü ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì ñ íå÷åòêèìè è ñïåöèàëüíûì êëàññîì õàîòè÷å-
ñêèõ ñèñòåì.

1.1. Ïåðåêëþ÷àåìûå ñèñòåìû êàê ìîäåëè òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñëîæíûå
ñèñòåìû (ëåòàòåëüíûå àïïàðàòû, òðàíñïîðòíûå ñèñòåìû è ò. ä.) èìåþò íå-
ñêîëüêî ðàáî÷èõ ýòàïîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ ñ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ. Íàïðèìåð, îñíîâíîå óðàâíåíèå ìîäåëè òðàíñìèññèè àâòîìîáèëÿ
èçìåíÿåòñÿ ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè. Ñèñòåìà êîíäèöèîíèðî-
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âàíèÿ âîçäóõà èçìåíÿåò ñâîþ äèíàìèêó íà çàäàííîé òåìïåðàòóðå, ïåðåõîäÿ
îò îõëàæäåíèÿ ê íàãðåâó è íàîáîðîò. Ìíîãèå ñîâðåìåííûå óñòðîéñòâà ñîäåð-
æàò ëîãè÷åñêèå ýëåìåíòû, âûïîëíÿþùèå ôóíêöèþ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ äàæå
â ïðîñòåéøèõ öåïÿõ óïðàâëåíèÿ (íàïðèìåð, âëîæåííûå ñèñòåìû) [19]. Íà
êàæäîì ðàáî÷åì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ ìîäåëü ñèñòåìû, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòî-
ðîé âûðàáàòûâàåòñÿ óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå. Ñëåäîâàòåëüíî, â òàêèõ ñèñ-
òåìàõ è ìîäåëü îáúåêòà, èñïîëüçîâàííàÿ äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ, è ñàì ðåãóëÿ-
òîð èçìåíÿþòñÿ èëè ïåðåêëþ÷àþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàáî÷åãî ýòàïà.

Ñïåöèôèêà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îïðåäåëÿåò ðàçíûå ïîäõîäû ê ìîäå-
ëèðîâàíèþ ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ [13].

Ï ð è ì å ð 1. Ñòîëêíîâåíèå. Ðàññìîòðèì âåðòèêàëüíîå è ãîðèçîí-
òàëüíîå äâèæåíèå øàðà ìàññîé m â ïîìåùåíèè, ãäå óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè
ðàâíî g.Ïóñòü x è y – ãîðèçîíòàëüíîå è âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå øàðà, à vx è
vy – ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêà
çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

� , � , � , � .x y mgx x y y� � � � �v v v v0

Ïðè óäàðå îá îäíó èç ãðàíèö{( , ) | }x y y y d� �0 èëè â ïåðåìåííàÿ vy íåìåä-
ëåííî ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ��vy , ãäå �� [ , ].0 1 Àíàëîãè÷íî ïðè ñòîëêíîâå-
íèè ñ äðóãîé ãðàíèöåé {( , ) | }x y x x d� �0 èëè ø ïåðåìåííàÿ vx ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå ��vx . Çäåñü íåïðåðûâíîå ñîñòîÿíèå x èçìåíÿåòñÿ «ñêà÷êîì» ïðè
ïîïàäàíèè â çàäàííóþ ïîãðàíè÷íóþ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé [19].

Ï ð è ì å ð 2. Íåãîëîíîìíûé èíòåãðàòîð. Ðàññìîòðèì íåãîëîíîì-
íûé èíòåãðàòîð ñ äèíàìèêîé

� ( ) ( ), ( ) .x g x u x g x

x x
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1 0

0 1

2 1

Ïóñòü � �i i, , ... , ,1 4 – íåêîòîðûå îáëàñòè â R
3. Â êàæäîé îáëàñòè �i ñèãíàë

óïðàâëåíèÿ u x( ) èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: u u xi� ( ), ãäå x i�� . Íà-
áîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ( ( )),u xi ñòàáèëèçèðóþùèõ ñèñòåìó, îïðåäå-
ëåí â ðàáîòå [20].

Ï ð è ì å ð 3. Òðàíñìèññèÿ àâòîìîáèëÿ. Ðàññìîòðèì óïðîùåííóþ
ìîäåëü ñèñòåìû òðàíñìèññèè [17]:

� , � [ ( ) ],x x x a x u1 2 2 2� � � �v

ãäå x1 – ñêîðîñòü äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè; x2 – ÷èñ-
ëî îáîðîòîâ â ìèíóòó âàëà äâèãàòåëÿ;{ [ , ]}u� 0 1 – ïîëîæåíèå äðîññåëüíîé çà-
ñëîíêè; v�{ , , , }1 2 3 4 – ïîëîæåíèå ïåðåêëþ÷àòåëÿ ïåðåäà÷è. Ôóíêöèÿ a ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëîæèòåëüíîé äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî àðãóìåíòà.

Èçìåíåíèå äèíàìèêè ñèñòåì â ïðèìåðàõ 1 è 3 ìîæåò ìîäåëèðîâàòüñÿ êàê
èçìåíåíèå ïàðàìåòðà ñèñòåìû, à â ïðèìåðå 2 – êàê èçìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ
óïðàâëåíèÿ, çàâèñÿùèõ îò âåêòîðà ñîñòîÿíèé. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå âèäû ïå-
ðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì [19]. Ñ äâîéñòâåííîé ïðèðîäîé ïåðåêëþ÷åíèé ñâÿçàíû
îñíîâíûå ïðîáëåìû ìîäåëèðîâàíèÿ, à èìåííî ìîäåëü ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòå-
ìû äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî îáùåé, ÷òîáû îõâàòèòü áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå
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ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, è, êðîìå òîãî, ñòðóêòóðíî äîñòàòî÷íîé, ÷òîáû ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé ðàáîòîñïîñîáíóþ ìîäåëü [21].

1.2. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè. Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ëèíåéíûõ ïåðåêëþ÷à-
åìûõ ñèñòåì. ×àñòî èñïîëüçóåìàÿ îáùàÿ ìîäåëü [13] çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè
óðàâíåíèÿìè:

� ; ( , ),x A x i s x ii� �� (1)

ãäå Ai
n n� 

R ; x n�R ; s n: R  �� � è� �{ ,... , }.1 N Çäåñü s( )� – ôóíêöèÿ, êî-

òîðàÿ îïðåäåëÿåò ìîìåíò èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ i, ÿâëÿþùåãîñÿ èíäåêñîì ðà-
áî÷åãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ñèñòåìà èç ïðèìåðà 1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
óðàâíåíèÿìè (1), â êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ñèãíàë óïðàâëåíèÿ u.

Äèñêðåòíûé àíàëîã ìîäåëè (1) ïðèâåäåí â [16]. Ìîäåëü çàäàíà óðàâíå-
íèåì âèäà

x k A x kk( ) ( ),( )� �1 � (2)

ãäå� – ôóíêöèÿ îò íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë êîíå÷íîãî èíäåêñíîãî ìíî-
æåñòâà P.

Ïðîäîëæàÿ ïðåäñòàâëåíèå êëàññà ëèíåéíûõ ìîäåëåé, ðàññìîòðèì âàðè-
àíò, â êîòîðîì ó÷òåíû èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû,
ïîðîæäåííûå ïåðåêëþ÷åíèÿìè óïðàâëåíèÿ:

� ; , ( , ),x Ax Bu u K x i s x ii� � � �� (1à)

ãäå A n n� 
R ; x n�R ; B n m� 

R ; u m�R . Ñðàâíèâàÿ (1à) ñ óðàâíåíèÿìè (1),

âèäèì, ÷òî A A BKi i� � è u u xi� ( ) è ÷òî îíè çàâèñÿò îò ôóíêöèè s( ).� Â îá-
ùåé ôîðìå ìîäåëü (1à) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

� ( ) ( ) ; ( ), ( , ),x f x g x u u u x i s x ii� � � �� (3)

ãäå f n n( ): ;� �R R x n�R ; g n m( ) ;� � 
R u m�R . Äàííóþ ìîäåëü ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü äëÿ çàïèñè ñèñòåìû, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 2. Äîïóñòèì, ÷òî
ôóíêöèÿ s( )� â (3) ïåðåäàåò óïðàâëåíèå i-ìó ðåãóëÿòîðó, êîãäà ñîñòîÿíèå x
íàõîäèòñÿ â îáëàñòè, îïðåäåëåííîé�i.Òîãäà ñèãíàë óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü
îïèñàí óðàâíåíèÿìè

u x u x S x S x
x

x
i

i

m

i i
i

i

( ) ( ) ( ), ( )
, ,

, ,
� �

� �

� �
�
�
��

�
1

1

0

ãäå S xi ( ) – õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê èç îáëàñòè �i.
Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó èç ïðèìåðà 3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèìè óðàâ-
íåíèÿìè:

� ( , ), ( , ),x f x p p s x p� ��

ãäå p – âåêòîð ïàðàìåòðîâ, êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí v – ïåðåìåííîé, îïèñûâàþ-
ùåé ïîëîæåíèå ïåðåêëþ÷àòåëÿ ñêîðîñòåé.

74



Â [16] ïðèâåäåíà äðóãàÿ ìîäåëü íåëèíåéíîé ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû:

� ( ).x f x� � (4)

Ñèñòåìà (4) ñîñòîèò èç ïîäñèñòåì âèäà � ( ),x f x� � ãäå � : [ , )0 � � P ÿâëÿåòñÿ
êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé âðåìåíè, íàçûâàåìîé ñèãíàëîì ïåðåêëþ÷å-
íèÿ (P – èíäåêñíîå ìíîæåñòâî); { : }f� ��P – ñåìåéñòâî äîñòàòî÷íî ðåãóëÿð-
íûõ ôóíêöèé èç R

n â R
n, êîòîðûå ïàðàìåòðèçîâàíû ìíîæåñòâîì P. Â îñîáûõ

ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå � â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò çàâèñåòü îò t èëè x t( ),
èëè îò òîãî è äðóãîãî ëèáî ìîæåò ãåíåðèðîâàòüñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå
ñëîæíûõ ïîäõîäîâ, òàêèõ êàê ãèáðèäíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ñ ïàìÿòüþ â êîíòóðå.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèé ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (4) èçìå-
íÿåòñÿ ïëàâíî, ò. å. ðåøåíèå x( )� âñþäó íåïðåðûâíî. Çàìåòèì, ÷òî â êîíöåï-
öèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ òðåáóþòñÿ áåñêîíå÷íî áûñòðûå ïåðåêëþ÷åíèÿ
(äðåáåçã, ðàáîòà â âèáðàöèîííîì ðåæèìå), êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå íå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ. Ìíîæåñòâî Ð ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì (÷àñòî îãðàíè÷åííûì)
ïîäìíîæåñòâîì êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

1.3. Ñâÿçü ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì ñ ãèáðèäíûìè è íå÷åòêèìè ñèñòåìà-
ìè. Â ðàáîòå [22] ïðèâåäåíî îñíîâíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ïåðåêëþ÷àåìûìè è
ãèáðèäíûìè ñèñòåìàìè. Ãèáðèäíûå ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñèñòåìû, â
êîòîðûõ ïðàâèëî ïåðåêëþ÷åíèé çàâèñèò îò ïðåäûäóùèõ ìîäåëåé, â òî âðåìÿ
êàê â ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåìàõ âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà íåêîòîðûõ óñëîâèé â
òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè è íå ó÷èòûâàþòñÿ ïðåäûäóùèå ñâîéñòâà ñèñòåìû.
Îäíàêî åñòü èññëåäîâàíèÿ, ãäå äàííîå ðàçëè÷èå íå ó÷èòûâàåòñÿ, íàïðèìåð
[21].

Èíîãäà íåâîçìîæíî îïèñàòü ñèñòåìó îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè, íî ìîæíî ïîëó÷èòü íåôîðìàëèçîâàííîå îïèñàíèå ïîâå-
äåíèÿ ñèñòåìû, îñíîâàííîå íà îïûòå ÷åëîâåêà-îïåðàòîðà. Â ýòîì ñëó÷àå èñ-
ïîëüçóþòñÿ íå÷åòêèå ìîäåëè. Îïèñàíèå ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ïðàâèë âèäà
«åñëè…, òî», ïðåäñòàâëÿþùèõ îòíîøåíèÿ ìåæäó âõîäîì è âûõîäîì ñèñòå-
ìû. Íå÷åòêèå ñèñòåìû ìîãóò áûòü çàäàíû â âèäå ñîâîêóïíîñòè ëèíåàðèçî-
âàííûõ ïîäñèñòåì, êàæäîé èç êîòîðûõ ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè ïðè-
íàäëåæíîñòåé. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò ïîëíîñòüþ îáëàäàåò
îïðåäåëåííûì ñâîéñòâîì, òî çíà÷åíèå åãî ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ðàâíî
1, à åñëè ñâîéñòâî îòñóòñòâóåò, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè – 0.
Îñíîâíîé çàäà÷åé ïðîåêòèðîâàíèÿ ïåðåêëþ÷àþùèõñÿ ðåãóëÿòîðîâ ÿâëÿåòñÿ
óñòàíîâëåíèå ãðàíèöû ðåøåíèÿ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ôóíêöèè
ïðèíàäëåæíîñòè 0,5. Ïåðåêëþ÷àåìàÿ ñèñòåìà, ïîñòàâëåííàÿ â ñîîòâåòñòâèå
íå÷åòêîé ñèñòåìå, áóäåò èìåòü äðåáåçã â ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ èëè ñèãíàëå
óïðàâëåíèÿ, ò. å. âûõîäíîé ñèãíàë ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû íå áóäåò òî÷íî
ñîâïàäàòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñèãíàëîì íå÷åòêîé ñèñòåìû. Â ñâîþ î÷åðåäü,
íå÷åòêàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ñïðîåêòèðîâàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî åå âûõîä-
íîé ñèãíàë áóäåò òî÷íî ñîâïàäàòü ñ âûõîäíûì ñèãíàëîì èñõîäíîé ïåðåêëþ-
÷àåìîé ñèñòåìû ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè.

Â [20] ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåêëþ÷åíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ñòàáè-
ëèçàöèè íåãîëîíîìíîãî èíòåãðàòîðà, íî ïðè ýòîì â ñèãíàëå óïðàâëåíèÿ ïðè-
ñóòñòâóåò äðåáåçã. Íàîáîðîò, â íå÷åòêèõ ñèñòåìàõ äîñòèãàåòñÿ ñãëàæèâàíèå
ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ. Â [13] ðàññìîòðåíà ñâÿçü ìåæäó ïåðåêëþ÷àåìûìè è
íå÷åòêèìè ñèñòåìàìè, èññëåäîâàíî ïîäîáèå îáåèõ ñèñòåì â ðàìêàõ îïðåäå-
ëåííûõ äîïóùåíèé è ïðåäëîæåíû ìåòîäû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåêëþ÷àåìûõ
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ñèñòåì â íå÷åòêèå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðàâèëà ïåðåêëþ÷åíèÿ â ñèñòåìàõ ñâÿ-
çàíû ñ ôóíêöèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêèõ ñèñòåì.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïåðåõîäà îò ñèñòåìû îäíîãî âèäà ê äðóãîìó. Ïåðåêëþ-
÷àåìîé ñèñòåìå (1) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íå÷åòêóþ ìîäåëü, îïè-
ñûâàåìóþ óðàâíåíèåì

x k x k A x kl

l

r

l( ) ( ( )) ( ),� �
�
�1

1

�

ãäå Al
n n� 

R ; x k n( ) ;�R l r�1,... , ; � l x k( ( )) – áàçèñíûå ôóíêöèè, çàäàííûå

óðàâíåíèåì

� � �
�

�
l

P

P
i

r P F
i

x k x kl

i

l i
l

x k

x k

( ( )) , ( ( ))
( ( ))

( ( ))

�

�

�

�

�

1

1

n

x k� ( ( )).

Â [13] òàêæå ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ñèñòåì ñ íå÷åòêèì è ïåðåêëþ÷àþùèì-
ñÿ ðåãóëÿòîðàìè íà ïðèìåðå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

� ( ) ( ) ,x f x g x u� �

ãäå f x n n( ): ;R R� x n�R ; g x n n m( ): ;R R�  u m�R . Êðîìå òîãî, àíàëè-

çèðóþòñÿ çàìêíóòûå ñèñòåìû áåç óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ â ÿâíîì âèäå.
Ìîäåëü äëÿ ïåðåêëþ÷àþùåãîñÿ ðåãóëÿòîðà çàäàíà óðàâíåíèåì

u x u x S x S x
x

x
S S

i

r

i i
i

i
i

( ) ( ) ( ), ( )
, ,

, ,
� �

� �

� �
�
�
��

�
1

1

0 (5)

ãäå S xi ( ) – õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ; u x
S Si

( ) – ñîîòâåòñòâóþùèé ðåãóëÿ-

òîð äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê â îáëàñòè � �i
n

R ; r – îáùåå ÷èñëî îáëàñòåé. Íå-

÷åòêàÿ ñèñòåìà òèïà Òàêàãè – Ñóãåíî, â êîòîðîé áàçà ïðàâèë èìååò óòâåðæäå-
íèÿ «åñëè…, òî», âûáðàíà â âèäå

� �j j n n j FLSx F x F u u x
j

: ( ) ... ( ) ( ),, ,IF is AND AND is THEN1 1

ãäå Fi j, – ëèíãâèñòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, îïðåäåëåííûå íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì
�F i ji j,

( ):
~

;,� � � R u xFLS j
( ) – âûõîä íå÷åòêîãî ðåãóëÿòîðà â ñîîòâåòñòâèè ñ

ïðàâèëîì � j ;
~

.,� �i j R Åñëè íå÷åòêèå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè,

ïîñòîÿííûìè è ïîëíûìè, òî äëÿ ïîëíîé áàçû ïðàâèë ñóììà ðåçóëüòàòîâ
ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòåé â ÷àñòè óñëîâèé (ïðåäïîñûëîê) ðàâíà 1. Ñîãëàñ-
íî ýòîìó óñëîâèþ ïðè èñïîëüçîâàíèè óìíîæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà âûâîäà, ñëî-
æåíèÿ äëÿ àãðåãèðîâàíèÿ ïðàâèë, öåíòðà òÿæåñòè äëÿ äåôàçèôèêàöèè âû÷èñ-
ëåííûõ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ âûõîä íå÷åòêîãî ðåãóëÿòîðà ìîæíî îïèñàòü ñëå-
äóþùèì âûðàæåíèåì:

u x u x x x xFLS

j

r

F

k

n

jj j j k j
( ) ( ) ( ), ( ) ( ),

,
� �

�
� �

�
� �

1 1

� � � (6)
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ãäå r – ÷èñëî ïðàâèë â áàçå; �� j
x( ) – ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè, îïðåäåëÿþ-

ùàÿ ðàçäåëåííîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé äëÿ
~ ~

,,� � �
�
�j i j

i

n

1

êîòîðîå ÿâëÿåò-

ñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì. Ïðè ñðàâíåíèè ìîäåëåé (5) è (6) íàáëþäàåòñÿ
ðàçëè÷èå ìåæäó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé è ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíî-
ñòè, îïðåäåëÿþùèìè îáëàñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ. Â ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåìàõ ïå-
ðåõîä îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ê ñëåäóþùåìó ïðîèñõîäèò ñêà÷êîîáðàçíî, â òî
âðåìÿ êàê â íå÷åòêèõ ñèñòåìàõ ýòîò ïåðåõîä ñãëàæåí. Êðîìå òîãî, ìîæíî çà-
êëþ÷èòü, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòåé íå-
÷åòêèå ñèñòåìû ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê ïåðåêëþ÷àåìûì è íàîáîðîò. Â [13]
ïðåäëîæåíû äâà ïîäõîäà äëÿ ïåðåõîäà îò îäíîãî âèäà ñèñòåì ê äðóãîìó. Â îä-
íîì èç ïîäõîäîâ ïðèìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòè ïåðåêëþ-
÷åíèé, à â äðóãîì – ïðåîáðàçîâàíèå, óïðîùàþùåå àíàëèç, âûïîëíÿåìûé äëÿ
ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
âûðîæäåíèè ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè âûõîäû ïåðåêëþ÷àåìîé è ñîîòâåòñò-
âóþùåé íå÷åòêîé ñèñòåì òî÷íî ñîâïàäàþò.

Áëàãîäàðÿ ïîäîáèþ ìîäåëåé â òåîðèè íå÷åòêèõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò ðÿä
óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå ïîëó÷åíû ïóòåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ â íå÷åò-
êóþ îáëàñòü ðåçóëüòàòîâ, ñïðàâåäëèâûõ äëÿ ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì.

2. Óñòîé÷èâîñòü ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì. 2.1. Ïðîáëåìû â èññëåäîâà-
íèè óñòîé÷èâîñòè ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì. Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè
ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì âûäåëÿþòñÿ òðè çàäà÷è [16]. Ïåðâàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â
îïðåäåëåíèè óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû äëÿ ëþáîãî
ïåðåêëþ÷àþùåãî ñèãíàëà. Àêòóàëüíîñòü ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïîêàçàòü íà ñëå-
äóþùåì ïðèìåðå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåêò óïðàâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ðåãóëÿòîðîâ îä-
íîãî ñåìåéñòâà, êàæäûé èç êîòîðûõ ñïðîåêòèðîâàí äëÿ îïðåäåëåííîé çàäà-
÷è. ×åëîâåê-îïåðàòîð, íàõîäÿùèéñÿ íà âåðõíåì óðîâíå ïðèíèìàåò ðåøåíèå,
÷åðåç êàêîé ðåãóëÿòîð çàìêíóòü öåïü óïðàâëåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.
Óñòîé÷èâîñòü ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû ãàðàíòèðóåòñÿ îáû÷íî óäåðæàíèåì
êàæäîãî ðåãóëÿòîðà â êîíòóðå óïðàâëåíèÿ â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî äîëãîãî âðå-
ìåíè, îáåñïå÷èâàþùåãî çàòóõàíèå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Îäíàêî ñîâðåìåí-
íûå ñèñòåìû, óïðàâëÿåìûå êîíòðîëëåðàìè, äîïóñêàþò î÷åíü áûñòðûå òåì-
ïû ïåðåêëþ÷åíèé, êîòîðûå ïîðîæäàþò íåîáõîäèìîñòü ïðîâåðÿòü óñòîé÷è-
âîñòü ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû ïðè ïðîèçâîëüíûõ áûñòðûõ ñèãíàëàõ ïåðå-
êëþ÷åíèÿ.

Ïóñòü ïîäñèñòåìû èìåþò îáùóþ òî÷êó ðàâíîâåñèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò,
f� �( ) , .0 0� �P Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì (àñèìïòîòè÷åñêîé) óñòîé÷èâîñòè
ïðè ïðîèçâîëüíîì ïåðåêëþ÷åíèè ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
âñåõ îòäåëüíûõ ïîäñèñòåì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè�-ÿ ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà, òî
ïåðåêëþ÷àåìàÿ ñèñòåìà áóäåò íåóñòîé÷èâîé ïðè � �( ) .t � Íî óñòîé÷èâîñòè
âñåõ îòäåëüíûõ ïîäñèñòåì íåäîñòàòî÷íî. Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ
çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî âîçìîæíà íåóñòîé÷èâîñòü
èç-çà ïåðåêëþ÷åíèé àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ïîäñèñòåì. Âîçíèêàåò
âîïðîñ, êàêàÿ èç ñèñòåì áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé äëÿ îïðåäåëåí-
íûõ ïîëåçíûõ êëàññîâ ñèãíàëîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé
çàäà÷å.

Âòîðàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè êëàññîâ ñèãíàëîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ,
ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (4) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. ×àñòî íå îáîñíîâàíî
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èñêëþ÷åíèå ïîñòîÿííûõ ñèãíàëîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ, èìåþùèõ âèä � �( ) .t �
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå îòäåëüíûå ïîäñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâû, òî óñòîé÷èâîñòü ãàðàíòèðóåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìåäëåííûõ ïåðåêëþ-
÷åíèÿõ.

Òðåòüÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â êîíñòðóèðîâàíèè ñèãíàëà ïåðåêëþ÷åíèÿ,
êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (4). Ýòà çàäà÷à èìååò ñìûñë,
åñëè íè îäíà èç ïîäñèñòåì àñèìïòîòè÷åñêè íåóñòîé÷èâà. Êðîìå òîãî, äàííàÿ
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ áîëüøå çàäà÷åé ñèíòåçà, ÷åì çàäà÷åé óñòîé÷èâîñòè, íî ïðè
ýòîì âñå òðè çàäà÷è òåñíî ñâÿçàíû.

2.2. Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì ïðè ïðîèçâîëüíîì ïåðåêëþ÷åíèè. 2.2.1. Àíà-
ëèç óñòîé÷èâîñòè ìåòîäîì ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, èìåþ-
ùèõ îòíîøåíèå ê ïåðåêëþ÷àåìûì ñèñòåìàì, äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâî-
ñòè èñïîëüçóåòñÿ êîíöåïöèÿ îáùåé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà [15]. Äî ñèõ ïîð íåèç-
âåñòíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâà-
íèå îáùåé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, è, êàê çàìå÷åíî â [21], äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò
îêàçàòüñÿ íåðàçðåøèìîé. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãèå ðàáîòû â ýòîé
îáëàñòè íàïðàâëåíû íà îñîáûå ñëó÷àè, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê
ñïåöèôè÷åñêèì ñòðàòåãèÿì ïåðåêëþ÷åíèé, ñòàáèëèçèðóþùèì ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ
óðàâíåíèÿìè (1). Óñòîé÷èâîñòü ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû çàâèñèò íå òîëüêî
îò âåêòîðíûõ ïîëåé A xi , íî è îò èíäåêñà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàê êàê ñëó-
÷àé, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò ïåðåêëþ÷åíèÿ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì,
êàæäàÿ ìàòðèöà Ai äîëæíà áûòü óñòîé÷èâîé. Çàìåòèì, ÷òî ìîãóò ñóùåñòâî-
âàòü óñòîé÷èâûå ìàòðèöû A1 è A2 òàêèå, ÷òî ïðè íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ïåðåêëþ÷åíèé ïîëíàÿ ñèñòåìà îêàæåòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Âîçìîæíî è îá-
ðàòíîå, êîãäà äëÿ íåóñòîé÷èâûõ ìàòðèö A1 è A2 ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ
ñòðàòåãèÿ ïåðåêëþ÷åíèé, ïðè êîòîðîé ïîëíàÿ ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷è-
âîé [20]. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïà-
ðàòà èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì ïðè ïðîèçâîëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåêëþ÷åíèé. Â [13] ïðèâåäåíà òåîðåìà óñòîé÷èâîñòè
Ëÿïóíîâà äëÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû (LTI – Linear Time Invariant).

Òåîðåìà 1. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû �x Ax�
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà

A P PA QT � � � (7)

èìåëî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â âèäå ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäå-
ëåííîé ìàòðèöû P äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé
ìàòðèöû Q.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïåðåêëþ-
÷àåìîé ñèñòåìû, çàäàííîé óðàâíåíèåì (1), ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïåðåêëþ÷å-
íèÿõ [13].

Ëåììà. Ïåðåêëþ÷àåìàÿ ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, åñëè
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà P òàêàÿ, ÷òî V x x PxT( ) �
åñòü îáùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ âñåõ Ai , ò. å. äëÿ íåêîòîðûõ
ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûõ ìàòðèö Qi

A P PA Qi
T

i i� � � .
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàéòè îáùóþ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííóþ ìàòðè-
öó äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà ìàòðèö{ , ... , },A AN1 òî ìîæíî äîêàçàòü óñòîé÷è-
âîñòü ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû. Îïðåäåëåíèå òàêîé ìàòðèöû P äëÿ ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé òåìîé ìíîãèõ èññëåäîâàíèé [15, 23, 24]. Ñëå-
äóþùèå òåîðåìû óñòàíàâëèâàþò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî
{ , ... , }A AN1 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñòîé÷èâîñòè ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì íà
îñíîâå ëåììû.

Â [15] ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû, çàäàííîé
óðàâíåíèÿìè (1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà { , ... , },A AN1

îïðåäåëÿþùèå ïåðåêëþ÷àåìóþ ñèñòåìó, ïîïàðíî êîììóòèðóþò.
Òåîðåìà 2. Ðàññìîòðèì ïåðåêëþ÷àåìóþ ñèñòåìó (1) ñ { , ... , },A AN1 ãäå

âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, ò. å. ìàòðèöû Ai , àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû è ïî-
ïàðíî êîììóòèðóþò. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Ñèñòåìà ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà äëÿ ëþáîé ïðîèçâîëüíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïåðåêëþ÷åíèé ìåæäó ýëåìåíòàìè A A AN�{ , ... , }.1

2. Åñëè äàíà ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà P0 è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P PN1 , ... , ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîëîæèòåëüíî-îïðå-
äåëåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

A P P A P i Ni
T

i i i i� � � �� 1 1, , ... , , (8)

òî ôóíêöèÿV x x P xT
N( ) � áóäåò îáùåé ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ êàæäîé èíäè-

âèäóàëüíîé ñèñòåìû � , , ... , ,x A x i Ni� �1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèåé Ëÿïóíî-
âà äëÿ ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû (1).

3. Äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû P0 ìàòðèöû{ , ... , }A AN1 ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â
óðàâíåíèè (8) â ëþáîì ïîðÿäêå òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåêîòîðîå ðåøåíèå PN .

4. Ìàòðèöà PN ìîæåò âûáèðàòüñÿ òàêæå â èíòåãðàëüíîé ôîðìå:

P P dtN
A t A t A t A tN

T
N

T T

�
�

�
�

�

	



� � �

� � �e e e e e

0 0 0

0 1
2 2 1 1 1 1... A t A t

Ndt dtN N2 2

2

�

�
�
�

�

	





... ,e

ãäå ïåðåñòàíîâêè ìàòðèö { , ... , }A AN1 ìîãóò áûòü ëþáûìè, êàê â óòâåðæ-
äåíèè 3.

Åñëè äëÿ ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì íåâîçìîæíî íàéòè îáùóþ ôóíêöèþ
Ëÿïóíîâà, òî ïðèáåãàþò ê èñïîëüçîâàíèþ ñâîéñòâ äîïóñòèìûõ ñèãíàëîâ ïå-
ðåêëþ÷åíèÿ. Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì
èñïîëüçóþòñÿ ìíîæåñòâåííûå (èëè ñîñòàâíûå) ôóíêöèè Ëÿïóíîâà [13, 16].
Èäåÿ ñïîñîáà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1) äëÿ N � 2.Ïóñòü
V x x P xT

1 1( ) � è V x x P xT
2 2( ) � ÿâëÿþòñÿ ëÿïóíîâà-ïîäîáíûìè ôóíêöèÿìè

äëÿ ñèñòåì �x A x� 1 è �x A x� 2 ñîîòâåòñòâåííî, óìåíüøàþùèìèñÿ âäîëü òðàåê-
òîðèé â íåêîòîðîé îáëàñòè. Äîïóñòèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t �0 àêòèâíà
äèíàìèêà ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A1.Â ìîìåíò âðåìåíè, ðàâíûé
�

A1 1,
ñ, ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå ñèñòåìû è åå ñâîéñòâà îïèñûâàþòñÿ ìàò-

ðèöåé A2. Åñëè âðåìÿ îæèäàíèÿ îáðàòíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ â A1 îáîçíà÷èòü ÷å-
ðåç �A2 1, ñ, òî ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ ìåæäó
ïåðåêëþ÷åíèÿìè

� � � � ��{ , , , , ...}.
, , , ,A A A A

1 2 1 21 1 2 2
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå t t
j j A j A j� � �� 1 1 2

� �, , , ãäå t0 0� . Åñëè äëÿ ëþáîãî j

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

V t V t V t V tj A j A j j j A j j1 1 1 1 2 1 21 2 1
( ) ( ), ( ) (, , ,� � �� � � � �� � � � � A j2 , ),

òî ñèñòåìà áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, òàê êàê ñóùåñòâóåò òåíäåíöèÿ
óìåíüøåíèÿ èññëåäóåìîé ôóíêöèè. Ýòà èäåÿ ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà íà
ñëó÷àé N  2. Ñóùåñòâóåò ðÿä èññëåäîâàíèé äàííîé ïðîáëåìû. Íàïðèìåð, â
ðàáîòå [22] èñïîëüçîâàíû ìíîæåñòâåííûå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëèçà
óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó.

Ïîëó÷åíû òåîðåìû, îïðåäåëÿþùèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì, íàïðèìåð äëÿ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö êîýôôè-
öèåíòîâ ñèñòåìû [23].

Òåîðåìà 3. Åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà T n n� 
R òàêàÿ,

÷òî
~

,A TA Ti i� �1 i N�1,... , , åñòü âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò

ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà P, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (9).
Ñèñòåìû ñ ñèììåòðèçîâàííûìè ìàòðèöàìè Ai îáëàäàþò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:
Òåîðåìà 4. Ïóñòü óñòîé÷èâûå ìàòðèöû A AN

n n
1 , ... , � 

R ÿâëÿþòñÿ ñèì-

ìåòðèçîâàííûìè, ò. å. ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ, â ðåçóëüòàòå êî-
òîðîãî êàæäàÿ Ai ÿâëÿåòñÿ ïîäîáíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé. Òîãäà ñèñòåìà
(1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïåðåêëþ÷åíèÿõ [21].

Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ óñòîé÷èâûõ ìàòðèö A AN
n n

1 , ... , � 
R ñóùåñòâóåò

íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà T òàêàÿ, ÷òî

TA T S E S S Ei i i i i
T

i
� � � � �  1 0, , , .! !

Åñëè! äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ïåðåêëþ÷àåìàÿ ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî
óñòîé÷èâà [19].

Òåîðåìà 6. Ïóñòü N � 2è A A n n
1 2, ,� 

R òîãäà A A1 2, èìåþò îáùóþ êâàä-

ðàòè÷íóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà, åñëè è òîëüêî åñëè ìàòðèöû � �A A1 21� �( ) è
� �A A1 2

11� � �( ) óñòîé÷èâû äëÿ âñåõ �� [ , ].0 1 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðè-

âåäåíî â [25].
Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü è ñóùåñòâîâàíèå êâàäðàòè÷íîé îáùåé

ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ðîáàñòíîñòè â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè
ñîõðàíÿþòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. ×òî
êàñàåòñÿ âîçìóùåíèé âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû, òî ìîæíî ïîëó÷èòü
òî÷íûå ãðàíèöû, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýëåìåíòû, ëåæàùèå íèæå
äèàãîíàëè, ñ òåì ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ îáùàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ íåâîçìó-
ùåííîé ñèñòåìû îñòàâàëàñü îáùåé ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ âîçìóùåííîé
ñèñòåìû.

2.2.2. Îáðàòíûå òåîðåìû Ëÿïóíîâà. Ñóùåñòâîâàíèå îáùåé ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà ïðåäïîëàãàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïåðåêëþ÷àåìîé
ñèñòåìû åäèíîîáðàçíî äëÿ âñåãî íàáîðà ñèãíàëîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Îáðàòíàÿ
òåîðåìà Ëÿïóíîâà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé äîêàçàíà â [26]. Äëÿ
íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáðàòíàÿ òåîðåìà ñôîðìóëèðîâàíà â [1], à â ðàáîòå [16]
ýòè ðåçóëüòàòû èíòåðïðåòèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Òåîðåìà 7. Åñëè ïåðåêëþ÷àåìàÿ ñèñòåìà �x A x� � ðàâíîìåðíî ýêñïîíåí-
öèàëüíî óñòîé÷èâà, òî ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ ñèñòåì � ,x A xp� p P� , èìååò
ñòðîãî âûïóêëóþ, îäíîðîäíóþ (âòîðîãî ïîðÿäêà) îáùóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà
êâàçèêâàäðàòè÷íîé ôîðìûV x x L x xT( ) ( ) ,� ãäå L x L x L xT( ) ( ) ( )� � � äëÿ âñåõ

íåíóëåâûõ x R n� è âñåõ � " 0.

Êîíñòðóèðîâàíèå òàêèõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà âûïîëíÿåòñÿ òàê æå, êàê è
êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñòàíäàðòíûõ îá-
ðàòíûõ òåîðåì Ëÿïóíîâà; êðîìå òîãî, îíè äîëæíû îïèñûâàòü âåðõíþþ ãðà-
íèöó îáû÷íûõ âûðàæåíèé âèäà

V x s x ds

T

1 1

2

0

( ) : ( , ) ,� � #

V x V s x ds i mi i

T

i( ) : ( ( , )) , , ... , ,� ��� 1

0

2#

íàä âñåìè èíäåêñàìè ��P. Â [21] òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî íàéòè îáùóþ
ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà, ïðèíèìàþùóþ êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó V x( ) �
�

$ $
max , ,

1

2

i k
il x ãäå l i ki , , ... , ,�1 ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âåêòîðàìè.

Êâàäðàòè÷íàÿ îáùàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò íå âñåãäà. Ìîæíî ïðèâåñòè
ëèíåéíóþ ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ íå èìååò êâàäðàòè÷íîé îáùåé
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, õîòÿ ïåðåêëþ÷àåìàÿ ñèñòåìà ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöè-
àëüíî óñòîé÷èâà. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êâàäðàòè÷íîé
îáùåé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (íàïðèìåð, óñëîâèå òåîðåìû 3) íå ìîãóò áûòü íå-
îáõîäèìûìè óñëîâèÿìè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Çàìåòèì, ÷òî òåî-
ðåìà 7 íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà êëàññ íåëèíåéíûõ ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì.

Òåîðåìà 8. Åñëè ïåðåêëþ÷àåìàÿ ñèñòåìà (4) ãëîáàëüíî ðàâíîìåðíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà è ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-
÷èâà, òî ñåìåéñòâî âèäà � ( ), ,x f x� �� � P èìååò îáùóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà.

2.2.3. Ñâÿçü ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ ïåðåêëþ÷àåìîé
ñèñòåìû è ñâîéñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè. Ñâÿçü ìåæäó àñèìï-
òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ ïåðåêëþ÷àåìîé ëèíåéíîé ñèñòåìû è ñâîéñòâàìè
ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè äåòàëüíî îáñóæäàëàñü âïåðâûå â [16]. Ðàñ-
ñìîòðåíà äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ñèñòåìû (2). Ïðåäïîëàãàåòñÿ [16], ÷òî åñëè àë-
ãåáðà Ëè{ : }L p Pp LA� ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, òî ñèñòåìà (2) àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâà ïðè ëþáîì ñèãíàëå ïåðåêëþ÷åíèÿ � è äîêàçàíî ýòî ïðåäïîëî-
æåíèå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, ãäå P �{ , }1 2 è ñêîáêè Ëè òðåòüåãî ïîðÿäêà îáðà-
ùàþòñÿ â íóëü:[ , [ , ]] [ , [ , ]] .L L L L L L1 1 2 2 1 2 0� � Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè àëãåáðà
Ëè { : }A p Pp LA� ðàçðåøèìà, òî ñåìåéñòâî

� , ,x A x p Pp� �

ãäå ìàòðèöû Ap ïîëàãàþòñÿ óñòîé÷èâûìè è ìíîæåñòâî { : }A p Pp � ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòîì â R
n n , èìååò êâàäðàòè÷íóþ îáùóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà. Äîêàçà-

òåëüñòâî äàíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöû ðàçðåøèìîé àëãåáðû Ëè ìîãóò
áûòü îäíîâðåìåííî âçÿòû â âåðõíåé òðåóãîëüíîé ôîðìå è ÷òî ñåìåéñòâî ëè-
íåéíûõ ñèñòåì ñ óñòîé÷èâûìè âåðõíèìè òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè èìååò
êâàäðàòè÷íóþ îáùóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà.
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Òåîðåìà 9. Åñëè{ : }A p Pp LA� – êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî óñòîé÷èâûõ ìàò-
ðèö è àëãåáðà Ëè{ : }A p Pp LA� ðàçðåøèìà, òî ëèíåéíàÿ ïåðåêëþ÷àåìàÿ ñèñ-
òåìà �x A x� � ãëîáàëüíî ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà [16].

Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà íåòðèâèàëüíîñòü çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ
áàçèñà, â êîòîðîì âñå ìàòðèöû ïðèìóò òðåóãîëüíóþ ôîðìó, èëè íà ïðåäïîëî-
æåíèå î ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî áàçèñà, ëè-àëãåáðàè÷åñêîå óñëîâèå, îïðåäå-
ëåííîå òåîðåìîé 9, ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ èñõîäíûõ äàííûõ è âñåãäà ìî-
æåò áûòü ïðîâåðåíî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, åñëè P – êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Ýòè ðåçóëüòàòû èìåþò ïðèëîæåíèå ê íåëèíåéíûì ïåðåêëþ÷àåìûì ñèñ-
òåìàì [16] âèäà

� ( ), .x f x� �� � P (9)

Íàðÿäó ñ ñåìåéñòâîì (9) ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî ëèíåàðè-
çîâàííûõ ñèñòåì

� , ,x F x p Pp� �

ãäå Fp

pf

x
�
%

%
( ).0 Ïóñòü Fp óñòîé÷èâû, P – êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî è

%

%

f

x

p
x( )

íåïðåðûâíî çàâèñèò îò p. Íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû 9 è
ïåðâîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå. Åñëè àëãåáðà Ëè { : }F p Pp LA� ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé, òî ñèñ-
òåìà (9) ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà.

Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî îöåíêà x t c x tt( ) ( )$ & '�e � 0 0 ñïðà-

âåäëèâà äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè îòíî-
ñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Âàæíîé çàäà÷åé äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñîîòâåò-
ñòâèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû Ëè, ñãåíåðèðîâàííîé íåëèíåéíûìè âåêòîðíûìè
ïîëÿìè, ñâîéñòâó óñòîé÷èâîñòè ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû (9). Êîãäà íåäîñòà-
òî÷íî âûïîëíåíèå êðèòåðèÿ ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû, òî, ó÷èòûâàÿ ÷ëåíû áî-
ëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé èëè, ïî êðàéíåé
ìåðå, ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîé íåëèíåéíîé ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòå-
ìû. Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ëè-àëãåáðàè÷åñêèå óñëîâèÿ, ïðèâåäåííûå â
òåîðåìå 9, íå îáåñïå÷èâàþò ñâîéñòâî ðîáàñòíîñòè ðàññìîòðåííîé ïåðåêëþ-
÷àåìîé ñèñòåìû.

2.2.4. Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì ïðè ìåäëåííûõ ïåðåêëþ÷åíèÿõ. Ïåðåêëþ÷à-
åìàÿ ñèñòåìà ìîæåò ñòàòü íåóñòîé÷èâîé ïðè îïðåäåëåííûõ ñèãíàëàõ ïåðå-
êëþ÷åíèÿ, äàæå åñëè âñå îòäåëüíûå ïîäñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòèæåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû
íåîáõîäèìî ñóçèòü êëàññ âîçìîæíûõ ñèãíàëîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ, ñäåëàâ, íàïðè-
ìåð, èíòåðâàëû ìåæäó ìîìåíòàìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåêëþ÷åíèé äîñòà-
òî÷íî áîëüøèìè. Òàêîå äîïóùåíèå î ìåäëåííûõ ïåðåêëþ÷åíèÿõ ñóùåñòâåí-
íî óïðîùàåò àíàëèç óñòîé÷èâîñòè è ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ëèòåðàòóðå ïî ïåðå-
êëþ÷àþùåìó óïðàâëåíèþ [16]. Ïðè àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ìåäëåííî ïåðå-
êëþ÷àåìûõ ñèñòåì ïîëåçåí èíñòðóìåíò ìíîæåñòâåííûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà.

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ìåäëåííîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ñî-
ñòîèò âî ââåäåíèè ÷èñëà�  0è îãðàíè÷åíèè êëàññà äîïóñòèìûõ ñèãíàëîâ ïå-
ðåêëþ÷åíèÿ òàêèìè ñèãíàëàìè, ó êîòîðûõ èíòåðâàë ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ áûë íå ìåíüøå, ÷åì�.×èñëî�
èíîãäà íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì âûäåðæêè (dwell time), ïîòîìó ÷òî � çàäåðæè-
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âàåòñÿ íà êàæäîì çíà÷åíèè â òå÷åíèå, ïî êðàéíåé ìåðå, � åäèíèö âðåìåíè.
Õîðîøî èçâåñòíî [16], ÷òî ëèíåéíûå ñèñòåìû â ñåìåéñòâå � , ,x A x p Pp� �
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû, ëèíåéíàÿ ïåðåêëþ÷àåìàÿ ñèñòåìà �x A x� � ãëî-
áàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, åñëè âðåìÿ âûäåðæêè � äîñòàòî÷íî âå-
ëèêî. Äåéñòâèòåëüíî, òðåáóåìàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà � ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî
âû÷èñëåíà èç ïàðàìåòðîâ îòäåëüíûõ ïîäñèñòåì.

Ìåíåå èçâåñòíî, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïóùåíèÿõ äîñòàòî÷íî
áîëüøîå âðåìÿ âûäåðæêè òàêæå ãàðàíòèðóåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷è-
âîñòü ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû â íåëèíåéíîì ñëó÷àå. Âîçìîæíî, ëó÷øèé
ñïîñîá äîêàçàòü íàèáîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â èñ-
ïîëüçîâàíèè ìíîæåñòâåííûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Ïîëàãàåì [16], ÷òî âñå ñèñ-
òåìû â ñåìåéñòâå � ( ), ,x f x p Pp� � ãëîáàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâû.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî p P� ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ËÿïóíîâàVp , êîòîðàÿ äëÿ íåêî-
òîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò a bp p, è cp óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

a x V x b xp p p

2 2
$ $( ) , (10)

( $ �V x f x c xp p p( ) ( ) .
2 (11)

Êîìáèíàöèÿ (10) è (11) äàåò ðåçóëüòàò

( $ � �V x f x V x p Pp p p p( ) ( ) ( ), ,)

ãäå ) p p pc b� . Ýòî çíà÷èò, ÷òî V x t V x tp p
p( ( )) ( ( ))0 0� $

�
�

) �
e ïðè óñëîâèè

�( )t p� äëÿ ïî÷òè âñåõ t t t� �[ , ].0 0 �
3. Ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ïåðåêëþ÷àåìûìè ñèñòåìàìè. Â ëèòåðàòóðå

äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ äëÿ
ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì. Ðåãóëÿòîðû, ðàññ÷èòàííûå äëÿ êàæäîé ëè-
íåéíîé ñèñòåìû, â ñîâîêóïíîñòè ñîñòàâëÿþùèå íåëèíåéíóþ ìîäåëü, îáðà-
çóþò ïåðåêëþ÷àþùèéñÿ ðåãóëÿòîð, óëó÷øàþùèé õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìû [13, 5]. Ðàçâèâàÿ òåîðèþ ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì, íåêîòî-
ðûå àâòîðû èçó÷èëè âîïðîñû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ýòèì êëàññîì ñèñòåì
[27–29].

Â ðàáîòå [13] ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà ñèíòåçà ðåãóëÿòîðà, îñîáåííîñòüþ
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå æåëàåìîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû â âèäå ôàçî-
âîãî ïîðòðåòà. Ñèíòåçèðóåòñÿ ðåãóëÿòîð, ïðè êîòîðîì äèíàìèêà çàìêíóòîé
ñèñòåìû ïîðîæäàåò ôàçîâûé ïîðòðåò, â íåêîòîðîì ñìûñëå áëèçêèé ê çàäàí-
íîìó âèäó. Â çàäà÷å ìíîãî íåèçâåñòíûõ. Êàê ïðàâèëî, äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ íå-
äîñòàòî÷íî èìåþùèõñÿ â ðàñïîðÿæåíèè óðàâíåíèé. Ó÷åò ôèçè÷åñêèõ îãðà-
íè÷åíèé è ðÿä ïðåäïîëîæåíèé ïîçâîëÿþò ïðåîäîëåòü ýòè òðóäíîñòè. Ðàñ-
ñìîòðåíà ñèñòåìà

� ( ) ( ) ( ),x f x g x u x� � (12)

ãäå f n n( ): ;� �R R x n�R ; g n m n: R R
 � è u n m: R R� – óïðàâëÿþùèé

âõîä. Äàëåå ïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (12) ÿâëÿåòñÿ x �0
ïðè u x( ) .�0 Äëÿ çàäàííîãî âåêòîðà ôóíêöèé d x n n( ): R R� òðåáóåòñÿ íàé-
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òè ñèãíàë óïðàâëåíèÿ u x( ), êîòîðûé ïðèáëèæàåò äèíàìèêó çàìêíóòîé ñèñ-
òåìû ê äèíàìèêå � ( ),x d x� èëè, áîëåå îïðåäåëåííî, ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñ-
òåìû (12) äîëæåí ïðèáëèæàòüñÿ ê ôàçîâîìó ïîðòðåòó, êîòîðûé ñîîòâåòñòâó-
åò æåëàåìîé äèíàìèêå. Îäíàêî ïðè êàêîì-òî x n�R è ïðîèçâîëüíîì d x( )

óðàâíåíèå f x g x u x d x( ) ( ) ( ) ( )� � ìîæåò íå èìååòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïî u x( ).
Ïîòîìó, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäàííîãî d x( ). Îäèí èç
ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ u x( ) ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè íîðìû ðàçíèöû ìåæäó
d x( ) è f x g x u x( ) ( ) ( ).� Ïðè ýòîì íè ñêîðîñòü ñèñòåìû, íè ôàçà òî÷íî íå ñîâ-
ïàäàþò ñ æåëàåìûìè çíà÷åíèÿìè. Äðóãîé ñïîñîá ñîñòîèò â ïðèáëèæåíèè
ýâîëþöèè äâèæåíèÿ ñèñòåìû ê çàäàííîìó ìíîãîîáðàçèþ íàñòîëüêî, íà-
ñêîëüêî ýòî äîïóñêàþò ôèçè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ. Íî äëÿ äîñòèæåíèÿ íóëå-
âîé ôàçîâîé ðàçíèöû ñ ó÷åòîì ñóùåñòâóþùèõ óñëîâèé ïðèõîäèòñÿ «æåðòâî-
âàòü» ñêîðîñòüþ ñèñòåìû. Ïðåäëîæåííûå â [13] ìåòîäû ñòàáèëèçàöèè èìåþò
îáùèå õàðàêòåðèñòèêè. Âñå ìåòîäû ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ ñòàäèé. Ñèãíàëû
óïðàâëåíèÿ, âû÷èñëåííûå íà êàæäîé ñòàäèè, ãàðàíòèðóþò óìåíüøåíèå íîðì
îïðåäåëåííîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé. Â îäíîì èç ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ äëÿ
ñòàáèëèçàöèè îïðåäåëåííîãî êëàññà íåëèíåéíûõ ñèñòåì èñïîëüçóåòñÿ ñïå-
öèàëüíî ðàçðàáîòàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåêëþ÷åíèé. Íà êàæäîé ñòàäèè ñèãíàë
óïðàâëåíèÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà
ñîñòîÿíèé, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå ñîñòîÿíèÿ îãðàíè÷åíû. Â äðóãîì ìåòîäå
íîðìà ïîëíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèé, òàê æå êàê íîðìû íåêîòîðûõ âûáðàííûõ
ñîñòîÿíèé, óìåíüøàåòñÿ áëàãîäàðÿ ñîîòâåòñòâóþùåìó ïîäáîðó óïðàâëÿþ-
ùåãî âõîäà. Îïèñàíû äâà ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ ýòèõ âûáðàííûõ ñîñòîÿíèé:
ëèáî ñîñòîÿíèå íàõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ñïîñîáîì, ëèáî íà êàæäîé ñòà-
äèè âûáèðàåòñÿ ñîñòîÿíèå, èìåþùåå íàèâûñøóþ íîðìó.

Ðàçðàáîòêà ñòðàòåãèé è âûáîð îáëàñòåé ïåðåêëþ÷åíèé íà îñíîâå ñîáñò-
âåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû ïðèâåäåíû â [20]. Â [30] ðàññìîòðå-
íà ïåðåêëþ÷àåìàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ íåóñòîé÷èâûìè èíäèâèäóàëüíûìè
ìàòðèöàìè. Äåòàëüíî ðàçðàáîòàí ïîäõîä, ïðèìåíÿþùèé ìíîæåñòâåííóþ
ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà âìåñòå ñ âðåìåííîé âûäåðæêîé ïåðåêëþ÷åíèé äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ñâÿçè çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ëèíåéíîé ñèñòåìû, èñïîëüçóþùåé
êîíå÷íóþ ãèáðèäíóþ îáðàòíóþ ñâÿçü ïî âûõîäó, ñ çàäà÷åé îïðåäåëåíèÿ ñòà-
áèëèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåêëþ÷åíèé äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ
íåóñòîé÷èâûìè èíäèâèäóàëüíûìè ìàòðèöàìè.

Â ðàáîòàõ [10, 31, 32] ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïðè
ïîñòîÿííîì íàáëþäåíèè çà ïåðåêëþ÷åíèÿìè. Â [33] ïîêàçàíî, ÷òî ñîñòîÿíèå
íåêîòîðîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííûì ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è îãðàíè÷åííûõ âîçìóùåíèÿõ, åñëè êîíòðîëëåðû
îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîñòü ïî ñîñòîÿíèþ ïðè îãðàíè÷åííîì âõîäíîì ñèã-
íàëå ISS (Input-to-state stability). Ýòî äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåêëþ÷àþ-
ùåãîñÿ ñóïåðâèçîðíîãî óïðàâëåíèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿìè. Ïðè÷åì ëîãèêà ïåðå-
êëþ÷åíèÿ èìååò ìàñøòàáíî-ñâîáîäíûé (scale-independent) ãèñòåðåçèñ. Èìå-
åòñÿ â âèäó, ÷òî øèðèíà õàðàêòåðèñòèêè íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé,
òàê êàê çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ãåíåðàòîðà óïðàâëÿþùèõ ñèãíàëîâ, çíà÷åíèÿ
êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Â ýòîé æå ðàáîòå
ââåäåíî ïîíÿòèå ñðåäíåãî âðåìåíè âûäåðæêè (average dwell-time).

Çàäà÷à L2-êîýôôèöèåíòíîãî óïðàâëåíèÿ ïåðåêëþ÷àåìûìè ñèñòåìàìè íà
îñíîâå âûõîäíîãî äèíàìè÷åñêîãî êîìïåíñàòîðà ðåøåíà â [34]. Ïðåäëîæåíî
ñíà÷àëà ñèíòåçèðîâàòü ñïåöèàëüíûé äèíàìè÷åñêèé êîìïåíñàòîð ïî âûõîä-
íûì ïåðåìåííûì, çàòåì ðàññ÷èòàòü êîìïåíñàòîð-ðåãóëÿòîð ñ îáðàòíîé
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ñâÿçüþ ïî ñîñòîÿíèþ, êîòîðûé ãàðàíòèðóåò L2-êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è â çàì-
êíóòîé ñèñòåìå. Ïðè ýòîì ðåàëèçóåòñÿ ðîáàñòíîå óïðàâëåíèå ñèñòåìàìè ñ
L2-êîýôôèöèåíòîì. Â [35] âûïîëíåí ñèíòåç ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðàëüíî-
ãî íàáëþäàòåëÿ (ÏÈ-íàáëþäàòåëÿ) äëÿ ñèñòåì ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿõ ïåðåêëþ÷åíèé. Ðàçðàáîòàíû äâà ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèÿ, êîòî-
ðûå ãàðàíòèðóþò îòñëåæèâàíèå ÏÈ-íàáëþäàòåëÿìè ñèãíàëà ñîñòîÿíèÿ. Íà
îñíîâå ýòèõ óñëîâèé âûïîëíåí ñèíòåç ðåãóëÿòîðà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî ïåðå-
ìåííûì ñîñòîÿíèÿ, îöåíèâàåìûì ÏÈ-íàáëþäàòåëåì. Ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿòî-
ðà ïî ñîñòîÿíèþ ñòàáèëèçèðóåòñÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà, îáëàäàþùàÿ ñâîéñò-
âîì ðîáàñòíîñòè îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åííûõ âîçìóùåíèé.

Çàêëþ÷åíèå. Îäíà èç ãëàâíûõ ïðîáëåì â òåîðèè ïåðåêëþ÷àåìûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì – ýòî îïðåäåëåíèå óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè, èñïîëüçóåìûõ
ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðåãóëÿòîðîâ. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâî-
ñòè äîñòàòî÷íî ïîëíî èçó÷åíà äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì,
â êîòîðûõ ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíîé. Êðî-
ìå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ðàçðàáîòàí äðóãîé
âèä óñòîé÷èâîñòè – ëàãðàíæåâà. Â ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåìàõ ëàãðàíæåâà
óñòîé÷èâîñòü ïîêà âñåñòîðîííå íå èçó÷åíà. Îñíîâíûå ïîäõîäû ê èññëåäîâà-
íèþ óñòîé÷èâîñòè ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì, – ýòî ìåòîäû Ëÿïóíîâà è îòîáðà-
æåíèå Ïóàíêàðå ñ ïðåîáëàäàíèåì ïîäõîäà Ëÿïóíîâà. Â òåîðèè Ëÿïóíîâà ñó-
ùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ: ëèáî èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíî-
âà, ëèáî ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè â ñìûñëå Ëÿïóíîâà
è çàòåì äîêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñ ïðèìåíåíèåì ïîäîáíîé ìåòîäîëîãèè ê
ñèñòåìàì ñ ëèíåéíûì èëè íåëèíåéíûì óïðàâëåíèåì. Åñëè âûáèðàåòñÿ ïîä-
õîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, òî ïðèìåíÿþò ìíîæåñòâåííûå ôóíêöèè èëè îáùóþ
ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà. Â ðÿäå ïóáëèêàöèé ðàññìîòðåíû âîïðîñû ðîáàñòíîé
ñòàáèëèçàöèè ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì è ïîäàâëåíèÿ âîçìóùåíèé â íèõ. Äëÿ
íåêîòîðûõ êëàññîâ ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì ñ ó÷åòîì èõ ñïåöèôèêè ðàçðàáî-
òàíû ïðîïîðöèîíàëüíûå è ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðàëüíûå íàáëþäàòåëè.
Ðåçóëüòàòû ïî óñòîé÷èâîñòè è ñèíòåçó ðåãóëÿòîðîâ äëÿ íåëèíåéíûõ ïåðå-
êëþ÷àåìûõ ñèñòåì ïîëó÷åíû ïðè ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èõ õàðàê-
òåðèñòèêè è ñèãíàëû ïåðåêëþ÷åíèÿ, ÷òî äåëàåò îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ çíà÷è-
òåëüíî áîëåå óçêîé ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ëèíåé-
íûõ ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì.
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