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Введение. С развитием компьютерных технологий, сети Интернет и расширением
сфер их применения становится актуальным компактное описание сложных компьютер-
ных трёхмерных моделей. Базы данных таких объектов могут занимать большой объём
памяти. Загрузка файлов (особенно из сети Интернет) может происходить продолжитель-
ное время. Для уменьшения объёма памяти, необходимого для хранения полигонального
описания, разработаны различные алгоритмы сжатия геометрических данных.

В полигональных моделях геометрическая структура, именуемая геометрией, состоит
из множества точек, а также топологии, характеризующей взаимосвязи между смежными
вершинами. Описание завершается списком атрибутов (нормали, цвета, текстуры). Боль-
шинство методов сжатия геометрических данных базируется на кодировании связей поли-
гонального представления объектов и описании вершин и граней охватывающего дерева

путём переупорядочивания вершин [1, 2] или использования дополнительной информации,
например степени вершин, задающей способ подключения вершины к предыдущей после-
довательности [3].

Таким образом, список вершин состоит из связей и геометрии, в которых применяется
дифференциальное кодирование или прогнозирование позиций, а не абсолютные коорди-
наты вершин. Методы одиночного разрешения описаны в работах [1–5]. Методы так на-
зываемого прогрессивного геометрического сжатия являются расширениями методов оди-
ночного разрешения [6–10]. Естественно, если модели остаются в рамках полигонального
описания, высокой степени сжатия ожидать не приходится. Так, сложный файл VRML
(Virtual Reality Modeling Language) можно уменьшить на 2,33 % от первоначального раз-
мера для 12-битовой квантизации и только на 1,67 % для 10-битовой квантизации.

Сделать более компактным описание трёхмерных объектов можно с помощью функ-
ций. Поверхности на основе функций используются для множества задач в компьютерной
графике, включая моделирование мягких или органических объектов, трёхмерного мор-
финга, обнаружения столкновений и конструктивной твёрдой геометрии. Хотя операции
для функциональных объектов просты, создание форм является большой проблемой. В
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работе [11] решалась задача конверсии для вариационных неявных поверхностей с приме-
нением итерационного метода. Однако на преобразование сложных моделей с разрешением
170× 170× 373 вокселей требовались часы работы компьютера (R10000, MIPS-процессор,
195 МГц, SGI Origin). Итерационный подход описан также в [12]. В [13] представлен ме-
тод преобразования полигональных моделей в трёхмерные на основе радиальных функций.
В этом методе полигональная модель аппроксимировалась функциями второго порядка,
где искомая функция есть сумма патчей, помноженная на функцию контейнера (патч —
квадрика, аппроксимирующая поверхность около выбранной точки). Функция контейнера
является множителем, который гарантирует отсутствие влияния патча на другие патчи
за границей заданной области. В этом подходе максимальный коэффициент сжатия равен
четырём.

Цель предлагаемой работы — создание быстрого метода с высоким коэффициентом

сжатия без потерь геометрических данных на основе функций возмущения.
Функции возмущения. Для описания сложных геометрических объектов использу-

ются функции отклонения (второго порядка) от базовой квадрики [14]. Функционально
заданные поверхности строятся из поверхностей второго порядка (квадрик) с аналитичес-
кими функциями возмущения, благодаря чему достигается высокий коэффициент геомет-
рического сжатия реалистичных трёхмерных объектов. Рассматриваются поверхности как
замкнутые подмножества евклидова пространства E3, определяемые описывающей функ-
цией F (x, y, z) ≥ 0, где F — непрерывная вещественная функция; x, y, z — задаваемая

координатными переменными точка в E3. Функция F (x, y, z) > 0 описывает точки внутри
поверхности, F (x, y, z) = 0 — точки на границе, F (x, y, z) < 0 — точки, лежащие снаружи
и не принадлежащие поверхности.

Алгебраическим неравенством второй степени (с тремя неизвестными x, y, z) называ-
ется всякое неравенство

F (x, y, z) = A11x
2+A22y

2+A33z
2+A12xy+A13xz+A23yz+A14x+A24y+A34z+A44 ≥ 0. (1)

Можно записать это неравенство в матричном виде:

(
x y z 1

)


A11 A12/2 A13/2 A14/2

A12/2 A22 A23/2 A24/2

A13/2 A23/2 A33 A34/2

A14/2 A24/2 A34/2 A44




x
y
z
1

 ≥ 0, (2)

или общее неравенство второй степени относительно пространственных переменных

x, y, z:

(A11x+ A12y + A13z + A14)x+ (A21x+ A22y + A23z + A24)y+

+ (A31x+ A32y + A33z + A34)z + A41x+ A42y + A43z + A44 ≥ 0, (3)

где Aik = Aki, i, k = 1, 2, 3, 4.
Свободные формы строятся с помощью квадрик и представляются композицией базо-

вой квадрики и возмущений:

F ′(x, y, z) = F (x, y, z) +
N∑

i=1

fiRi(x, y, z). (4)
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Здесь fi — формфактор, R(x, y, z) — возмущение:

Ri(x, y, z) =

{
Q3

i (x, y, z), если Qi(x, y, z) ≥ 0,

0, если Qi(x, y, z) < 0,
(5)

где Q(x, y, z) — возмущающая квадрика.
Геометрическая модель создаёт условия для конструирования объектов и их компози-

ций различной сложности. Для этого применяется множество геометрических операций,
определяемое математически следующим образом [15]:

M1 +M2 + . . .+Mn →M. (6)

Для формирования моделей сложных объектов на базе функций возмущения исполь-
зуются теоретико-множественные объединения и пересечения, осуществляемые с при-
менением булевых операций. Бинарная операция объектов G1 и G2 означает операцию

G3 = Φj(G1, G2) определения

f3 = ψ(f1(x, y, z), f2(x, y, z)) ≥ 0, (7)

где ψ — непрерывная вещественная функция двух переменных.
Для решения данной задачи представляют интерес, прежде всего, операции объедине-

ния и пересечения.
Полная теория геометрических преобразований неявных поверхностей изложена в [16].
Метод сжатия геометрических данных. В целях корректного преобразования

и максимально компактного функционального описания исходная полигональная модель

(рис. 1), состоящая из объединения нескольких простых геометрических моделей, долж-
на быть сегментирована (рис. 2). Чтобы отличить базовую квадрику от функций воз-
мущения, коэффициенты её уравнения находим заранее. Для этого необходимо квадрику
вписать в простую полигональную модель (рис. 3), точнее, найти коэффициенты базовой
квадрики по девяти габаритным точкам (вершинам полигональной сетки). Коэффициен-
ты уравнений функций возмущения (1): A11, A22, A33, A12, A13, A23, A14, A24, A34, A44

далее будут обозначаться буквами A,B,C,D,E, F,G,H, I,K, а коэффициенты уравнений
базовых квадрик — буквой q. При следующем задании квадрики

Q =


qxx qxy/2 qxz/2 qx/2

qxy/2 qyy qyz/2 qy/2

qxz/2 qyz/2 qzz qz/2

qx/2 qy/2 qz/2 q

 . (8)

Рис. 1. Исходная полигональная модель
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Рис. 2. Простые полигональные объекты

Рис. 3. Простой полигональный (слева) и функционально базируемый объекты

Значение функции, заданной (8) в произвольной точке P [x, y, z], будет иметь вид

Q(P [x, y, z]) = qxxx
2 + qyyy

2 + qzzz
2 + qxyxy + qxzxz + qyzyz + qxx+ qyy + qzz + q. (9)

Поскольку значение Q на поверхности равно нулю, для нахождения коэффициентов квад-
рики по девяти точкам (P1[x1, y1, z1]– P9[x9, y9, z9]) получаем систему линейных уравнений



Q(P1) = 0

Q(P2) = 0
. . .

Q(Pi) = 0
. . .

Q(P9) = 0


. (10)

Подставляя (9) в (10), имеем

qxxx
2
1 + qyyy

2
1 + qzzz

2
1 + qxyx1y1 + qxzx1z1 + qyzy1z1 + qxx1 + qyy1 + qzz1 + q = 0

qxxx
2
2 + qyyy

2
2 + qzzz

2
2 + qxyx2y2 + qxzx2z2 + qyzy2z2 + qxx2 + qyy2 + qzz2 + q = 0

. . .

qxxx
2
i + qyyy

2
i + qzzz

2
i + qxyxiyi + qxzxizi + qyzyizi + qxxi + qyyi + qzzi + q = 0

. . .

qxxx
2
9 + qyyy

2
9 + qzzz

2
9 + qxyx9y9 + qxzx9z9 + qyzy9z9 + qxx9 + qyy9 + qzz9 + q = 0


. (11)
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Коэффициенты квадрики вычисляются с помощью метода Крамера:

x21 y21 z21 x1y1 x1z1 y1z1 x1 y1 z1

x22 y22 z22 x2y2 x2z2 y2z2 x2 y2 z2

x23 y23 z23 x3y3 x3z3 y3z3 x3 y3 z3

x24 y24 z24 x4y4 x4z4 y4z4 x4 y4 z4

x25 y25 z25 x5y5 x5z5 y5z5 x5 y5 z5

x26 y26 z26 x6y6 x6z6 y6z6 x6 y6 z6

x27 y27 z27 x7y7 x7z7 y7z7 x7 y7 z7

x28 y28 z28 x8y8 x8z8 y8z8 x8 y8 z8

x29 y29 z29 x9y9 x9z9 y9z9 x9 y9 z9





qxx

qyy

qzz

qxy

qxz

qyz

qx

qy

qz


=



K

K

K

K

K

K

K

K

K


. (12)

Решая системы уравнений (12) со свободным членом q (положим его равным K) при за-
данных P1[x1, y1, z1]–P9[x9, y9, z9], находим девять искомых коэффициентов: qxx, qyy, qzz,
qxy, qxz, qyz, qx, qy, qz. Далее коэффициенты этой квадрики будут использоваться при пре-
образовании в функциональную модель.

Функционально базируемая модель при растеризации задаётся в кубе с центром

(0, 0, 0) и координатами от −1 до 1 по x, y, z в системе координат объекта. При обхо-
де восьмеричного дерева

A′ = A/4; B′ = B/4; C ′ = C/4; D′ = D/4; E′ = E/4; F ′ = F/4;

G′ = G/2 + iA/2 + jD/4 + kE/4; H ′ = H/2 + iD/4 + jB/2 + kF/4;

I ′ = I/2 + iE/4 + jF/4 + kC/2; K ′ = K/2 + iG/4 + jH/4 + kI/4;

K ′′ = K ′/2 + iG′/2 + jH ′/2 + kI ′/2

(13)

делим коэффициенты уравнения A,B,C,D,E, F на 4, координаты x, y, z — на 2 (умень-
шаем размеры куба) и после этого делаем сдвиг на вектор (±0,5;±0,5;±0,5), т. е. в один
из восьми подкубов (13), где коэффициенты без штриха берутся из предыдущего шага

рекурсии.
Прежде чем преобразовывать полигональные сегментированные модели в функцио-

нальные, необходимо найти все точки полигональной поверхности. Далее отмечаются все
ветви и листья дерева, где имело место пересечение модели с подкубами разных уров-
ней восьмеричного дерева деления пространства объекта. Это сделать просто, поскольку
известны все пересечённые листья дерева:

Nx = A′14/

√
A

′2
14 + A

′2
24 + A

′2
34, (14)

Ny = A′24/

√
A

′2
14 + A

′2
24 + A

′2
34, (15)

Nz = A′34/

√
A

′2
14 + A

′2
24 + A

′2
34. (16)
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Рис. 4. Функционально базируемая модель

Суть преобразования заключается в следующем. Если с помощью рекурсивного деле-
ния объектного пространства можно визуализировать функционально заданные объекты

(вычислять точки поверхности, нормали в этих точках, освещённость и т. д.), то можно
решить и обратную задачу: по заданным точкам и нормалям (14)–(16) найти функции,
описывающие данный объект. Для этого необходимо решить систему уравнений (13), т. е.
вычислить коэффициенты уравнений самого низкого уровня деления пространства объек-
та (листьев восьмеричного дерева), сделать обратный обход восьмеричного дерева деления
пространства объекта, вычислить коэффициенты функций и минимизировать эти функ-
ции. Решаются системы линейных уравнений на каждом уровне рекурсии, определяются
одинаковые коэффициенты уравнений (с учётом установленного порога точности прибли-
жения) и минимизируется количество функций на каждом уровне. Только после обработки
всех уравнений уровня происходит переход на следующий верхний уровень, и так процесс
повторяется до самого корня восьмеричного дерева. В результате получается необходи-
мый минимум функций, представляющих данный объект в формате описания функцио-
нально заданных объектов на базе квадрик с аналитическими функциями возмущения.
Далее остаётся только объединить простые объекты в сложный с помощью теоретико-
множественной операции [15] (рис. 4).

Анализ метода и результаты работы. Исходная модель (см. рис. 1) состояла из
136306 треугольников и 68418 вершин и была преобразована в 83 функции (см. рис. 4).
При описании поверхности, имеющей n × n вершин, её представление на базе полигонов
требует 3n2 вещественных чисел, необходимых для хранения вершин, и 6(n − 1)2 целых
чисел, необходимых для описания треугольников, в то время как для одной функции доста-
точно десяти коэффициентов в общем случае. Рассматриваемая модель состоит в основном
из эллипсоидов, а они задаются ещё меньшим количеством коэффициентов. Коэффициент
сжатия составляет более 200 единиц. Проведённые экспериментальные исследования пока-
зали, что коэффициенты сжатия в зависимости от тестовых моделей различного уровня де-
тализации варьировались от 10 до 100 и выше, время конверсии составляло от нескольких
миллисекунд до 1 секунды. Метод был протестирован для нескольких марок автомобилей,
трёх типов самолётов, многих деталей и нескольких сборочных единиц полигональных
моделей. С помощью данного метода возможно преобразование полигональных моделей в
функциональные объекты без потерь. Более того, для гладких криволинейных поверхнос-
тей качество изображения улучшится. При необходимости можно конвертировать модель
обратно в формат полигонального описания, как это было в [17], и визуализировать стан-
дартным образом, принятым для геометрических акселераторов, или в функционально
заданном виде [18]. Тестирование производилось на процессоре Intel Core2 CPU E8400
3.0 GHz. В известных подходах конверсии полигональных моделей в неявные поверхности
применяются итерационные методы, которые являются приближёнными и медленными.
В предлагаемом методе исходная полигональная сетка сложного объекта преобразуется

в функционально базируемую модель посредством строгого математического вычисления

без итераций.
Для определения отклонений (вершин и нормалей) разработан анализатор критери-

ев отклонений. Анализ степени приближения полученной функционально заданной поверх-
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ности к исходной сетке треугольников осуществляется по двум метрикам: отклонение вер-
шин треугольной сетки от поверхности функционального объекта и отклонение нормалей

в вершинах треугольной сетки от значений нормалей функциональной поверхности. Для
этого сначала вычисляются данные буфера глубины полигональной и функциональной

моделей в виде двумерного массива. Каждый элемент такого массива представляет собой
расстояние от камеры до точки на поверхности модели. Затем сравниваются все точки бу-
феров для нахождения средней разницы и вычисляется среднее отклонение для соответст-
вующей модели. Если полигональная и функциональная модели полностью совпадают, то
отклонение будет равно нулю. Эти результаты определялись в пространственном кубе с
разрешением 1,0 × 1,0 × 1,0, и на их основании установлено, что сжатие происходит без
потерь.

Заключение. В представленной работе предлагается эффективный метод сжатия

геометрических (полигональных) данных без потерь, суть которого сводится к преобразо-
ванию объектов в функциональное описание на основе функций возмущения. Преобразова-
ние происходит путём строгого математического вычисления, а не итерационно или дру-
гими методами приближения, которые приводят к частичной потере информации. Пред-
ложенные способ задания трёхмерных объектов и метод сжатия геометрических данных

имеют преимущества перед известными подходами. К их основным достоинствам следует
отнести простоту преобразования полигональных объектов в функциональное описание с

быстрым поиском описывающих функций и существенное уменьшение количества поверх-
ностей для задания криволинейных объектов.
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