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Выполнено сравнение каналов с памятью и без памяти в простейшей модели гауссового

распределения шума. Показано, что оба канала имеют похожие зависимости пропускной
способности от средней мощности сигналов. В то же время оптимальный входной алфавит
для канала с памятью меняется. Численно продемонстрирована применимость модели с
нелинейной памятью к линии связи QPSK с периодической компенсацией дисперсии.
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Введение. Использовать волокно из двуокиси кремния для передачи оптических сиг-
налов было предложено в [1]. Благодаря бурному развитию оптических информационных
технологий волоконные линии связи совершенствовались, а трафик устойчиво рос на 40 %
в год. Как показано с помощью экстраполяции, примерно в 2020 г. пропускная способ-
ность линий достигнет шенноновского предела [2] и произойдёт так называемый кризис
пропускной способности [3]. Казалось бы, пропускную способность можно легко улучшить
за счёт отношения сигнал/шум. Однако из-за нелинейных искажений сигнала при большой
мощности скорость передачи данных уменьшается. Это явление называется нелинейным
шенноновским пределом [4]. Приближение к теоретическому пределу делает исследование
нелинейных эффектов особенно актуальным.

Влияние керровской нелинейности на сигнал изучается в целом ряде работ (см. обзо-
ры [5, 6] и цитируемую в них литературу). Среди современных методов увеличения про-
пускной способности можно выделить управление дисперсией, спектральное уплотнение,
когерентное детектирование, цифровую обработку на приёмнике. В теории информации
пропускная способность канала — это максимум функционала взаимной информации [7],
которая находится по условной вероятности зарегистрировать символ на выходе, если на
входе он имел заданное значение. К сожалению, выражение для взаимной информации в
нелинейном канале неизвестно. Поиски необходимой формулы активно ведутся, но пока
исследованы только отдельные предельные случаи, например линия без дисперсии [8].

В начале 2000-х годов была разработана упрощённая модель: приближение гауссовско-
го шума (ГШ), где нелинейность линии учитывается как дополнительный шум, дисперсия
которого растёт как куб средней мощности сигнала [9–12]. Применимость модели подтвер-
ждена экспериментально и численно для случая слабой нелинейности. Задача оценки про-
пускной способности осложняется эффектом памяти (или паттерн-эффектом): вероятность
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безошибочного распознавания сигнала на приёмнике чувствительна к соседним импуль-
сам. Распределение вероятности в линии с памятью зависит от многих факторов: длины
линии, типа волокна, средней хроматической дисперсии, формы и длительности отдель-
ного импульса [13, 14]. Обобщение простейшей модели взаимной информации для канала
с гауссовским шумом и памятью (ГШП) предложено в [15]. Это приближение учитывает
влияние памяти на пропускную способность канала.

Целью данной работы является проверка применимости кубической модели в кана-
ле с паттерн-эффектом, а также оценка пропускной способности канала с памятью. В
разд. 1 приведены формулы для взаимной информации и пропускной способности в при-
ближениях ГШ и ГШП, описана процедура дискретизации алфавита. На основе прямого
расчёта волоконной линии с модуляцией QPSK (Quadrature Phase Shift Keying) в разд. 2
проверена кубическая зависимость дисперсии распределения от средней мощности пере-
даваемого сигнала в линии с периодической компенсацией дисперсии. Вспомогательный
канал вводится в разд. 3. Там же приведены результаты оптимизации входного алфавита
в приближениях ГШ и ГШП с учётом двух соседних импульсов. Для расчёта использован
формат BPSK (Binary Phase Shift Keying) с амплитудной модуляцией, причём начальное
значение количества уровней амплитуды не задавалось априори, а получалось в результа-
те оптимизации. Разд. 4 посвящён обсуждению эффекта нелинейной памяти в зависимости
от параметров линии.

1. Взаимная информация канала с памятью. Взаимная информация дискретного
стационарного канала представлена формулой

I(X;Y ) = lim
N→∞

1

N
I(X1, . . . , XN ; Y1, . . . , YN ), (1)

где (X1, . . . , XN ) и (Y1, . . . , YN ) — входные и выходные символы соответственно.
Нелинейное взаимодействие, искажающее сигнал, можно приближённо рассматривать

как ГШ с кубической зависимостью от мощности сигнала [10, 11]. Математически комп-
лексная (или вещественная) амплитуда записывается как

Yk = Xk + Zk, Zk = Z̃k

√
σ2ASE + µP 3. (2)

Здесь Xk — символ, переданный в слот с номером k; Yk — величина, зарегистрированная
на приёмнике; Zk — гауссова случайная величина; переменная Z̃k имеет стандартное нор-
мальное распределение, т. е. нулевое среднее и единичную дисперсию; σ2ASE — усиленное

спонтанное излучение (Amplified Spontaneous Emission); µ — положительная константа

(параметр памяти); P — средняя мощность сигналов.
В [15] предложена модель ГШП. Величина P заменяется эмпирической мощностью,

т. е. средней мощностью символа Xk и 2L символов вокруг него. Равенство (2) для линии
с памятью заменяется выражением

Zk = Z̃k

√√√√σ2ASE + µ
( 1

2L+ 1

k+L∑
i= k−L

|Xi|2
)3
. (3)

Согласно теореме Шеннона [2] пропускная способность дискретного канала без памяти
даётся точной верхней гранью взаимной информации C = supI(X, Y ). Мы ищем максимум
по всем распределениям pX при условии

∫
|x|2pXdx = P . Пропускную способность канала

без памяти в ГШ-модели (2) можно найти аналитически. Получим

C = log[1 + P/(σ2ASE + µP 3)] (4)
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для комплексного шума и

C =
1

2
log[1 + 2P/(σ2ASE + µP 3)] (5)

для вещественных Zk и Xk. Функция log в соотношениях (4), (5) обозначает двоичный
логарифм. Максимум взаимной информации достигается на распределении

pX =
1√
2πP

exp(−x2/2P ). (6)

Бесконечный входной или выходной алфавит недостижим в численном расчёте. Далее
рассмотрим дискретные конечные алфавиты. Передаваемые символы случайно выбирают-
ся из входного, а принимаемые — из выходного алфавита. Стартуя с непрерывного рас-
пределения x ∈ (−∞,∞), представим конечный входной алфавит на отрезке [−Lx/2, Lx/2]:

xi = ∆x(i− 1)− Lx
2
, i = 1, . . . , n, ∆x =

Lx
n− 1

. (7)

Пусть x0 = −∞, xn+1 =∞, а выходной алфавит состоит из значений

yj = ∆y(j − 1)−
Ly
2
, j = 1, . . . ,m, ∆y =

Ly
m− 1

(8)

на отрезке yj ∈ [−Ly/2, Ly/2], y0 = −∞, ym+1 =∞.
Обозначим qi вероятность символа xi и выберем

qi =

1
2 (xi+xi+1)∫

1
2 (xi+xi− 1)

1√
2πP

exp(−τ2/2P )dτ, (9)

а также канал с условной вероятностью

P (Y = yj |X = xi) = pji =
1

2

[
erf
(yj + yj+1 − 2xi

2
√
σ2 + µP 3

)
− erf

(yj + yj− 1 − 2xi

2
√
σ2 + µP 3

)]
, (10)

где erf(x) = 1/
√
π
x∫
0

exp(−t2)dt — интеграл ошибок. По пропускной способности такой

дискретный канал очень близок к непрерывному (5) при m,n→∞.
2. Нелинейность линии связи. Распространение сигнала по линии волоконной свя-

зи описывается нелинейным уравнением Шрёдингера [16]. При скорости передачи данных
40 Мб/с на частотный канал происходит быстрое уширение импульсов. Чтобы избежать
слишком большого расплывания, мы выбрали линию с периодической компенсацией дис-
персии. Линия состоит из 10 секций, расположенных по схеме

SMF (100 км) + EDFA + DCF + EDFA,

где SMF — стандартное одномодовое волокно, EDFA — волоконные эрбиевые усилите-
ли (коэффициент шума 4,5 дБ), DCF — компенсирующее волокно. Параметры элементов
схемы указаны в таблице.
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Параметры волоконной линии связи

Тип волокна Характеристика волокна Значение

SMF

Затухание на длине волны 1550 нм 0,2 дБ/км

Эффективная площадь 80 мкм2

Хроматическая дисперсия 17 пс/нм/км

Дисперсионный наклон 0,07 пс/нм2/км

Нелинейный показатель преломления 2,7 · 10−20 м2/Вт

DCF

Затухание на длине волны 1550 нм 0,65 дБ/км

Эффективная площадь 19 мкм2

Хроматическая дисперсия −100 пс/нм/км

Дисперсионный наклон −0,41 пс/нм2/км

Нелинейный показатель преломления 2,7 · 10−20 м2/Вт

Средняя дисперсия одной секции составляет −1,4 пс/нм/км. Накопленная дисперсия
компенсировалась на приёмнике. Нами выполнено прямое моделирование в рамках нели-
нейного уравнения Шрёдингера. Моделировалось распространение гауссовых импульсов
длительностью 8,33 пс с модуляцией QPSK. В этом случае передаваемому сигналу соот-
ветствует комплексное число: eiπ/4, e3iπ/4, e5iπ/4, e7iπ/4, а каждая смена фазы кодирует два
бита: 00, 01, 10, 11 соответственно. На приёмнике также производилось усреднение по бито-
вому интервалу. Мощность шума каскада усилителей составила 3 ·10−5 Вт. Однако в силу
усреднения сигнала по битовому интервалу интенсивность шума снижалась до 1,7·10−6 Вт.
Каждому импульсу соответствует точка (результат усреднения) на констелляционной диа-
грамме.

Констелляционная диаграмма на плоскости комплексной амплитуды, вычисленная по
выборке из 5100 импульсов, показана на рис. 1. На рис. 1, a видны отчётливо различи-
мые облака точек, соответствующих паре битов, причём облака не перекрываются. При
распространении сигнала по волокну импульсы приобретают нелинейный набег фазы, за-
висящий от мощности. Поэтому облака несколько сдвинуты относительно начального рас-
положения, особенно при мощности импульсов 3 мВт. Однако набег фазы можно компен-
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Рис. 1. Констелляционная диаграмма для формата QPSK: a — P = 1 мВт, b — P = 3 мВт
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Рис. 2. Гистограммы распределения вероятности и функции Гаусса с теми же первым и вто-
рым моментами: a — вещественная часть (x̄ = 1,9 · 10−2, σ = 3,1 · 10−3); b — мнимая часть

(x̄ = 1,9 · 10−2, σ = 3,4 · 10−3)

сировать с помощью цифровой обработки на приёмнике путём умножения на eiϕ с подходя-
щей фазой ϕ, чтобы центры облаков имели первоначальную фазу. Рис. 1, b демонстрирует,
что с ростом мощности сигнала крайние точки, лежащие далеко от центра облака, попа-
дают в соседний квадрант. Это ведёт к неизбежным ошибкам распознавания сигнала на
приёмнике.

Для анализа функции распределения точек в одном облаке мы расположили центр

облака в точке, имеющей фазу π/4. Гистограммы распределения вещественной и мнимой
частей показаны на рис. 2. Точки в облаке распределены приблизительно по нормальному
закону, а первый и второй моменты распределения оказываются близкими для веществен-
ной и мнимой частей.

Согласно (2) дисперсия облака задаётся формулой

σ2 = σ2ASE + µP 3. (11)

На рис. 3 показаны дисперсия облака и кубическая парабола с коэффициентом, найден-
ным методом наименьших квадратов. Видно, что дисперсия действительно растёт как
куб средней мощности в соответствии с формулой (11).
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Рис. 3. Дисперсия гауссовского распределения в зависимости от мощности: чис-
ленное моделирование (точки) и σ2 = 1,7 · 10−5 + 4,3 · 103P 3 (сплошная кривая)
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Формат QPSK предполагает одинаковую мощность сигналов. Значит, формула (3) мо-
жет быть применена и для канала с конечной памятью. На примере каналаQPSK показано,
что модель, учитывающая нелинейность как дополнительный шум с кубической зависи-
мостью от мощности, корректно описывает распределение битов на приёмном устройстве.

В современных линиях связи для кодирования данных используются фазовая и ампли-
тудная модуляции, а также ортогональные состояния поляризации. Далее оценим инфор-
мационную ёмкость канала с короткой памятью. Основное искажение сигнала происходит
из-за его взаимодействия с ближайшими соседями. Поэтому ограничимся рассмотрением
влияния пары соседних импульсов. Для исследования выберем фиксированную поляриза-
цию и простейший вариант фазовой модуляции BPSK с двумя значениями фазы (0, π).
Одновременно модулируется амплитуда сигнала, но уровни амплитуды не задаются зара-
нее, а находятся путём максимизации функционала.

3. Вспомогательный канал. Прямая максимизация функционала взаимной инфор-
мации (1) представляет собой достаточно сложную процедуру. Удобно применять вместо
пропускной способности приближённую, но примерно равную величину нижней границы.
Для оценки нижней границы используем вспомогательный канал без памяти [15, 17, 18].
Здесь лучше перейти к безразмерным величинам. Шум усилителей σ2ASE измеряется в

единицах мощности. Пусть величина Ai соответствует передаваемому символу с номером
i из входного алфавита {Ai}. Перейдём к безразмерным величинам, заменив Ai величиной
xi = Ai/σASE. Тогда безразмерная мощность сигнала

P =
1

σ2ASE

∑
i

qi|Ai|2, (12)

где qi — вероятность события Xk = xi, а безразмерный шум усилителей равен единице.
Рассмотрим фиксированный временной слот k. В рамках модели ГШП (3) вероят-

ность регистрации на выходе Yk = yj зависит от L соседних сигналов перед данным

(Xk−L, . . . , Xk− 1) и L сигналов после данного (Xk+1, . . . , Xk+L). Пусть L = 1, тогда,
обозначив pji(xt, xr) вероятность события Yk = yj , Xk = xi, Xk− 1 = xt, Xk+1 = xr, по-
лучим условную вероятность регистрации Yk = yj при переданном значении Xk = xi:

Qji =
∑
t, r

pji(xt, xr)qtqr. (13)

Здесь xt, xr — некоторые дискретные значения из входного алфавита, а суммирование
ведётся по всем возможным значениям.

Рассмотрим вспомогательную функцию

F (q1, . . . , qn) =
∑
j, i

Qjiqi log
Qji∑

i′
Qji′qi′

. (14)

Взаимная информация ГШП (3) примерно составляет F (q1, . . . , qn) с точностью O(µ2). Для
доказательства этой формулы используем взаимную информацию (1) и функцию (14). Как
показано в [19], они равны при µ = 0, а их производные по µ также равны при µ = 0. Тогда
выражение (14) можно рассматривать как вспомогательный канал без памяти [4]. Мак-
симальная взаимная информация (14) служит нижней границей пропускной способности
канала (1). Поэтому взаимная информация вспомогательного канала — линейная по пара-
метру памяти µ аппроксимация ГШП-канала.

Подставим во вспомогательный канал (14) оптимальный набор вероятностей qi, i =
= 1, . . . , n, для ГШ. Взаимная информация оказалась заметно меньше, чем у ГШ-канала.
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Рис. 4. Пропускная способность каналов ГШ (сплошная кривая) и ГШП (штри-
ховая кривая) при Lx = Ly = 8, n = m = 41, σ2ASE = 1, µ = 0,00675

Максимальное значение во вспомогательном канале достигается при другом распределе-
нии вероятностей qi символов входного алфавита. Заметим, что даже при малом значении
параметра памяти µ оптимальная мощность P ограничена, и это вызвано кубическим
ростом шума с увеличением P . Вероятности значений xi, |xi| > Lx, для оптимального
распределения равны нулю. В частности, при µ = 0,00675 порог составил Lx = 3,2, по-
этому вероятности получились ненулевыми только на отрезке xi ∈ [−3,2, 3,2]. Отметим,
что заранее оптимальный алфавит неизвестен. Нами использовалась сетка значений {xi}
и оптимизировались вероятности qi, соответствующие значениям xi. Были вычислены оп-
тимальные наборы вероятностей для ГШ- и ГШП-каналов.

Из рис. 4 видно, что координата максимума пропускной способности в канале с корот-
кой памятью P ≈ 4 получается примерно такой же, как и в канале без памяти. При этом
оптимальный входной алфавит меняется, т. е. максимум средней взаимной информации ре-
ализуется при другом наборе вероятностей qi. Данные вероятности приведены на рис. 5, из
которого видно, что наборы различаются. Модель ГШ-канала позволяет найти оптималь-
ную мощность сигнала, которая практически совпадает с оптимальной мощностью ГШП-
канала. Вычисления выполнялись релаксационным методом, описанным в [20], и методом
Аримото — Блэхута [21] для ГШ-канала без памяти.

4. Обсуждение результатов. При анализе пропускной способности в данной работе
использовались безразмерные алфавит xi = Ai/σASE и мощность сигнала (12), а безразмер-
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Рис. 5. Оптимальное распределение вероятностей символов входного алфавита qi по ампли-
туде xi: a — ГШ-канал, b — ГШП-канал
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ный шум принимался за единицу. Размерный параметр памяти µ заменяем безразмерным
µσ4ASE. Мощность сигнала P и параметр памяти будем полагать безразмерными, а безраз-
мерный шум усилителей считать равным единице. Для оценки зависимости оптимальной
мощности сигнала от параметра памяти можно пользоваться формулой (5). Оптимальная

мощность задаётся равенством P = (2µ)−1/3. Таким образом, чем меньше параметр µ, тем
больше оптимальная мощность сигнала.

Заметим, что параметр памяти µ зависит от многих факторов: количества усилителей
в линии связи, т. е. протяжённости линии, характеристик эрбиевых усилителей, расстоя-
ния между усилителями, формата сигнала, скорости передачи данных и др. Для коротких
линий параметр µ мал, поскольку квадратично зависит от количества усилителей. На-
пример, для линии QPSK, описанной в разд. 2, интенсивность шума усилителей после
усреднения по битовому интервалу составляла ≈ 1,7 · 10−5 Вт, а безразмерный параметр
памяти µ ≈ 1,25 · 10−6. При этом оптимальная мощность (2µ)−1/3 ≈ 70. При относитель-
но большом значении µ мощность снижается, например при µ = 0,00675 (см. разд. 3)

безразмерная мощность (2µ)−1/3 ≈ 4, т. е. заметно меньше (см. разд. 2).
Численный расчёт показывает, что пропускная способность растёт с мощностью P

до тех пор, пока дополнительный нелинейный шум не превысит безразмерную величину
0,3–0,5. Чтобы перейти к размерным переменным, следует безразмерную мощность умно-
жить на σ2ASE, которая равна суммарному шуму усилителей в линии.

Заключение. Таким образом, в данной работе рассмотрен канал с короткой памятью,
где учитывается только два смежных бита. Нелинейность включена в ГШП-приближение,
в котором нелинейное взаимодействие моделируется дополнительным шумом. Чтобы оце-
нить нижнюю границу пропускной способности, ГШП-канал заменяется вспомогательным
каналом без памяти. Взаимная информация вспомогательного канала совпадает со взаим-
ной информацией искомого канала с точностью O(µ2). Поэтому вспомогательный канал
можно использовать для оценки пропускной способности канала с памятью. Пропускная
способность как функция средней мощности найдена вместе с оптимальным набором веро-
ятностей входных символов. В [19] был подробно описан метод оценки пропускной спо-
собности, в [12] с помощью этого метода найдено влияние самовоздействия оптических

импульсов на пропускную способность. В данной работе продемонстрировано, что зависи-
мости пропускной способности от мощности в моделях ГШ и ГШП близки и практически

совпадают, даже если амплитуда ограничена. В то же время максимум в ГШП-канале до-
стигается при другом наборе вероятностей. Также показана применимость модели с куби-
ческим нелинейным шумом для линии с периодической компенсацией дисперсии. В [11] эта
модель проверялась только в схеме компенсации в конце линии. Показано, что пропуск-
ная способность увеличивается до тех пор, пока нелинейный шум не достигнет 30–50 %
дисперсии шума усилителей.
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