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Проведена сравнительная оценка параметров плотности распределения вероятностей, най-
денных с помощью методов максимального правдоподобия и моментов, по их точности и
сложности алгоритмов оценивания. Получены выражения, позволяющие дать оценку па-
раметров распределения Накагами методом максимального правдоподобия. Приведена ме-
тодика нахождения оценок параметров распределения Накагами методом моментов, при
которой моменты распределения заменяются их оценками. Отмечено, что оценки пара-
метров методом максимального правдоподобия имеют меньшую дисперсию и смещение по

сравнению с оценками по методу моментов особенно при малых объёмах выборки. Пока-
зано, что в отличие от оценки энергетических параметров для аппроксимации реальных
законов распределения Накагами требуется большой объём статистических данных, опи-
сывающих сигнал.
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Введение. Большое значение в радиотехнических системах и устройствах, работа-
ющих в условиях ближнего действия, придаётся выбору и обоснованию математических
моделей сигналов, отражённых от пространственно протяжённых радиолокационных объ-
ектов: автомобилей, беспилотных летательных аппаратов, железнодорожного транспорта
и т. д. [1–3].

Анализ временны́х реализаций отражённого от протяжённых объектов сигнала пока-
зывает, что, как правило, он имеет вид амплитудно-модулированного колебания, глубина
модуляции которого изменяется в больших пределах и может достигать 100 % [4].

Согласно исследованиям [5] такой сигнал математически хорошо описывается много-
лучевой моделью

s(λ, t) =
N∑
i=1

Re si(λ, t), (1)

где si(λ, t) — сигнал, принимаемый от произвольной i-й точки протяжённого объекта;
λ — векторный информационный параметр; N — количество отражающих элементов

протяжённого объекта.
Существуют разнообразные виды модели (1), например модель, в которой в явном
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виде введены огибающая U(t) и результирующая Θs(t) фазы принимаемого сигнала [6]:

s(λ, t) = Re {U(t) e j(ω0t+Θs(t))} = Re
{∑

i

U(t) e j(ω0t+Θs(t))
}
,

где ω0 — несущая частота.
Целью представленной работы является проведение сравнительной оценки параметров

распределения Накагами, полученных методами максимального правдоподобия и момен-
тов, для аппроксимации сигнала, отражённого от протяжённого объекта.

Априорное знание статистических характеристик сигнала позволяет сформулировать

более точные математические модели как обрабатываемого сигнала, несущего, например,
информацию о параметрах движения протяжённого объекта, так и действующих на него
помех, обоснованно подойти к разработке радиотехнических систем и устройств ближ-
него действия. Наибольший интерес для анализа представляет плотность распределения
вероятностей (ПРВ) огибающей (амплитуды) (ПРВА) принимаемого сигнала.

Оценка параметров ПРВ Накагами. Хорошие результаты при аппроксимации

ПРВА сигналов, отражённых от протяжённых объектов, дают ПРВ Накагами W (U) и её
начальные моменты mv

U [7]:

W (U) =
2

Γ(m)

(m
Ω

)m
U2m−1 exp

(
− m

Ω
U2
)
, U > 0;

(2)

mv
U =

Γ(m+ v/2)

Γ(m)(Ω/m)−v/2
,

где m = Ω2/(U2−Ω2)2 > 0,5; Ω = U2 — параметры распределения; Γ(·) — гамма-функция.
ПРВ Накагами описывает довольно большой класс законов распределения огибающей

случайного процесса, что позволяет создавать вероятностные модели, близкие к реальным
и подверженные замираниям сигналов, и использовать их при статистической обработ-
ке экспериментальных данных для построения оптимальных радиотехнических систем и

устройств ближнего действия.
При аппроксимации ПРВА реальных сигналов ПРВ Накагами по статистическим дан-

ным необходимо найти параметры распределения.
При известном параметре ПРВm найти оценку параметра Ω, характеризующего сред-

нюю мощность сигнала, не представляет особой сложности. Гораздо труднее подобрать
параметр m [8], определяющий вид ПРВ (рис. 1).

Методика нахождения оценок параметров ПРВ Накагами методом макси-
мального правдоподобия.Методика нахождения оценок по методу максимального прав-
доподобия хорошо известна [9].

Если предположить, что имеет место независимость выборочных значений L ампли-
туды сигнала Ui, то функцию правдоподобия для ПРВ Накагами (2) можно представить
как

B(U1, U2, . . . , UL,m,Ω) =
[ 2

Γ(m)

(m
Ω

)m]L L∏
i=1

U2m−1
i exp

(
− m

Ω
U2
i

)
. (3)

Оценки параметров ПРВ Накагами m и Ω являются решением системы уравнений

∂ lnB

∂m
= 0,

∂ lnB

∂Ω
= 0
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Рис. 1. Плотность распределения вероятностей Накагами W (U) для
различных значений параметра m

или

−LΨ(m) + L lnm− L ln Ω + 2
L∑
i=1

lnUi −
1

Ω

L∑
i=1

U2
i + L = 0, −L m

Ω
+
m

Ω2

L∑
i=1

U2
i = 0, (4)

где Ψ(m) = ∂ ln Γ(m)/∂m — пси-функция Эйлера [10].
Из второго уравнения системы (4) можно определить оценку параметра Ω:

Ω̂ =
1

L

L∑
i=1

U2
i . (5)

Подставив в первое уравнение системы (4) вместо параметра Ω найденную оценку Ω̂
и обозначив

δ(m) = lnm−Ψ(m), (6)

получим

δ̂ = ln
1

L

L∑
i=1

U2
i +

2

L

L∑
i=1

Ui. (7)

Выражение (7) определяет максимально правдоподобную оценку δ(m).

Решая уравнение (7) относительно m при δ(m) = δ̂, будем иметь оценку максималь-
ного правдоподобия параметра m.

Математическое ожидание оценки параметра Ω может быть получено с помощью вы-
ражения

Ω̂ =
1

L

L∑
i=1

U2
i = Ω,

из которого видно, что оценка (5) является несмещённой.
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Математическое ожидание оценки δ(m) будет определяться как

δ̂ = ln Ω̂− 2

L

L∑
i=1

Ui = Ω̂− 2 lnU,

где

lnU =

∞∫
0

lnU
2

Γ(m)

(m
Ω

)m
U2m−1 exp

(
− m

Ω
U2
)
dU.

Если произвести подстановку t = U2, то данный интеграл сводится к табличному [10]:

lnU =
1

2

[
Ψ(m)− ln

m

Ω

]
.

Тогда

δ̂ = δ + ln Ω̂− ln Ω.

Как видно, смещение оценки δ̂ зависит от параметра Ω и вследствие несмещённо-
сти Ω̂ с ростом объёма выборки L стремится к нулю. Следовательно, оценка δ̂ является
асимптотически несмещённой.

Формально функция правдоподобия (3) может быть представлена в виде

B
(U

Ω
,m
)

= g
( L∑
i=1

U2
i ,

L∑
i=1

lnUi
Ω

,m
)
h(U).

Поэтому согласно [10] оценки максимального правдоподобия Ω̂ и δ̂ являются эффек-
тивными.

По теореме Рао дисперсии оценок Ω̂ и δ̂ могут быть найдены из следующих соотно-
шений:

σ2
Ω̂

=
2∑
j=1

2∑
l=1

∂Ω

∂j

∂Ω

∂l
I−1
jl =

Ω2

mL
, σ2

δ̂
=

2∑
j=1

2∑
l=1

∂δ

∂j

∂δ

∂l
I−1
jl =

m−1 −Ψ′(m)

L
, (8)

где I−1
jl — элементы матрицы, обратной к информационной матрице.

Так как при j 6= l элементы матрицы I−1
jl = 0, то оценки Ω̂ и δ̂ между собой некорре-

лированы.
Если может существовать только одна функция от оцениваемого параметра δ(m), для

которой имеется эффективная оценка δ̂, то для самого параметра m эффективной оценки

не существует. Следовательно, можно рассматривать только асимптотическую эффектив-
ность и несмещённость оцениваемого параметра m.

Представим параметр m как функцию δ: m = f(δ) и m̂ = f(δ̂).
В этом случае в первом приближении можно записать

m̂ = m− f ′(δ)(δ̂ − δ). (9)
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Рис. 2. Зависимости СКО от значений параметра m: оценки δ̂ и

функции δ(m) (a); оценки m̂ (b)

Тогда

σ2
m̂ = [f ′(δ)]2σ2

δ̂
.

Очевидно, что

f ′(δ) = (δ′(m))−1 = [m−1 −Ψ′(m)]−1.

Таким образом,

σ2
m̂ = [m−1 −Ψ′(m)]−2, σ2

δ̂
= [L |m−1 −Ψ′(m)| ]−1, (10)

что полностью совпадает с минимальной границей дисперсии для оценки параметра m̂,
определяемой неравенством Крамера — Рао [11].

Следовательно, в первом приближении дисперсия оценки параметра m̂ равна мини-
мальной границе дисперсии m. Так как по мере увеличения числа выборок L приближе-
ние (9) становится всё более точным, можно утверждать, что оценка m̂ является асимп-
тотически эффективной.

На рис. 2 представлены зависимости среднеквадратического отклонения (СКО) оценок

δ̂ и m̂, а также функции δ(m) от параметра m.
Необходимо отметить, что определение максимально правдоподобной оценки парамет-

ра m и её дисперсии по формулам (6) и (10) связано с весьма трудоёмкими вычислениями.
Для практических расчётов можно использовать приближённые выражения

m̂ = 0,504δ̂−1 + 0,126, σm̂ = L−0,5(1,6m− 0,36).

В этом случае линейная погрешность аппроксимации не превышает 1 %. Это значи-
тельно меньше величины ошибок статистических расчётов при объёме выборки, равной
нескольким сотням.

Методика нахождения оценок параметров ПРВ Накагами методом момен-
тов. На практике для оценки параметров ПРВ Накагами часто пользуются методом мо-
ментов. В этом случае оценки параметров ПРВ получаются путём замены моментов рас-
пределения их оценками.

Проведём сравнительную оценку эффективности метода моментов по отношению к

методу максимального правдоподобия.
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Рис. 3. Зависимости среднеквадратического отклонения от размеров выбор-
ки L: СКО m̂ (a) и относительное смещение ∆m/m (b). Обозначения: 1 —
минимальная граница СКО; 2 — СКО метода максимального правдоподобия;
3 — СКО метода моментов; 4 — относительное смещение ∆m/m, метод прав-

доподобия; 5 — относительное смещение ∆m/m, метод моментов

Оценка параметра Ω̂ по обоим методам идентична. Оценка параметра m̂ по методу

моментов может быть найдена из выражения

m̂ = Ω̂2
/ ( 1

L

L∑
i=1

U4
i − Ω̂2

)
.

Довольно сложно провести аналитическое исследование дисперсии оценки m̂. Для
сравнения применялся метод статистического моделирования. В качестве эталонного ис-
пользовалось распределение χ2. Заметим, что данное распределение является частным
случаем ПРВ Накагами [12] с шестью и десятью степенями свободы, что соответствует
m = 3, Ω = 6 и m = 5, Ω = 10.

Результаты моделирования продемонстрировали, что дисперсия оценки параметра Ω
в точности совпадает с нижней границей дисперсии (8).

На рис. 3 представлены зависимости СКО m̂ и относительного смещения ∆m/m от

размеров выборки L для обоих методов оценивания.
Результаты статистического моделирования показали, что при малых объёмах выбор-

ки L оценка параметров m ПРВ Накагами неэффективна, так как имеет место большое
смещение, величина которого уменьшается с ростом Ω.

Заключение. В данной работе установлено, что для аппроксимации огибающей ре-
ального сигнала, отражённого от протяжённого объекта в условиях ближнего действия,
могут быть использованы ПРВ Накагами и его начальные моменты.

Проведён сравнительный анализ оценки параметров распределения Накагами по точ-
ности и сложности алгоритмов оценивания методами максимального правдоподобия и мо-
ментов. Получены выражения для оценки параметров распределения Накагами. Опреде-
лено, что наиболее эффективна оценка параметра m с помощью метода правдоподобия,
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так как она имеет меньшую дисперсию и смещение по сравнению с оценками по методу

моментов; это особенно заметно при малых объёмах выборки. Показано, что оценки мак-
симального правдоподобия Ω̂ и δ̂ для соответствующего метода являются эффективными,
а оцениваемый параметр m и его оценку m̂ можно рассматривать как асимптотически

эффективные и несмещённые. Отмечается, что для удовлетворительной аппроксимации
реальных законов распределения ПРВ Накагами требуется относительно большой объём

статистических данных, при этом для оценки энергетических параметров объём выборки
сравнительно мал.
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