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Предлагается процедура расчёта ПИД-регуляторов для класса нелинейных нестационар-
ных объектов второго порядка. В целях уменьшения возможных скачков в управлении его
пропорционально-дифференциальные составляющие переносятся в канал обратной связи
системы. Показано, что наличие в системе специального дифференцирующего устройства
с малой инерционностью порождает быстрые процессы на фоне медленных рабочих, выде-
ление которых осуществляется с использованием методики разделения движений. Рассчи-
танный на этой основе регулятор обеспечивает инвариантность системы по отношению

как к действию внешних неконтролируемых возмущений, так и к изменению параметров
объекта. Результаты численного моделирования системы в среде MATLAB иллюстрируют
её основные свойства.
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Введение. Несмотря на то что одними из первых применяемых в промышленности
регуляторов были типовые ПИД-регуляторы [1–4], они до сих пор широко используют-
ся в различных технических системах благодаря своей простоте и надёжности. Однако
применение таких регуляторов ограничивается в основном линейными объектами невы-
сокого порядка. В настоящее время предложено много рекомендаций по настройке [5–7],
расчёту [6, 8–11] и оптимизации параметров типовых регуляторов [12], при этом в ряде
случаев после расчёта ПИД-регулятора приходится осуществлять ручную подстройку его
параметров. Причём в ситуации, когда существенное влияние оказывают внешние фак-
торы (например изменение нагрузки, температуры окружающей среды, порывы ветра,
давление и т. п.) или в процессе функционирования произвольным образом изменяются
параметры самого объекта, типовые регуляторы не всегда обеспечивают требуемое каче-
ство работы, тогда рассматриваются преобразования регулятора, способные наделить его
свойством робастности [7, 13–17].

Для сложных нелинейных объектов использование типовых регуляторов затруднено

из-за отсутствия адекватной процедуры расчёта. Разные приёмы, учитывающие конкрет-
ный тип нелинейной характеристики объекта, в ряде случаев позволяют получить удовле-
творительное качество работы системы, но не могут быть распространены на произволь-
ный тип нелинейных объектов, подверженных влиянию неконтролируемых возмущений.
Одним из наиболее подходящих методов синтеза регуляторов в такой ситуации является

метод локализации [18], который предполагает применение производных (включая стар-
шую) в обратной связи. Поскольку ПИД-регулятор имеет в своём составе производную,
то для объектов невысокого порядка можно использовать идею этого метода при расчёте

его параметров.
В данной работе представлена оригинальная процедура расчёта коэффициентов ПИД-

регулятора для класса нелинейных нестационарных объектов второго порядка, обеспечи-
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вающая инвариантность свойств синтезированной системы. В целях уменьшения бросков
управления в системах стабилизации предлагается предварительно выделить отдельные

составляющие регулятора и перенести пропорционально-дифференциальный канал в об-
ратную связь [6, 19], причём для реализации дифференциальной компоненты нужно ис-
пользовать специальное дифференцирующее устройство. Наличие такого устройства вме-
сте с коэффициентом усиления пропорциональной составляющей ПИД-регулятора приво-
дит к возникновению в системе быстрых движений на фоне медленных рабочих движений.
Выделение составляющих общего процесса с помощью метода разделения движений [20]
позволяет осуществлять синтез регулятора с использованием модального подхода [18].

Постановка задачи. Будем рассматривать задачу стабилизации для нелинейного
нестационарного объекта второго порядка, математическая модель которого имеет вид

ÿ = f(t, ẏ, y) + b(t, ẏ, y)u, (1)

где y ∈ R1 — выходная переменная объекта; u ∈ R1 — управляющее воздействие; f(t, ẏ, y)
и b(t, ẏ, y) — дифференцируемые функции, но их значения известны неточно и могут из-
меняться в рабочем диапазоне |f( · )| 6 fmax, 0 < bmin 6 |b( · )| 6 bmax в зависимости от

условий работы системы. Зависимость функций f(t, ẏ, y) и b(t, ẏ, y) от времени отражает
действие на объект параметрических и сигнальных возмущений.

В качестве регулятора будем использовать типовой ПИД-регулятор, параметры кото-
рого необходимо определить таким образом, чтобы качество процессов в системе удовле-
творяло заданным требованиям в виде оценок времени переходного процесса (t∗p), перере-
гулирования (σ∗) и допустимой ошибки в статике (∆∗). При этом рассчитанный регулятор
должен обладать свойством инвариантности как к внешним неконтролируемым возмуще-
ниям, так и к изменению параметров объекта.

Описание замкнутой системы. Идеальный ПИД-регулятор представляет собой со-
вокупность линейных звеньев, и его модель имеет вид передаточной функции

WПИД(s) = kп + kи/s+ kдs, (2)

где kп, kи и kд — коэффициенты пропорциональной, интегральной и дифференциальной
составляющих соответственно. Для удобства последующих расчётов преобразуем переда-
точную функцию регулятора (2) к виду

WПИД(s) = kп[c0/s+ (c1s+ 1)], (3)

где введены следующие обозначения: c0 = kи/kп, c1 = kд/kп.
Следует отметить, что обычное включение ПИД-регулятора на входе системы предпо-

лагает отработку начальных состояний и/или внешних возмущений. При работе в режиме
слежения или при отработке ступенчатого входного сигнала на выходе таких регуляторов

могут возникать какие угодно большие значения управляющих воздействий, что техниче-
ски нереализуемо. Для исключения подобных ситуаций обычно переносят дифференциаль-
ную составляющую регулятора в обратную связь [6, 11, 19]. В данном случае предлагается
перенести в обратную связь пропорциональную и дифференциальную составляющие, при
этом структура системы принимает вид, представленный на рис. 1.

Как видно на рисунке, при такой реализации регулятора дифференцируется только
сигнал обратной связи, который обычно изменяется медленно. Следовательно, на выхо-
де пропорционально-дифференциального канала не возникает дельтаподобных импульсов
большой амплитуды, которые могли бы привести к бесконечным значениям управления.
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Рис. 1. Иллюстрация включения ПИД-регулятора

Поскольку замкнутая система (см. рис. 1) содержит нелинейный объект управления
и линейный регулятор, то для исследования её свойств необходимо перейти к единообраз-
ному описанию. В этих целях запишем уравнение ПИД-регулятора в виде

u = kп

[
c0

t∫
0

(v − y) dτ − (c1ẏ + y)
]
. (4)

В результате подстановки (4) в (1) получим описание замкнутой системы

ÿ = f( · ) + b( · )kп
[
c0

t∫
0

(v − y) dτ − (c1ẏ + y)
]
,

откуда окончательно её модель в виде дифференциального уравнения принимает форму

...
y = f( · ) + b( · )kп[c0(v − y)− c1ÿ − ẏ]. (5)

Если увеличивать коэффициент регулятора kп, то в пределе при kп →∞ уравнение (5)
вырождается в c0(v − y)− c1ÿ − ẏ = 0 или преобразуется в

c1ÿ + ẏ + c0y = c0v. (6)

Таким образом, в асимптотике свойства замкнутой системы с ПИД-регулятором (4)
описывает линейное уравнение второго порядка (6), причём свойства замкнутой системы
не зависят от влияния нелинейностей и нестационарных параметров объекта, т. е. функ-
ций f( · ) и b( · ) модели (1). При этом требуемые динамические свойства в системе можно
обеспечить соответствующим выбором коэффициентов c0 и c1. Следует заметить, что на
практике коэффициент регулятора kп всегда имеет конечное значение, поэтому уравне-
ние (6) описывает динамику замкнутой системы с некоторой ошибкой.

Исследование разнотемповых процессов. Как известно, особенностью любых си-
стем с дифференцированием выходного сигнала является их чувствительность к поме-
хам измерения. В связи с этим техническая реализация ПИД-регулятора предполагает
использование специальных устройств (фильтров) для формирования дифференциальной
составляющей [11, 18, 19]. В данном случае пропорционально-дифференциальная часть
регулятора в канале обратной связи будет описываться передаточной функцией

WПД(s) =
c1s+ 1

µs+ 1
, (7)

где µ — постоянная времени дифференцирующего устройства, причём выбор численно-
го значения µ должен обеспечивать переходные процессы в нём на порядок быстрее, чем
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в системе. На практике наличие малого параметра µ наряду с большим коэффициентом
регулятора kп приводит к возникновению быстрых подпроцессов на фоне медленных ос-
новных. Для того чтобы система была работоспособной, возникающие в ней быстрые под-
процессы должны быть устойчивыми, поэтому ещё на этапе проектирования необходимо
исследовать разнотемповые составляющие общего процесса. Для их выделения использу-
ем метод разделения движений [18, 20], но предварительно представим дифференциальное
уравнение ПИД-регулятора (4) с учётом реализации (7) в форме

µü+ u̇ = kп[c0v − c1ÿ − (µc0 + 1)ẏ − c0y].

Учитывая, что kп — достаточно большой коэффициент пропорциональной составляющей

регулятора, будем полагать k−1
п = µ и запишем уравнение регулятора

µ2ü+ µu̇ = c0v − c1ÿ − (µc0 + 1)ẏ − c0y. (8)

Полное описание системы с учётом уравнения объекта (1) и регулятора (8) имеет вид{
ÿ = f(t, ẏ, y) + b(t, ẏ, y)u,

µ2ü+ µu̇ = c0v − c1ÿ − (µc0 + 1)ẏ − c0y.
(9)

Введём переменные состояния x1 = y, x2 = ẏ, u1 = u, u2 = µu̇, что позволит предста-
вить модель системы (9) в стандартной для метода разделения форме:{

ẋ1 = x2, ẋ2 = f( · ) + b( · )u1;
µu̇1 = u2, µu̇2 = c0v − c1[f( · ) + b( · )u1]− (µc0 + 1)x2 − c0x1 − u2.

(10)

Применяя процедуру разделения движений, из (10) получим уравнение для медленных
движений c1ÿ+ẏ+c0y = c0v, которое совпадает с описанием системы с точной реализацией
дифференциальной составляющей (6) и представляет собой эталонное уравнение системы.
Быстрые процессы описывают соотношения{

x1 = const, x2 = const, f( · ) = const, b( · ) = const,

µu̇1 = u2, µu̇2 = −c1bu1 − u2 + const,

которые можно представить в виде одного уравнения

µ2ü+ µu̇+ c1bu = const . (11)

Как видно из (11), при использовании дифференцирующего устройства первого по-
рядка быстрые процессы всегда устойчивы, следовательно, динамику системы (9) будет
определять эталонное уравнение (6), параметры которого должны выбираться на осно-
ве заданных требований к системе. Отметим также, что известный приём повышения
порядка фильтрующего полинома в (7) позволяет эффективно подавлять влияние высоко-
частотных помех измерения [18].

Процедура расчёта регулятора. Учитывая особенности практической реализации
и свойства замкнутой системы, можно предложить следующий порядок расчёта регулято-
ра.

1. Определяется постоянная времени устройства дифференцирования µ из условия
разделимости процессов в системе.

2. Выбирается коэффициент усиления пропорциональной составляющей ПИД-
регулятора kп. Поскольку он вместе с постоянной времени µ порождает разнотемповые
движения, то рекомендуется полагать kп = µ−1.
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3. На основании требований к системе модальным методом [18] рассчитываются ко-
эффициенты эталонного уравнения (6). При этом от оценок процесса (t∗p, σ

∗,∆∗) переходят
к выбору корней и формированию желаемого характеристического уравнения

s2 + d1s+ d0 = 0. (12)

Коэффициенты уравнения (6) определяются в виде c1 = d−1
1 , c0 = d0d

−1
1 .

4. Записываются соотношения для исходных параметров ПИД-регулятора: kп = µ−1,
kи = d0d

−1
1 kп, kд = d−1

1 kп.

Пример синтеза системы. Рассмотрим иллюстративный объект с моделью вида

ÿ = a1(t)yẏ − a2(t)y2 + b(t)u+M(t),

его параметры могут произвольным образом изменяться в диапазонах −1 6 a1 6 3;
0 6 a2(t) 6 2; 0,5 6 b 6 2; M(t) — возмущение.

Требования к процессам системы заданы в виде оценок tn 6 3 c, σ 6 5 %, статическая
ошибка отсутствует. Согласно процедуре расчёта определим постоянную времени диф-
ференцирующего устройства µ ≈ 0,03 c и коэффициент пропорциональной составляющей
регулятора kп ≈ 33. Желаемым корням λ1,2 = −2∓ j1 соответствует характеристическое
уравнение (12) в виде

D(s) = s2 + 4s+ 5 = 0.

Параметры пропорционально-дифференциальных составляющих регулятора в канале об-
ратной связи следующие: c0 = 1,25, c1 = 0,25 (им соответствуют исходные параметры
регулятора kп = 33, kд = 8,25, kи = 41,25).

На рис. 2 представлены эталонная и действительная переходные характеристики си-
стемы при постоянных значениях параметров объекта и отсутствии внешних возмущений,
полученные путём моделирования в средеMATLAB. Как видно, эти процессы практически
совпадают, т. е. рассчитанный регулятор обеспечивает качество процессов, соответству-
ющее заданным требованиям.

Графики на рис. 3 показывают характер изменения управляющего воздействия, при-
чём колебательный процесс на начальном участке управления обусловлен быстрой состав-
ляющей движения. На рис. 3, b быстрый процесс показан отдельно в соответствующем
масштабе.
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Рис. 2. Переходные характеристики системы: a — эталонный процесс,
b — действительный процесс
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Представленные на рис. 4 и 5 графики иллюстрируют изменение управления при дей-
ствии возмущения M(t) и нестационарности параметра a2(t).

Важно отметить, что как нестационарные параметры, так и внешнее возмущение
отрабатываются во внутренней быстрой подсистеме, что хорошо заметно по изменению
управления на рис. 4 и 5. При этом даже существенное возмущение и изменение парамет-
ров нелинейного объекта в широком диапазоне никак не влияют на выходную переменную

системы с регулятором. Выходной процесс остаётся неизменным и соответствует эталон-
ному, представленному на рис. 2.

Заключение. Предложенный в данной работе способ расчёта коэффициентов типово-
го ПИД-регулятора ориентирован на широкий класс нелинейных объектов с нестационар-
ными параметрами, подверженных влиянию неконтролируемых внешних возмущений. До-
стоинство представленного подхода заключается в том, что коэффициенты рассчитанного
регулятора не зависят от свойств объекта, т. е. он обладает свойством инвариантности по
отношению к параметрическим и сигнальным возмущениям.

В целях упрощения реализации ПИД-регулятора рекомендуется использовать извест-
ный приём переноса его пропорциональной и дифференциальной составляющих в канал

обратной связи. Отметим, что в этом случае регулятор может эффективно функциониро-
вать в режиме отработки ступенчатых входных воздействий.

Для реализации канала дифференцирования предложено специальное дифференциру-
ющее устройство с малой постоянной времени, что приводит к возникновению быстрых
процессов на фоне медленных рабочих. Применение в этой ситуации метода разделения
движений позволило свести расчёт нелинейной системы четвёртого порядка к синтезу

простой линейной системы второго порядка.
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