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Предлагается процедура синтеза регулятора для линеаризованной системы в виде двойно-
го перевёрнутого маятника на тележке, основанная на методе скользящих режимов. Осо-
бенностью подхода является двухэтапный расчёт регулятора, причём на первом этапе

осуществляется преобразование модели объекта к каноническому базису и формирование

алгоритма управления в виде функции канонических переменных. На втором этапе путём
обратного преобразования переменных получаем описание регулятора в исходном базисе.
Поскольку для рассматриваемого типа объектов имеется возможность непосредственного

измерения части его внутренних переменных, то для реализации регулятора необходи-
мо получить оценку остальных. С этой целью предлагается использовать несколько од-
нотипных фильтров оценки состояния, что позволяет определить весь вектор состояния,
хотя непосредственному измерению доступны только некоторые из его координат. Рассчи-
танный регулятор обеспечивает стабилизацию маятника в верхнем положении при малом

отклонении угла от вертикали. Результаты численного моделирования системы в инте-
грированной среде MATLAB/Simulink иллюстрируют её основные свойства.
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Введение. Наряду с обычными объектами регулирования существует большой класс
маятниковых систем, режим работы которых неустойчив в отсутствие управления [1–3],
а их поведение при воздействии внешних сил и возмущений невозможно предсказать. К
системам такого рода относится двойной перевёрнутый маятник на тележке, задача ста-
билизации которого является одной из классических задач теории управления [3–6]. При
этом сам маятниковый объект — эталон для применения различных подходов и алгорит-
мов стабилизации.

На сегодняшний день существует немало реальных объектов, математическая модель
которых соответствует маятниковой системе. Так, в отрасли, связанной с разработками
для покорения космоса, в качестве модели перевёрнутого маятника можно представить
описание ракеты при отрыве от земли [7], а динамика солнечных батарей искусственных
космических летательных аппаратов соответствует модели двойного перевёрнутого ма-
ятника [8]. К такому же классу объектов можно отнести пятизвенные антропоморфные

механизмы [9–12], движение которых необходимо стабилизировать на протяжении всех
фаз движения: фазы одной опорной ноги, фазы двух опорных ног и перехода между ними.

Система двойного перевёрнутого маятника на тележке (рис. 1) состоит из баланси-
ровочной тележки и двух маятников [13, 14], один из которых закреплён на тележке, а
другой соединён с первым перевёрнутым маятником. Здесь θ1 — угол отклонения первого

маятника, θ2 — угол между первым и вторым маятником, F — прикладываемая управля-
ющим двигателем сила, xc — перемещение тележки, m1 — масса первого маятника, m2 —
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Рис. 1. Двойной перевёрнутый маятник на тележке

масса второго маятника, M — масса тележки, L1 — длина первого маятника, L2 — длина

второго маятника, g — ускорение силы тяжести.

Для стабилизации маятника в положении равновесия необходимо привести оба ма-
ятника в вертикальное положение, перпендикулярное тележке, зафиксировав тележку в
определённом заданном интервале.

В зарубежной и отечественной литературе существует немало работ, рассматрива-
ющих задачу стабилизации однозвенного и двухзвенного перевёрнутых маятников, что
свидетельствует об актуальности проблемы и активном процессе разработки различных

эффективных подходов к её решению [3—5, 13, 15].

В данной работе рассматривается возможность стабилизации двойного перевёрнутого

маятника на тележке путём использования релейного алгоритма управления и организа-
ции в системе скользящего режима. Отметим, что скользящие режимы обладают рядом
достоинств, благодаря которым их уже долгое время применяют при создании систем

автоматического управления. В некоторых случаях во время движения в скользящем ре-
жиме реализуется управление, доставляющее минимум функционалу, характеризующему
качество процесса под управлением [16–17].

Постановка задачи. Будем рассматривать известную математическую модель двой-
ного перевёрнутого маятника на тележке [13, 14], которая получена посредством уравнений
Лагранжа:

h1ẍc + h2θ̈1 cos θ1 + h3(θ̈1 + θ̈2) cos (θ1 + θ2)− h2θ̇21 sin θ1 − h3(θ̇1 + θ̇2)
2 sin (θ1 + θ2) = F ;

h2ẍc cos θ1 + h4θ̈1 + h5(θ̈1 + θ̈2) cos θ2 − h5(θ̇1 + θ̇2)
2 sin θ2 − h6 sin θ1 = 0;

h3ẍc cos (θ1 + θ2) + h7(θ̈1 + θ̈2) + h5θ̈1 cos θ2 + h5θ̇
2
1 sin θ2 − h8 sin (θ1 + θ2) = 0,

(1)

где введены следующие обозначения: h1 = M + m1 + m2; h2 = m1l1 + m2L1; h3 = m2l2;
h4 = m2l

2
1 + m2L

2
1 + J1; h5 = m2l2L1; h6 = m1l1g + m2L1g; h7 = m2l

2
2 + J2; h8 = m2l2g;

l1 — расстояние от центра масс до первого маятника, l2 — расстояние от центра масс до

второго маятника, J1 — момент инерции первого маятника, J2 — момент инерции второго

маятника.
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В исходном описании (1) прикладываемую двигателем постоянного тока силу F , ко-
торая обеспечивает перемещение тележки, представим следующим образом [14]:

F =
KmKg

rRA
U −

K2
mK

2
g

r2RA
ẋc, (2)

где U — ограниченное управляющее напряжение, |U | 6 Um; Km — крутящий момент

двигателя;Kg — передаточное число; r— радиус выходной передачи;RA — сопротивление

обмотки статора; ẋc — линейная скорость тележки.
В результате система (1) с учётом (2) принимает вид

h1ẍc + h2θ̈1 cos θ1 + h3(θ̈1 + θ̈2) cos (θ1 + θ2)− h2θ̇21 sin θ1 − h3(θ̇1 + θ̇2)
2 sin (θ1 + θ2) =

= h10U − h9ẋc;

h2ẍc cos θ1 + h4θ̈1 + h5(θ̈1 + θ̈2) cos θ2 − h5(θ̇1 + θ̇2)
2 sin θ2 − h6 sin θ1 = 0;

h3ẍc cos (θ1 + θ2) + h7(θ̈1 + θ̈2) + h5θ̈1 cos θ2 + h5θ̇
2
1 sin θ2 − h8 sin (θ1 + θ2) = 0.

(3)

Здесь введены дополнительные обозначения:

h9 =
K2

mK
2
g

r2Ra
, h10 =

KmKg

rRa
.

Предполагается, что в начальный момент времени маятник находится в некоторой ма-
лой окрестности положения равновесия, т. е. |θi(0)| 6 θ∗i (i = 1, 2), а угловая скорость

удовлетворяет условию θ̇1(0) = θ̇2(0) = 0.
Необходимо обеспечить «удержание» двойного перевёрнутого маятника в верхнем вер-

тикальном положении за заданное время при малом отклонении угла от вертикали (θ∗i ),
что соответствует локальной стабилизации объекта (3). С этой целью будем использовать
метод скользящих режимов [16, 17], который обладает рядом привлекательных свойств.

Линеаризация модели объекта. Полагая, что углы отклонения маятника от вер-
тикали удовлетворяют условию θ∗i 6 5◦, в описании (3) разложим функции sin θ и cos θ
в ряды Фурье и учтём первые члены ряда разложения. Поскольку в малой окрестности
положения равновесия справедливы соотношения

cos θ ≈ 1, sin θ ≈ θ, θ̇2 ≈ 0, (4)

то получим вместо (3) линейную систему уравнений:

h1ẍc + h9ẋc + h2θ̈1 + h3θ̈1 + h3θ̈2 = h10U ;

h2ẍc + h4θ̈1 + h5θ̈1 − h6θ1 + h5θ̈2 = 0;

h3ẍc + h5θ̈1 + h7θ̈1 − h8θ1 + h7θ̈2 − h8θ2 = 0.

(5)

Теперь введём переменные состояния, в качестве которых будем рассматривать

x1 = xc, x2 = ẋc, x3 = θ1, x4 = θ̇1, x5 = θ2, x6 = θ̇2. В результате модель (5) предста-
вим в переменных состояния

Ẋ = AX +Bu; X ∈ R6; y = CX, (6)
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где матрицы имеют следующий вид:

A =



0 1 0 0 0 0

0
(h4h7−h2

5)h9

det (H)
(h3h5−h2h7)h6+(h2h5−h3h4)(h8−h9)

det (H) 0 (−h2h5+h3h4)h9

det (H) 0

0 0 0 1 0 0

0 (h2h5−h3h4)h8

det (H)
(h1h7−h2

3)h6+2(h2h3−h1h5)h8

det (H) 0 (h2h3−h1h5)h8

det (H) 0

0 0 0 0 0 1

0 (h2h5−h3h4)h9

det (H)
(h3(h2+h3)−h1(h5+h7))h6+2(h1(h4+h5)−h2(h2+h3))h8

det (H) 0 (h1(h4+h5)−h2(h2+h3))h8

det (H) 0


,

B =
[
0

(h4h7 − h25)h10
det (H)

0
(h3h5 − h2h7)h10

det (H)
0

(h5(h2 − h3)− h3h4 + h2h7)h10
det (H)

]>
,

C =

 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0

 ,
здесь det (H) = h1h4h7 − h1h25 − h22h7 − 2h2h3h5 − h23h4.

Синтез регулятора. В целях организации скользящего режима в системе будем ис-
пользовать релейный закон управления вида [16]

u = um signS(X), (7)

где um — уровень размаха реле, который можно реализовать практически; S(X) = 0 —
уравнение поверхности скольжения в исходном базисе.

Проектирование регулятора на основе метода скользящих режимов предполагает,
прежде всего, формирование поверхности переключений, которая обеспечивает требуемые
свойства в системе. Наиболее просто эта поверхность может быть задана в случае, если
модель объекта представлена в канонической форме Коши:{

ẋ∗1 = x∗2; ẋ∗2 = x∗3; ẋ∗3 = x∗4; ẋ∗4 = x∗5; ẋ∗5 = x∗6;

ẋ∗6 = −α1x∗1 − α2x∗2 − α3x∗3 − α4x∗4 − α5x∗5 + α6x
∗
6 + bU,

(8)

где x∗i — переменные состояния объекта в каноническом базисе, i = 1, 6; α∗i — коэффици-
енты характеристического полинома объекта (6):

det (sI − A) = s6 + α6s
5 + . . .+ α2s+ α1 = 0.

В этой ситуации уравнение поверхности скольжения в каноническом базисе можно

формировать на основе модального подхода [18] в виде

S(X∗) = −DX∗ = −d1x∗1 − d2x∗2 − d3x∗3 − d4x∗4 − d5x∗5 − x∗6 = 0, (9)

где X∗ — вектор состояния объекта в каноническом базисе; D — вектор-строка коэффи-
циентов, рассчитанных на основе требований к системе.

На следующем этапе необходимо от описания (9) перейти к описанию поверхности в
исходном базисе. Для этого используем невырожденную матрицу преобразования T , кото-
рая находится по соотношению [6]

T = PM, (10)



О. А. Вотрина, К. Н. Мелешкин, Г. А. Французова 33

где P = [B AB A2B . . . A5B] — матрица управляемости объекта (6); матрица M форми-
руется из коэффициентов его характеристического уравнения следующим образом:

M =


α2 α3 α4 α5 α6 1
α3 α4 α5 α6 1 0
α4 α5 α6 1 0 0
α5 α6 1 0 0 0
α6 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 . (11)

Теперь от описания (9) с использованием соотношения X = T−1X∗ перейдём к уравнению
поверхности переключений в исходном базисе

S(X) = −DT−1X = 0 (12)

и запишем закон управления (7) в форме

u = um sign [−DT−1X]. (13)

Заметим, что характерной особенностью объекта (6) является возможность непосредствен-
ного измерения части переменных состояния: x1 = xc, x3 = θ1 и x5 = θ2. Поскольку для
реализации закона управления (13) необходимо оценить остальные переменные состояния

(x2 = ẋc, x4 = θ̇1, x6 = θ̇2), то с этой целью предлагается использовать соответствующие
наблюдатели [19] или три однотипных фильтра [18, 20]:

Wf1(s) = Wf2(s) = Wf3(s) =
1

µ2s2 + 2dµs+ 1
, (14)

где d — коэффициент демпфирования, µ — малая постоянная времени. Заметим, что при
этом получаем оценки переменных x̂2, x̂4 и x̂6, а для этого достаточно использовать филь-
тры первого порядка. Однако повышение порядка устройств (14) позволяет одновременно
фильтровать высокочастотные помехи измерения.

Пример синтеза системы. Рассмотрим модель двойного перевёрнутого маятника
на тележке, представленную в переменных состояния вида (6), где um = 12, а матрицы A,
B и C следующие:

A =


0 1 0 0 0 0
0 −2,205 −2,916 0 −0,116 0
0 0 0 1 0 0
0 3,551 20,493 0 −1,313 0
0 0 0 0 0 1
0 −1,997 −11,542 0 24,084 0

 , B =


0

1,394
0

−2,245
0

1,265

 ,

C =

 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0

 .
Необходимо стабилизировать маятник в верхнем положении из заданной окрестности

|θi(0)| 6 5◦ (i = 1, 2) за время tn 6 1,5 c.
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В соответствии с этим требованием выбираем желаемое распределение корней систе-
мы: λ1, 2 = −2,1, λ3 = −2,2, λ4 = −2,4, λ5 = −2,8, на основании которого формируем
уравнение поверхности переключений в каноническом базисе:

S(X∗) = −65,197x∗1 − 142,178x∗2 − 123,690x∗3 − 53,650x∗4 − 11,600x∗5 − x∗6 = 0.

Чтобы перейти к исходному базису, определим характеристическое уравнение объекта

A(p) = p6 + 2,205p5 − 44,577p3 − 88,163p2 + 478,394p+ 813,091 = 0

и из его коэффициентов составим матрицу M , а затем матрицу преобразования T в соот-
ветствии с (10) и T−1. В результате преобразования уравнение поверхности переключений
в исходном базисе принимает вид

S(X) = −18,929x1 + 6,8119x̂2 − 11,438x3 + 6,872x̂4 − 9,566x5 + 3,896x̂6.

Параметры фильтров следующие: µ = 0,025c; d = 0,6. С учётом оценки переменных состо-
яния получим алгоритм управления

u = 12 sign [−18,929x1 + 6,812x̂2 − 11,438x3 + 6,872x̂4 − 9,566x5 + 3,896x̂6].
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Рис. 2. Переходные процессы системы: a — координата каретки xc, b —
угол отклонения первого маятника от вертикали, c — угол отклонения второго

маятника, d — управляющее воздействие в системе
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На рис. 2 представлены результаты моделирования замкнутой системы стабилиза-
ции в интегрированной среде MATLAB/Simulink при следующих начальных условиях:
x1(0) = 0,1 м, x3(0) = −0,03 рад, x5(0) = 0 рад.

Как видно на графиках, переходные процессы заканчиваются за заданное время, при-
чём в установившемся режиме наблюдаются автоколебания, которые являются характер-
ной особенностью систем со скользящими режимами. Отметим также, что управляющее
воздействие имеет вид постоянных переключений.

Таким образом, применение релейного регулятора приводит к возникновению в си-
стеме скользящего режима, который и позволяет обеспечить локальную стабилизацию

двойного перевёрнутого маятника в верхнем положении с требуемым качеством.

Заключение. Представленный в данной работе синтез регулятора методом скользя-
щих режимов подходит для коррекции динамики маятниковых систем, задача управления
которыми является исключительно сложной. В целях упрощения синтеза предложен двух-
этапный расчёт параметров регулятора. Сначала путём невырожденного преобразования
координат описание объекта в переменных состояния представляется в каноническом ба-
зисе, что позволяет сформировать функцию переключения на основе модального подхода.
Затем путём обратного преобразования определяются параметры регулятора для исход-
ного базиса.

Особенностью рассматриваемого типа объектов является возможность непосредствен-
ного измерения части его внутренних переменных. Это допускает для измерения осталь-
ных переменных состояния использование простых однотипных устройств второго поряд-
ка, что в свою очередь позволяет дополнительно обеспечить фильтрацию помех измерения.

Поскольку метод скользящих режимов успешно применяется при проектировании ре-
гуляторов для различных нелинейных объектов, то в дальнейшем будет рассмотрена воз-
можность использования предложенного алгоритма управления для нелинейной системы

двойного перевёрнутого маятника на тележке.
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