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Обсуждаются метод и возможность реализации изотропной бессель — гильберт-
диагностики полей фазовой оптической плотности газовых, конденсированных и реаги-
рующих сред. Зондирующее поле в таких системах формируется в виде моно- или по-
лихроматической конфигурации бесселевых пучков, пространственно-частотный фурье-
спектр которых оптически сопряжён с концентрической фазовой структурой изотропного

гильберт-фильтра, а цветовая структура соответствует спектральной чувствительности
фотоматрицы видеокамеры, подключённой к компьютеру, который анализирует покадро-
вую последовательность полученных изображений. Структура такого зондирующего по-
ля устойчива к дифракционным возмущениям, индуцируемым исследуемой средой, и их
влиянию на изотропность гильберт-визуализации фазовой оптической плотности. Область
возможных приложений — экспериментальная гидро- и газодинамика, теплофизика, океа-
нология, а также соответствующие промышленные технологии.
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Введение. Оптическая диагностика газовых, конденсированных и реагирующих сред
широко используется в научных исследованиях и в промышленных технологиях [1, 2]. Одно
из важнейших направлений её развития основано на гильберт-визуализации и анализе по-
лей фазовой оптической плотности [3–9]. В [10] или в более современной интерпретации [11]
описан способ изотропной гильберт-визуализации полей фазовой оптической плотности,
согласно которому в исследуемую среду направляется зондирующее поле и формируется

фурье-спектр фазовых возмущений, индуцируемых в этом поле исследуемой средой. В [12]
изотропная гильберт-фильтрация выполняется с использованием кольцевого источника и
оптического фильтра Кастлера, состоящего из двух коаксиальных двулучепреломляющих
фазовых пластинок, взаимная ориентация которых формирует фазочастотную характери-
стику в заданной спектральной полосе. Выполняется изотропное преобразование Гильбер-
та фурье-спектра фазовых возмущений. Такой способ осложняется влиянием дифракци-
онных искажений зондирующего поля, индуцируемых исследуемой средой, на гильберт-
визуализацию полей фазовой оптической плотности. Искажение и смещение изображения
кольцевого источника относительно гильберт-фильтра в частотном пространстве приво-
дит к ошибкам в диагностике полей фазовой оптической плотности из-за нарушения изо-
тропности фильтрации.
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Рис. 1. Оптическая схема гильберт-визуализатора полей фазовой оптической
плотности в газовых и конденсированных средах

Целью предлагаемой работы является исследование возможности исключения влияния

дифракционных возмущений структуры зондирующего поля, индуцируемых исследуемой
средой, на изотропную гильберт-визуализацию полей фазовой оптической плотности.

Изотропная гильберт-визуализация. Обратимся к схеме устройства на рис. 1.
Устройство содержит последовательно расположенные источник светового излучения 1,
аксикон 2, фурье-сопряжённые объективы 3 и 4, объектив 5, в фурье-плоскости которого
установлен гильберт-фильтр 6, объектив 7, и цифровую видеокамеру (камкодер) 8, под-
ключённую к компьютеру 9.

Визуализация осуществляется следующим образом [13]. Источник 1 формирует све-
товой пучок, падающий на аксикон 2, структура которого удовлетворяет условию

sin θ = (n− 1) sin β,

где θ — угловой параметр бесселева пучка I0(kr1 sin θ), заданный аксиконом; β — угол

между основанием и образующей конической поверхности аксикона; n — показатель пре-
ломления материала, из которого выполнен аксикон. Примем амплитуду волны единичной.
Тогда комплексная амплитуда поля непосредственно за аксиконом будет иметь вид

S(r1) = exp (ikr1θ) ≈ I0(kr1θ), (1)

где k = 2π/λ — волновое число, λ — длина волны источника излучения, r1 — полярный

радиус. Здесь мы воспользовались первым членом разложения функции exp(ikr1θ) в ряд
Фурье в приближении малого θ, sin θ ≈ θ. Комплексная амплитуда поля в передней фурье-
плоскости объектива 3 описывается с точностью до комплексного множителя бесселевым
пучком (1). Объектив 3 выполняет ганкель-преобразование поля, заданного в передней
фурье-плоскости:

S(r1)
h←→ S̄(w1), (2)
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где w1 — полярный радиус в частотной плоскости объектива, w1 = kr1/f1 (f1 — фокусное

расстояние). Ганкель-образ S̄(w1) и фурье-спектр S(w1) связаны соотношением

S(w1) = 2πS̄(w1). (3)

С учётом (2) и (3) находим выражение для комплексной амплитуды поля в задней фурье-
плоскости объектива 3. Для этого воспользуемся преобразованием Ганкеля

aI0(ar1)
h←→ δ(w1 − a),

где δ(w1 − a) — дельта-функция. Согласно рис. 1 a = kθ, следовательно,

∞∫
0

I0(kr1θ)I0(r1w1)r1 dr1 =
1

kθ
δ(w1 − kθ). (4)

Из (4) и (1) для комплексной амплитуды поля в задней фурье-плоскости объектива 3 с
точностью до постоянного комплексного множителя имеем

S(w1) = δ(w1 − kθ). (5)

Как видно из (5), в задней фурье-плоскости объектива 3 формируется кольцевая структу-
ра, радиус которой определяется из свойств дельта-функции, имеющей ненулевое значение
при w1 = kθ. Объектив 4 с фокусным расстоянием f2 выполняет обратное преобразование
Ганкеля для поля с комплексной амплитудой (5):

S(w1)
h←→ S̄(r)

или с учётом (5) и с точностью до постоянного комплексного множителя

S(r) =

∞∫
0

δ(w1 − kθ)I0(w1r)w1 dw1. (6)

Здесь r — полярный радиус бесселева пучка, сформированного объективом 4. Воспользо-
вавшись фильтрующим свойством дельта-функции, находим из (6) с точностью до ком-
плексного множителя амплитуду зондирующего поля

S(r) = I0(krθ). (7)

Расходимость зондирующего поля оценивается областью существования главного (ну-
левого) максимума функции Бесселя I0(krθ) в (7), поскольку его полуширина составля-
ет 2,4:

krα = 2,4, (8)

где r = r1f2/f1, f2/f1 — поперечный коэффициент увеличения конфокальной системы,
состоящей из объективов 3 и 4. Условие (8) можно записать в виде

kr1
f2
f1
α = 2,4. (9)
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Согласно (9) радиус сечения зондирующего поля, сформированного в исследуемой сре-
де, оценивается как радиус бесселева пучка r1, умноженный на коэффициент передачи
(увеличения) оптической системы, состоящей из объективов 3 и 4. Соответственно угол
расходимости и сходимости огибающей в продольном сечении зондирующего бесселева

пучка, как следует из (7) и (8),

α =
f1
f2
θ. (10)

Протяжённость зондирующего поля 2l определяется как

l = l0

(f2
f1

)2
, (11)

где 2l0 — продольный размер бесселева пучка, сформированного аксиконом; (f2/f1)
2 —

продольный коэффициент увеличения конфокальной системы;

l0 =
r0
θ
,

r0 — радиус аксикона.
Как следует из (7), объектив 4 формирует в исследуемой среде зондирующее поле, ко-

торое с точностью до комплексного множителя описывается бесселевым пучком с плоским

волновым фронтом и комплексной амплитудой

S(r) = I0(krα). (12)

Опущенный комплексный множитель пропорционален экспоненте, мнимый показатель ко-
торой является линейной функцией координат оптической оси объектива 4, формирующего
зондирующее поле. Это поле возмущается фазовыми неоднородностями exp [iψ(r)] иссле-
дуемой среды:

S(r, ψ) = I0(krα) exp [iψ(r)]. (13)

Объектив 5 выполняет фурье-преобразование возмущённого зондирующего поля:

I0(krα) exp [iψ(r)] ↔ S(w). (14)

Фурье-спектр этого поля S(w) формируется в задней фурье-плоскости объектива 5. В осе-
симметричной оптической системе фурье-преобразование (14) реализуется через преобра-
зование Ганкеля:

I0(krα) exp [iψ(r)]
h←→ S̄(w),

где S(w) = 2πS̄(w). В приближении малых фазовых возмущений

exp [iψ(r)] ≈ 1 + iψ(r). (15)

С учётом (15) фурье-спектр S(w) c точностью до постоянного множителя пропорционален
ганкель-образу возмущённого зондирующего поля:

S(w) = 2πS̄(w) = 2π

∞∫
0

I0(krα)[1 + iψ(r)]I0(wr)r dr =
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= 2π

∞∫
0

I0(krα)I0(wr)r dr + i2π

∞∫
0

ψ(r)I0(krα)I0(wr)r dr. (16)

Для первого интеграла в (16) имеем

∞∫
0

I0(krα)I0(wr) rdr = δ(w − kα). (17)

Выражение (17) описывает тонкое кольцо как ганкель-образ бесселева пучка. Кольце-
вая структура δ(w−kα), сформированная в фурье-плоскости объектива 5, разграничивает
области положительных (w > kα) и отрицательных (w < kα) пространственных частот.
Ганкель-образ фазовых возмущений определяется вторым интегралом в (16):

∞∫
0

ψ(r)I0(krα)I0(wr)r dr = ψ̄(w − kα). (18)

Фурье-спектр этих возмущений пропорционален ганкель-образу (18):

ψ(w − kα) = 2πψ̄(w − kα). (19)

Для визуализации полей фазовой оптической плотности (19) в частотной плоскости
установлен гильберт-фильтр с когерентной передаточной функцией

Hψ(w) = −i sgn (w − kα) = exp
{
− i π

2
sgn (w − kα)

}
. (20)

Формула (20) описывает фазочастотную характеристику (ФЧХ) гильберт-фильтра при
амплитудно-частотной характеристике (АЧХ), равной единице. Фурье-спектр поля непо-
средственно за гильберт-фильтром определяется произведением фурье-спектра фазовых
возмущений (16) на когерентную передаточную функцию (20) с учётом (17) и (18):

Ŝ(w) = S(w)Hψ(w) = 2π[δ(w − kα) + iψ(w − kα)][−i sgn (w − kα)] =

= −i2πδ(w − kα) sgn (w − kα) + 2πψ(w − kα) sgn (w − kα). (21)

Согласно дельта-функции

lim
ε→0

ε∫
−ε

δ(w − kα) sgn (w − kα) dw = sgn (0) = 0,

где 2ε — толщина границы раздела положительных и отрицательных пространственных

частот в структуре гильберт-фильтра. Отсюда в (21)

iδ(w − kα) sgn (w − kα) = 0. (22)
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Рис. 2. Оптическая схема гильберт-визуализатора rgb-полей фазовой оптичес-
кой плотности в газовых и конденсированных средах

С учётом (22) фурье-спектр поля непосредственно за гильберт-фильтром является

гильберт-сопряжённым фурье-спектром фазовых возмущений, индуцированных исследуе-
мой средой:

Ŝ(w) = 2πψ(w − kα) sgn (w − kα) = ψ̂(w − kα).

Здесь ψ̂(w − kα) — гильберт-спектр фазовых возмущений.
Объектив 7 выполняет обратное фурье-преобразование спектра фазовых возмущений:

ψ̂(w − kα) ↔ ψ̂(R) exp (ikRα).

Здесь R — полярный радиус цилиндрической системы координат в плоскости фотоматри-
цы видеокамеры, регистрирующей гильберт-изображение I(R) поля оптической фазовой
плотности исследуемой среды:

I(R) = |Ŝ(R)|2 = |ψ̂(R)|2. (23)

Гильберт-изображение поля фазовых возмущений (23), регистрируемое видеокамерой, об-
рабатывается компьютером, подключённым к ней.

Обратимся к рис. 2. Здесь источник формирует концентрическую кольцевую r, g и
b структуры излучения. Устройство содержит такую же, как и на рис. 1, конфигурацию
последовательно расположенных элементов: источник светового излучения 1, аксикон 2,
объективы 3 и 4, фурье-объектив 5, гильберт-фильтр 6, фурье-объектив 7 и видеокамера 8,
подключённая к компьютеру 9. Аксикон 2 в этом устройстве преобразует, как показано на
рис. 3, падающие на него поля с концентрической кольцевой r, g и b структурами излучения
в соосную последовательность r, g и b бесселевых пучков. Для суперпозиции таких rgb-
компонент, сформированных аксиконом, с точностью до комплексных по аналогии с (1)
множителей имеем

S(r1) = I0(krr1rθr) + I0(kgr1gθg) + I0(kbr1bθb). (24)
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Рис. 3. Схема аксиконного формирователя rgb-бесселевых пучков

В (24) индексы r, g и b указывают на соответствие параметров бесселевых пучков r, g
и b спектральным интервалам. Центральные сечения этих бесселевых пучков расположены
на расстояниях z0r, z0g и z0b от аксикона:

z0r =
r1r
θr
, z0g =

r1g
θg
, z0b =

r1b
θb
.

Здесь θr, θg и θb — угловой параметр бесселева пучка, заданный аксиконом с учётом

дисперсии. Размеры бесселевых пучков вдоль оптической оси равны 2l0r, 2l0g и 2l0b соот-
ветственно, где

l0r =
∆rr
θr

; l0g =
∆rg
θg

; l0b =
∆rb
θb

;

∆rr, ∆rg и ∆rb — радиусы бесселевых пучков (красного, зелёного и синего соответствен-
но). В задней фурье-плоскости объектива 3 формируются фурье-спектры комплексных

амплитуд данных бесселевых пучков. По аналогии с (5) с точностью до комплексных мно-
жителей имеем

S(w1) = δ(w1r − krθr) + δ(w1g − kgθg) + δ(w1b − kbθb). (25)

Объектив 4 выполняет обратное преобразование Ганкеля фурье-спектров бесселевых
пучков (25):

S(r) =

∞∫
0

δ(w1r − krθr)I0(w1rr)w1r dw1r +

+

∞∫
0

δ(w1g − kgθg)I0(w1gr)w1g dw1g +

∞∫
0

δ(w1b − kbθb)I0(w1br)w1b dw1b

или

S(r) = I0(krrθr) + I0(kgrθg) + I0(kbrθb). (26)

Как видно из (26), зондирующее поле представляет собой суперпозицию трёх последова-
тельно расположенных бесселевых пучков с амплитудами I0(krrθr), I0(kgrθg) и I0(kbrθb).
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Волновые фронты этих пучков в пространственных пределах, ограниченных главным мак-
симумом хроматических компонент, которые описываются функциями Бесселя нулевого
порядка, плоские. Поперечный размер зондирующего поля находится из условий, анало-
гичных (11):

krrrαr = krr1r
f2
f1
αr = 2,4, kgrgαg = kgr1g

f2
f1
αg = 2,4, kbrbαb = kbr1b

f2
f1
αb = 2,4.

Здесь, как и в (9), f2/f1 — коэффициент увеличения конфокальной системы, состоящей
из объективов 3 и 4 с фокусными расстояниями f1 и f2. Отсюда находим радиусы макси-
мальных сечений r, g и b зондирующих полей:

rr =
2,4

krαr
, rg =

2,4

kgαg
, rb =

2,4

kbαb
.

Продольные размеры r, g и b зондирующих полей 2lr, 2lg и 2lb, сформированных объ-
ективами 3 и 4, определяются согласно (10) и (11) формулами:

lr =
∆rr
θr

(f2
f1

)2
, lg =

∆rg
θg

(f2
f1

)2
, lb =

∆rb
θb

(f2
f1

)2
.

Соответственно для углов расходимости зондирующих пучков по аналогии с (10) имеем:

αr =
f1θr
f2

, αg =
f1θg
f2

, αb =
f1θb
f2

.

Объектив 4 формирует в исследуемой среде r, g и b зондирующие поля, которые с
точностью до комплексных множителей описываются, как и в (12), бесселевыми пучками:

Sr(r) = I0(krrαr), Sg(r) = I0(kgrαg), Sb(r) = I0(kbrαb).

Исследуемая среда индуцирует фазовые возмущения rgb-структуры зондирующего поля.
Возмущённое исследуемой средой зондирующее поле по аналогии с (13) можно с точностью
до постоянных комплексных множителей описать выражением

S(r) = I0(krrαr) exp [iψr(r)] + I0(kgrαg) exp [iψg(r)] + I0(kbrαb) exp [iψb(r)].

Фурье-спектр возмущённого зондирующего поля формируется в задней фурье-
плоскости объектива 5:

S(r) ↔ 2π[S̄r(wr) + S̄g(wg) + S̄b(wb)],

где S̄r(wr), S̄g(wg) и S̄b(wb) — ганкель-образы возмущённых rgb-компонент:

I0(krrαr) exp [iψr(r)]
h←→ S̄r(wr);

I0(kgrαg) exp [iψg(r)]
h←→ S̄g(wg); (27)

I0(kbrαb) exp [iψb(r)]
h←→ S̄b(wb).
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Рис. 4. Полихроматический rgb-гильберт-фильтр

В приближении малых фазовых возмущений для фурье-спектров rgb-полей фазовой опти-
ческой плотности (27) имеем

Sr(wr) = 2πS̄r(wr) = 2πδ(wr − krαr) + iψ(wr − krαr);
Sg(wg) = 2πS̄g(wg) = 2πδ(wg − kgαg) + iψ(wg − kgαg); (28)

Sb(wb) = 2πS̄b(wb) = 2πδ(wb − kbαb) + iψ(wb − kbαb).
Дельта-функции в (28) означают разграничение областей положительных (wr > krαr,
wg > kgαg и wb > kbαb) и отрицательных (wr < krαr, wg < kgαg и wb < kbαb) простран-
ственных частот в фурье-плоскости 6. Функции iψ(wr−krθr), iψ(wg−kgθg) и iψ(wb−kbθb)
описывают фурье-спектры фазовых возмущений, индуцированных исследуемой средой в
зондирующих полях, сформированных r, g и b бесселевыми пучками (26). Для визуализа-
ции полей фазовой оптической плотности (28) в частотной плоскости 6 устанавливается
гильберт-фильтр с когерентной передаточной функцией, которая описывается выражением

Hψ(w) = −i sgn (wr − krαr)− i sgn (wg − kgαg)− i sgn (wb − kbαb). (29)

Полихроматическая структура гильберт-фильтра, реализующего изотропную

гильберт-фильтрацию с когерентной передаточной функцией (28), показана на рис. 4.
Фурье-спектр поля непосредственно за гильберт-фильтром определяется произведени-
ем фурье-спектра фазовых возмущений (28) на когерентную передаточную функцию

гильберт-фильтра (29):

Ŝ(w) = 2π[S̄r(wr) + S̄g(wg) + S̄b(wb)]Hψ(w) =

= 2π[ψ(wr − krαr) sgn (wr − krαr) + ψ(wg − kgαg) sgn (wg − kgαg) +

+ ψ(wb − kbαb) sgn (wb − kbαb)] = ψ̂(wr − krαr) + ψ̂(wg − kgαg) + ψ̂(wb − kbαb). (30)

Волновые числа r, g и b зондирующих световых полей при гильберт-визуализации долж-
ны удовлетворять соотношениям kr/kg = 3/4, kg/kb = 3/4 [14] и соответствовать rgb-
компонентам чувствительности пиксельной структуры фотоматрицы камеры 8. Фурье-
объектив 7 выполняет обратное фурье-преобразование гильберт-сопряжённых фурье-
спектров фазовых возмущений (30):

[ψ̂(wr − krαr) + ψ̂(wg − kgαg) + ψ̂(wb − kbαb)] ↔

↔ [ψ̂r(R) exp (ikrRαr) + ψ̂g(R) exp (ikgRαg) + ψ̂b(R) exp (ikbRαb)]. (31)
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Здесь R — полярный радиус в координатной плоскости фотоматрицы 8. Фотоматрица ви-
деокамеры 8 регистрирует изображения гильберт-визуализированных полей фазовой оп-
тической плотности исследуемой среды (31), локализованных в пределах зондирующих r,
g и b бесселевых пучков:

I(R) = |S(R)|2 = |ψ̂r(R)|2 + |ψ̂g(R)|2 + |ψ̂b(R)|2.

Изображения визуализированных полей фазовой оптической плотности исследуемой среды

в пространственных фрагментах, ограниченных зондирующими rgb-бесселевыми пучками,
обрабатываются компьютером 9, подключённым к видеокамере.

Конфигурация и взаимная локализация зондирующих полей могут задаваться ступен-
чатой структурой аксикона.

Заключение. В данной работе исследована возможность изотропной бессель —
гильберт-визуализации полей фазовой оптической плотности газовых, конденсированных
и реагирующих сред. Результат достигается тем, что зондирующее поле в исследуемой
среде формируется в виде пространственно сконфигурированных монохроматических или

полихроматических бесселевых пучков, фурье-спектр которых оптически сопряжён с фазо-
вой структурой изотропного гильберт-фильтра, а цвет соответствует спектральной чув-
ствительности фотоматрицы видеокамеры. Повышение точности визуализации фазовых
возмущений в исследуемой среде обеспечивается низкой расходимостью волнового фрон-
та бесселевых пучков, образующих структуру зондирующего поля. Отсюда следует пре-
имущество бессель — гильберт-визуализации по сравнению с устройствами, в которых
зондирующее поле формируется гауссовыми или апертурно ограниченными пучками, ди-
фракционная расходимость которых выше расходимости бесселевых пучков.

Финансирование. Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект № 20-38-90195).
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