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Предлагается методика быстрого выбора коэффициентов размытости ядерных функций

в непараметрической оценке плотности вероятности двухмерной случайной величины с

независимыми компонентами. Исследуемые законы распределения принадлежат семейству
одномодальных и симметричных плотностей вероятностей. Обосновывается возможность
их оптимизации на основе анализа асимптотических выражений средних квадратических

отклонений компонент двухмерной случайной величины. Каждая компонента характери-
зуется оптимальным коэффициентом размытости ядерных функций, который зависит от
нелинейного функционала плотности вероятности. Установлена его функциональная зави-
симость от коэффициента контрэксцесса одномерной случайной величины. Эффективность
предлагаемой методики подтверждается результатами аналитических исследований.
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Введение. При синтезе алгоритмов обработки статистических данных в условиях
априорной неопределённости вида исследуемых закономерностей широко используются

непараметрические оценки плотности вероятности p̄(x) типа Розенблатта — Парзена.
Традиционные методы оптимизации p̄(x) основаны на выборе коэффициентов размытости
ядерных функций из условия минимума оценки среднего квадратического отклонения p̄(x)
от плотности вероятности p(x) либо максимума функции правдоподобия [1–10]. Реализация
указанных методов сопряжена с большими временны́ми затратами, которые возрастают
с увеличением объёма статистических данных. Поэтому в настоящее время значитель-
ное внимание уделяется решению проблемы быстрого выбора коэффициентов размытости

ядерных оценок плотности вероятности p̄(x) [11–22]. Предлагаемый подход использует ре-
зультаты анализа формулы оптимального коэффициента размытости, минимизирующего
асимптотическое выражение среднего квадратического отклонения p̄(x) от p(x). Основная
составляющая формулы оптимального коэффициента размытости — нелинейный функ-
ционал от второй производной p(x). Установлено, что исследуемый функционал является
константой для ряда семейств одномодальных и симметричных плотностей вероятностей.
Получены зависимости его значений от количественных характеристик законов распреде-
ления случайных величин [18, 19, 22, 23].

В данной работе методика быстрого выбора коэффициентов размытости ядерных

функций развивается на задачу оптимизации непараметрической оценки плотности ве-
роятности двухмерной случайной величины с независимыми компонентами.
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Непараметрическая оценка плотности вероятности независимых случай-
ных величин и её свойства. Имеется выборка V = (xi, i = 1, n ) двухмерной случайной
величины x = (x1, x2) с априори неизвестной плотностью вероятности p(x) = p(x1)p(x2).

Для оценивания плотности вероятности p(x) воспользуемся непараметрической ста-
тистикой

p̄(x) = p̄(x1) p̄(x2),

где

p̄(xv) =
1

ncv

n∑
i=1

Φ
(xv − xiv

cv

)
. (1)

Ядерные функции Φ(uv) удовлетворяют условиям:

Φ(uv) = Φ(−uv); 0 6 Φ(uv) <∞;

∫
Φ(uv) duv = 1;

∫
u2Φ(uv) duv = 1;

∫
umΦ(uv) duv <∞, 0 6 m <∞, v = 1, 2.

Здесь и далее бесконечные пределы интегрирования опускаются.
В работе [24] при Φ(u) = Φ(uv), v = 1, 2, получено асимптотическое выражение сред-

него квадратического отклонения p̄(x1) p̄(x2) от p(x1) p(x2):

W12(c1, c2) =
‖Φ(u)‖2‖p(x2)‖2

nc1
+
c41
4
‖p(x2)‖2‖p(2)(x1)‖2 +

+
‖Φ(u)‖2‖p(x1)‖2

nc2
+
c42
4
‖p(x1)‖2‖p(2)(x2)‖2 +

+
(‖Φ(u)‖2)2

n2c1c2
+
c21c

2
2

2

∫
p(x1)p

(2)(x1) dx1

∫
p(x2)p

(2)(x2) dx2, (2)

где p(2)(xv) — вторая производная p(xv) по xv; ‖Φ(u)‖2 =

∫
Φ2(u) du; ‖p(2)(xv)‖2 =

=

∫
(p(2)(xv))2 dxv; ‖p(xv)‖2 =

∫
p2(xv) dxv.

Определение оптимальных коэффициентов размытости c1, c2 из условия минимума вы-
ражения (2) связано с решением двух уравнений пятой степени от искомых параметров,
которые не имеют аналитического решения. Поэтому в качестве коэффициентов размы-
тости c1, c2 в статистике p̄(x1) p̄(x2) будем использовать значения c̄

∗
1, c̄

∗
2, минимизиру-

ющие каждую из двух первых пар слагаемых выражения (2) соответственно. Возмож-
ность предлагаемого подхода подтверждается результатами вычислительных экспери-
ментов. Например, для нормальных законов распределения N(0;σ1) и N(0;σ2) отношение
W12(c̄

∗
1, c̄
∗
2)/W12(c

∗
1, c
∗
2) ∈ [1,0056; 1,0075] при σ1 = 1, σ2 ∈ [0,5; 3] и n ∈ [100; 500].

Из условия минимума асимптотического выражения среднего квадратического откло-
нения p̄(xv) от p(xv):

W (c̄v) ∼ (n c̄v)−1 ‖Φ(u)‖2 +
c̄4v ‖p(2)(xv)‖2

4
, (3)
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оптимальное значение коэффициента размытости cv ядерных функций статистики (1)
определяется формулой

c̄∗v =
( ‖Φ(u)‖2

n ‖p(2)(xv)‖2
)1/5

, v = 1, 2. (4)

Обозначим первые четыре слагаемые выражения (2) через

W ′12(c1, c2) = W (c1) +W (c2),

где W (c1), W (c2) соответствуют средним квадратическим отклонениям p̄(x1), p̄(x2).
При оптимальных значениях c̄∗v, v = 1, 2, основная составляющая критерия (2) прини-

мает вид

W ′12(c̄
∗
1, c̄
∗
2) =

5

4

2∑
v=1

((‖Φ(u)‖2

n

)4
‖p(2)(xv)‖2

)1/5
. (5)

Нетрудно заметить, что формула (4) после несложных преобразований запишется как

c̄∗v = βvσvn
−1/5. (6)

В формуле (6) значение

βv =
(‖Φ(u)‖2

λv

)1/5
, (7)

где

λv = σ5v ‖p(2)(xv)‖2, v = 1, 2, (8)

является константой для семейства одномодальных плотностей вероятностей. Этим се-
мействам соответствуют, например, гауссовский, Лапласа, логистический и экспоненци-
альный законы распределения [18, 19, 22, 23].

Возникает задача оценивания зависимости константы λv от количественных харак-
теристик восстанавливаемой плотности вероятности. Результаты её решения позволят

повысить вычислительную эффективность методики быстрого выбора коэффициентов раз-
мытости ядерных функций при построении непараметрической оценки плотности вероят-
ности независимых случайных величин.

С учётом вышеизложенного обозначим через λ̄v оценку константы λv, а соответствую-
щий ей коэффициент размытости ядерных функций (4) статистики (1) как ¯̄c ∗v. Определим
отношение средних квадратических отклонений p̄(xv) от p(xv) в принятых условиях в виде

R̄ = W ′12(¯̄c ∗1, ¯̄c
∗
2)/W

′
12(c̄

∗
1, c̄
∗
2).
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Анализ отношения R̄ для одномодальных и симметричных плотностей ве-
роятностей двухмерной случайной величины. Пусть законы распределений случай-
ных величин являются одномодальными и симметричными, например гауссовские, ло-
гистические и законы распределения Стьюдента. Для этого семейства плотностей веро-
ятностей в работе [22] определена функциональная зависимость между константой λv и
коэффициентом контрэксцесса δv, которая имеет вид

λ̄v = −2,185δv + 1,4635 (9)

при средней относительной ошибке аппроксимации ρ̄v = 0,0365, v = 1, 2.
Исследуем влияние ρ̄v, v = 1, 2, на аппроксимационные свойства статистики

p̄(x1) p̄(x2). Для этого проведём анализ отношения R̄. Обозначим через αλv = (1 ± ρ̄v)λv
результат оценивания λv (8) с использованием её модели (9). В условиях принятой по-
грешности оценивания константы λv значение оптимального коэффициента размытости
статистики (1) с учётом формул (7), (8) запишется как

¯̄c ∗v = α
−1/5
v c̄∗v.

Определим среднее квадратическое отклонение p̄(xv) от p(xv) при значении ¯̄c ∗v:

W ′12(¯̄c ∗v) = K12(v)
((‖Φ(u)‖2

n

)4
‖p(2)(xv)‖2

)1/5
, v = 1, 2, (10)

где K12(v) = (4αv + 1)/(4α
4/5
v ).

Тогда основная составляющая критерия (2) при значениях ¯̄c ∗v, v = 1, 2, принимает вид

W ′12(¯̄c ∗1, ¯̄c
∗
2) =

2∑
v=1

K12(v)
((‖Φ(u)‖2

n

)4
‖p(2)(xv)‖2

)1/5
. (11)

Если ошибки оценивания λv равны нулю, то значения αv = 1, v = 1, 2, и критерии (5),
(11) совпадают. Отмеченный вывод подтверждает корректность выполненных преобразо-
ваний.

Предположим, что виды p(x1), p(x2) не различаются и принадлежат рассматриваемо-
му семейству одномодальных и симметричных плотностей вероятностей. Тогда αv = α,
v = 1, 2, и коэффициент K12(v) в критерии (11) представляется в виде

K12 =
4α + 1

4α4/5
,

зависимость которого от значений α представлена на рис. 1.
Для этих условий вычислим отношение критериев (11) и (5):

R̄ =
4α + 1

5α4/5
, (12)

которое при ошибках оценивания ρ̄v = 0, v = 1, 2, равно единице. Зависимость R̄ от

параметра α представлена на рис. 2.
Если виды плотностей вероятностей p(x1), p(x2) из рассматриваемого семейства раз-

личаются, то анализ отношения R̄ необходимо осуществлять с учётом общего вида кри-
териев (5) и (11).



А. В. Лапко, В. А. Лапко 37

a

K12

1,91,71,51,31,10,90,7

1,26

1,25

1,27

1,28

1,29

1,30

1,31

0,5

Рис. 1. Зависимость коэффициента K12 в критерии (11) от значений параметра α
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Рис. 2. Зависимость отношения R̄ от значений параметра α

Исследуем зависимость отношения R̄ от параметра α (см. рис. 2). Отношение R̄ бо-
лее чувствительно к уменьшению значений параметра α по сравнению с его увеличением.
Отсюда следует, что ошибки, связанные с увеличением значений коэффициентов размы-
тости c1, c2 ядерных функций в статистике p̄(x1) p̄(x2), оказывают меньшее влияние на её
аппроксимационные свойства по сравнению с уменьшением значений c1, c2. Например, для
нормальных законов распределения p(x1) и p(x2) значения констант λv = 0,212, v = 1, 2,
не зависят от параметров рассматриваемых плотностей вероятностей. В соответствии с
моделью (9) и δv = 0,577 значение λ̄v = 0,202 при относительной ошибке аппроксимации
ρ̄′ = |λ − λ̄|/λ равно 0,047. В этих условиях α ∈ [0,953; 1,047], которым соответствуют
значения R̄ ∈ [1,000 187; 1,000 167].

Для логистических законов распределения p(x1), p(x2) значения констант λv рав-
ны 0,467, v = 1, 2. Их оценки при использовании модели (9) при δv = 0,488 соответ-
ствуют значениям λ̄v = 0,397, v = 1, 2. В этих условиях относительная ошибка ап-
проксимации ρ̄′ = 0,149, параметр α ∈ [0,851; 1,149], а соответствующее им значение

R̄ ∈ [1,002 152; 1,001 502].
Исследуем отношение R̄ для условий, когда плотности вероятностей p(x1) и p(x2)

принадлежат рассматриваемому семейству, но их вид различается. Пусть p(x1), p(x2)
соответствуют нормальной и логистической плотностям вероятности. При вычислении
критериев (5) и (11) используется ядерная функция В. А. Епанечникова, для которой



38 АВТОМЕТРИЯ. 2022. Т. 58, № 1

‖Φ(u)‖2 = 3/(5
√

5 ) [25]. Тогда с учётом вышеприведённых значений параметров ρ̄v, αv,
v = 1, 2, отношение R̄ = 1,001. Это отношение является константой и не зависит от значе-
ний ρ̄v, αv, v = 1, 2, и параметров рассматриваемых законов распределения. Отметим, что
значение R̄ не зависит от объёма n статистических данных. Этот факт является ожидае-
мым, так как значения коэффициентов контрэксцесса случайных величин на данном этапе
исследований считаются известными.

Заключение. Быстрые алгоритмы выбора коэффициентов размытости ядерных

функций непараметрической оценки плотности вероятности типа Розенблатта — Парзена

позволяют на порядки сократить временны́е затраты на её оптимизацию. Асимптотиче-
ские свойства среднего квадратического отклонения двухмерной случайной величины с

независимыми компонентами определяются в основном соответствующими им критери-
ями. Поэтому выбор коэффициентов размытости исследуемой оценки плотности вероят-
ности можно осуществлять из условий минимума средних квадратических отклонений её

компонент. Получаемые оптимальные коэффициенты размытости ядерных функций зави-
сят от нелинейных функционалов плотностей вероятностей компонент двухмерной случай-
ной величины, для оценивания которых используются их коэффициенты контрэксцесса.
Отношение средних квадратических отклонений непараметрических оценок плотностей

вероятностей в условиях оценок коэффициентов размытости ядерных функций и их опти-
мальных значений не превышает величину 1,001. Это отношение сохраняется при различ-
ных вариантах сочетаний компонент двухмерных плотностей вероятностей независимых

случайных величин и не определяется их параметрами.
Дальнейшее развитие предлагаемой методики состоит в исследовании влияния ошибок

оценивания коэффициентов контрэксцесса на аппроксимационные свойства непараметри-
ческой оценки плотности вероятности независимых случайных величин.
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