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Рассматривается проблема повышения точности синхронизации трёхфазных напряжений

автономного четырёхпроводного инвертора с сетью. Повышение точности синхронизации
достигается путём применения пропорционально-интегрально-дифференциального (ПИД)
резонансного регулятора. Предлагаются новая структура резонансного ПИД-регулятора
и методика расчёта его параметров. Особенность такого подхода состоит в применении
метода разделения движений, что позволяет выполнить расчёт ПИД-составляющей регу-
лятора независимо от выбора параметров его резонансных компонент. Применение данного
подхода к расчёту регулятора автономных инверторов напряжения позволяет улучшить

электромагнитную совместимость и уменьшить потери в системах распределённой гене-
рации электроэнергии. Приведены результаты численного моделирования.
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Введение. Одним из актуальных направлений развития современной энергетики яв-
ляется всё более широкое использование возобновляемых источников энергии. Поэтому в
настоящее время большое внимание уделяется развитию солнечных, ветряных, прилив-
ных, геотермальных и других типов электростанций малой мощности [1]. Надёжность и
экономическая эффективность энергоснабжения потребителей на основе применения возо-
бновляемых источников энергии могут быть достигнуты путём формирования системы

распределённой генерации электроэнергии, где локальные источники электроэнергии ма-
лой мощности подключаются к общей трёхфазной сети переменного тока [2, 3]. Решение
задачи передачи электроэнергии от локального источника в сеть обеспечивается использо-
ванием трёхфазных инверторов напряжения. В частности, в условиях существенной несим-
метрии нагрузок фаз эффективное формирование трёхфазных напряжений может быть

обеспечено на основе применения трёхфазных четырёхпроводных инверторов напряже-
ния с раздельными шинами питания [4–6]. При подключении локальных источников элек-
троэнергии важно обеспечить синхронизацию генерируемого трёхфазного напряжения с

сетевым напряжением для обеспечения электромагнитной совместимости и уменьшения

потерь в системе с распределённой генерацией электроэнергии [7, 8].
Один из способов повышения точности синхронизации напряжений инвертора с сетью

состоит в использовании резонансных регуляторов [9, 10]. Например, в работе [11] рас-
сматривалась методика расчёта двухконтурной системы управления с пропорциональным

резонансным регулятором для трёхфазного инвертора напряжения с четырьмя стойками

на основе применения диаграмм Боде и метода корневого годографа. В [12] предложена
структура пропорционального резонансного регулятора с компенсацией запаздывания в



В. Д. Юркевич 77

контуре регулирования, где запаздывание обусловлено цифровой реализацией алгоритма
управления.

В [13] рассмотрена методика расчёта ПИД-регулятора для трёхфазного четырёхпро-
водного инвертора напряжения с раздельными шинами питания на основе метода разде-
ления движений [14, 15]. Особенность предлагаемой работы состоит в совместном приме-
нении метода разделения движений и принципа внутренней модели [16, 17] для расчёта
резонансного ПИД-регулятора трёхфазного четырёхпроводного инвертора напряжения с
раздельными шинами питания. Показано, что метод разделения движений позволяет вы-
полнить расчёт ПИД-составляющей регулятора независимо от выбора параметров резо-
нансных компонент регулятора. Применение предлагаемого метода расчёта регулятора
трёхфазного инвертора напряжения даёт возможность значительно повысить точность

синхронизации трёхфазного напряжения инвертора с сетевым напряжением без увеличе-
ния коэффициентов ПИД-составляющей регулятора в условиях широкого диапазона из-
менений как напряжения питания инвертора, так и величины сопротивления нагрузки

инвертора.
1. Постановка задачи. В работе рассматривается упрощённая схема трёхфазно-

го четырёхпроводного инвертора напряжения с LC-фильтром на выходе и раздельными
шинами питания, представленная на рис. 1. Из предлагаемой топологии электрической
схемы инвертора следует, что синтез регулятора для каждой фазы может быть выполнен
независимо от расчёта регуляторов других фаз. По этой причине предлагаемая методика
синтеза регулятора фазового напряжения будет обсуждаться на примере схемы однофазно-
го инвертора напряжения, которая приведена на рис. 2. При этом общий вид структурной
схемы системы управления для трёхфазного четырёхпроводного инвертора напряжения с

раздельными шинами питания показан на рис. 3.
Согласно схеме на рис. 2 получим математическую модель для описания поведения

токов iL1
, iL2

и напряжения vC1
в одной отдельной фазе:

L1
diL1

dt
= −R1iL1

− vC1
+ Eψ;

C1
dvC1

dt
= iL1

− iL2
; (1)

L2
diL2

dt
= −R2iL2

+ vC1
,

где vC1
— напряжение на выходе LC-фильтра однофазного инвертора; E — напряже-

ние источников питания постоянного тока (E = vdc/2); ψ — управляющее воздействие

(коммутационная функция), которое принимает значение −1 или 1. Активно-индуктивная
нагрузка инвертора представлена сопротивлением R2 и индуктивностью L2. В системе

уравнений (1) исключён индекс номера фазы, так как уравнения для всех трёх фаз имеют
одинаковый вид.

В данном случае управляющее воздействие ψ является выходом двухуровневого

широтно-импульсного модулятора (ШИМ), на вход которого поступает сигнал u — непре-
рывная величина (индекс амплитудной модуляции), принимающий значения в непрерыв-
ном интервале (−1, 1).

Требуется обеспечить на выходе инвертора с LC-фильтром синхронное воспроизведе-
ние заданного гармонического сетевого напряжения vn(t), где

vn(t) = Vn sin (ωnt+ ϕn). (2)
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Рис. 1. Схема трёхфазного четырёхпроводного инвертора напряжения

с LC-фильтром на выходе и раздельными шинами питания

S1 S3 S5

S6S4S2

vc

vb
va

R1,A

C1,A iC1,A

vC1,AiL2,A iL1,A

iL1,C

iL1,B

L1,AR2,A
L2,A

vdc
2

vdc
2

Рис. 2. Схема инвертора напряжения с LC-фильтром на выходе для фазы A
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Рис. 3. Структурная схема системы управления для трёхфазного четырёхпро-
водного инвертора напряжения с раздельными шинами питания
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Здесь Vn — амплитуда сетевого напряжения; ωn — круговая частота сетевого напряжения

(ωn = 2πfn, например, fn = 50 Гц); ϕn — величина сдвига фазы сетевого напряжения.
Рассматриваемая задача синхронизации с сетевым напряжением vn(t) формулируется

как требование обеспечить свойство

|vn(t)− vC1
(t)| 6 εv, (3)

где εv — максимальная допустимая величина ошибки воспроизведения гармонической

функции сетевого напряжения (2).

2. Математическая модель для средних значений токов и напряжений. Ре-
шение задачи синтеза регулятора для инвертора напряжения рассматривается на основе

использования математической модели для средних значений токов и напряжений в схеме

на рис. 2 в предположении достаточной малости периода квантования Ts ШИМ по от-
ношению к периоду сетевого напряжения. Переход к рассмотрению усреднённой модели

является общепринятым и широко используется при расчёте процессов в преобразовате-
лях электроэнергии с ШИМ в контуре регулирования [18].

Предполагаем отсутствие режима насыщения ШИМ, т. е. индекс амплитудной моду-
ляции u всегда принадлежит интервалу (−1, 1). Введём в рассмотрение средние величины
для ψ(t), vC1

(t), iL1
(t) и iL2

(t) за период квантования ШИМ:

u(t) =
1

Ts

t∫
t−Ts

ψ(τ) dτ, VC1
(t) =

1

Ts

t∫
t−Ts

vC1
(τ) dτ,

IL1
(t) =

1

Ts

t∫
t−Ts

iL1
(τ) dτ, IL2

(t) =
1

Ts

t∫
t−Ts

iL2
(τ) dτ.

Выполняя замену переменных ψ(t), vC1
(t), iL1

(t) и iL2
(t) в системе (1) их средними

значениями u(t), VC1
(t), IL1

(t) и IL2
(t), получим математическую модель для описания

поведения средних значений токов и напряжений:

L1
dIL1

dt
= −R1IL1

− VC1
+ Eu,

C1
dVC1

dt
= IL1

− IL2
, (4)

L2
dIL2

dt
= −R2IL2

+ VC1
.

Выполняя преобразование Лапласа для (4) при нулевых начальных условиях, получим
передаточную функцию G(s) = vC1

(s)/u(s), которая имеет вид

G(s) =
B(s)

A(s)
, (5)
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где u(s) — изображение по Лапласу для функции u(t); vC1
(s) — изображение по Лапласу

для функции VC1
(t);

A(s) = s3 + a2s
2 + a1s+ a0; B(s) = b1s+ b0. (6)

Здесь параметры полиномов A(s) и B(s) имеют следующие значения:

b1 =
E

L1C1
; b0 =

ER2

L1L2C1
;

a2 =
R2

L2
+
R1

L1
; a1 =

R1R2

L1L2
+

1

C1

[ 1

L2
+

1

L1

]
; a0 =

R1 +R2

L1L2C1
.

(7)

Математическая модель (4) для средних значений токов и напряжений используется в
дальнейшем при расчёте параметров регулятора для обсуждаемого инвертора напряже-
ния.

3. Расчёт ПИД-регулятора методом разделения движений. Из выражений (6),
(7) непосредственно следует, что передаточная функция G(s) имеет вещественный нуль и
три полюса в левой части комплексной плоскости. Поэтому синтез регулятора может быть
выполнен различными методами, например частотным методом синтеза или назначени-
ем желаемых корней характеристического полинома замкнутой системы. В данном слу-
чае рассмотрим методику синтеза ПИД-регулятора для инвертора напряжения на основе
применения метода разделения движений [15], что позволяет получить наиболее простые
расчётные соотношения для выбора параметров регулятора в соответствии с заданными

требованиями к показателям качества переходных процессов в замкнутой системе.
Из выражений (5) и (6) следует, что относительный порядок передаточной функции

(5) равен 2, т. е. degA(s)−degB(s) = 2, а высокочастотный коэффициент усиления для (5)
равен b1. Тогда в соответствии с процедурой синтеза систем управления методом разделе-
ния движений [15] сформируем ПИД-регулятор u(s) = Gc(s)e(s) с передаточной функцией
вида

Gc(s) = k0
Ad(s)

D(εs)
. (8)

Здесь e(s) — изображение по Лапласу для ошибки регулирования e(t), где e(t) = vn(t) −
− VC1

(t), а полиномы Ad(s) и D(εs) имеют вид

Ad(s) = s2 + ad2T
−1s2 + T−2; D(εs) = ε2s2 + d1εs. (9)

Величина ε рассматривается как малый положительный параметр регулятора. Наличие
малого параметра в структуре алгоритма управления (8) приводит к формированию в

замкнутой системе разнотемповых процессов.
Рассмотрим условия устойчивости замкнутой системы с передаточными функциями

(5), (8), а также расчётные соотношения для выбора параметров регулятора (8), при-
влекая метод [14] для анализа свойств корней характеристического полинома с малым
параметром ε. В данном случае характеристический полином замкнутой системы с пере-
даточными функциями (5), (8) имеет вид

Acls(s, ε) = D(εs)A(s) + k0B(s)Ad(s), (10)
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из которого получим характеристический полином подсистемы медленных движений

Asms(s) = (k0)
−1 lim

ε→0
Acls(s, ε) = B(s)Ad(s). (11)

Принимая во внимание (6) и (7), отметим, что полином B(s) устойчив. Тогда устойчивость
процессов в подсистеме медленных движений с характеристическим полиномом (11) обес-
печивается выбором параметров полинома Ad(s) в регуляторе (8). В частности, полагаем
T > 0 и ad1 > 0, например ad1 ≈ 2.

Затем для выделения характеристического полинома подсистемы быстрых движений

рассмотрим полином (10), где

Acls(s, ε) = ε2s5 + (a2ε
2 + d1ε)s

4 + (a1ε
2 + d1ε+ k0b1)s

3 +

+ (a0ε
2 + d1a1ε+ k0b1a

d
1T
−1 + k0b0)s

2 + (d1a0ε+ k0b1T
−2 + k0b0a

d
1T
−1)s+ k0b0T

−2. (12)

В соответствии с [14] выполним в полиноме (12) замену s = p/ε и умножим полученное
выражение на ε3. В результате будем иметь

p5 + (a2ε+ d1)p
4 + (a1ε

2 + d1ε+ k0b1)p
3 + (a0ε

2 + d1a1ε+ k0b1a
d
1T
−1 + k0b0)εp

2 +

+ (d1a0ε+ k0b1T
−2 + k0b0a

d
1T
−1)ε2p+ k0b0T

−2ε3. (13)

Из выражения (13) при ε→ 0 следует полином p5+d1p
4+k0b1p

3, умножая который на мно-
житель p−3 и выполняя замену p = εs, получим характеристический полином подсистемы
быстрых движений

Afms(s) = ε2s2 + d1εs+ k0b1. (14)

Так как ε > 0, то устойчивость быстрых процессов обеспечивается условиями d1 > 0 и
k0b1 > 0. На практике удобно задавать k0 ≈ b−11 , d1 ≈ 2.

Таким образом, при уменьшении параметра ε часть корней характеристического по-
линома (10) стремится в окрестность корней характеристического полинома подсистемы
медленных движений (11). Остальные корни полинома (10) стремятся в окрестность кор-
ней характеристического полинома подсистемы быстрых движений (14). Согласно [14],
если полиномы Afms(s) и Asms(s) удовлетворяют условиям устойчивости, при уменьше-
нии параметра ε обеспечивается свойство устойчивости характеристического полинома
(10).

В результате можно рекомендовать следующие соотношения для выбора параметров

ε и T с учётом требования на степень разделения темпов быстрых и медленных процессов
в замкнутой системе:

ε 6
1

η
min {τA, τB}; T = ηε. (15)

Здесь τA — обобщённая постоянная времени полинома A(s), имеющего вид (6), τA =

= 3
√

1/a0; τB — постоянная времени полинома B(s), τB = b1/b0; η — степень разделе-
ния темпов быстрых и медленных процессов в системе управления, например η > 10.

В целях получения оценки для ошибки воспроизведения гармонической функции сете-
вого напряжения (2) рассмотрим функцию чувствительности S(s) = e(s)/vn(s) для ошиб-
ки e(t) по отношению к сетевому напряжению vn(t) в замкнутой системе (5), (8). Здесь



82 АВТОМЕТРИЯ. 2022. Т. 58, № 4

vn(s) — изображение по Лапласу для гармонической функции сетевого напряжения vn(t).
Указанная функция чувствительности имеет вид

S(s) =
D(εs)A(s)

D(εs)A(s) + k0B(s)Ad(s)
. (16)

Если выбором параметров регулятора (8) обеспечить устойчивость характеристиче-
ского полинома замкнутой системы (10), то величина относительной ошибки воспроизве-
дения гармонической функции сетевого напряжения (2) в установившемся режиме будет
равна |S(jωn)|. Принимая во внимание (6), (9) и (16), отметим, что имеет место свойство
|S(jωn)| 6= 0.

Понижая величину параметра ε в полиноме D(εs), можно уменьшить величину отно-
сительной ошибки воспроизведения гармонической функции сетевого напряжения для до-
стижения требования (3). Однако данный путь уменьшения ошибки регулирования имеет
ряд недостатков. Первый — уменьшение ε приводит к увеличению коэффициентов регуля-
тора (8), что усложняет его практическую реализацию. Второй — увеличение амплитуды

высокочастотных пульсаций, порождаемыхШИМ в сигнале u(t), что приводит к возникно-
вению режима насыщения вплоть до возникновения хаотических режимов в работе ШИМ.
Третий — увеличение влияния малых неучтённых инерционностей и запаздываний в кон-
туре управления, которые всегда имеют место при его практической реализации, что мо-
жет привести к потере свойства устойчивости системы регулирования. Необходимо также
отметить, что указанные выше недостатки невозможно преодолеть в рамках структуры
регулятора (8), (9) путём применения частотного метода синтеза или назначением жела-
емых корней характеристического полинома замкнутой системы.

4. Расчёт резонансного ПИД-регулятора методом разделения движений. В
данной работе предлагается в структуру ПИД-регулятора (8) ввести дополнительную ре-
зонансную составляющую. В результате передаточная функция регулятора принимает вид

Ḡpidr(s) = k0
Ad(s)

D(εs)

(
1 +

krs

s2 + ω2
1

)
. (17)

Рассмотрим влияние введённой резонансной составляющей на величину ошибки воспроиз-
ведения гармонической функции сетевого напряжения (2) путём анализа свойств функции
чувствительности S(s) = e(s)/vn(s) для ошибки e(t) по отношению к сетевому напря-
жению vn(t) в замкнутой системе (5), (17). Функция чувствительности в данном случае
принимает следующий вид:

S(s) =
D(εs)A(s)Ar(s)

D(εs)A(s)Ar(s) + k0B(s)Ad(s)Br(s)
, (18)

где

Br(s) = s2 + krs+ ω2
n; Ar(s) = s2 + ω2

n. (19)

Из выражения для полинома Ar(s) в (19) следует, что для функции чувствительно-
сти (18) выполняется свойство |S(jωn)| = 0. Следовательно, если выбором параметров
регулятора (17) обеспечить устойчивость характеристического полинома

Acls(s, ε) = D(εs)A(s)Ar(s) + k0B(s)Ad(s)Br(s), (20)

тогда величина относительной ошибки воспроизведения гармонической функции сетевого

напряжения (2) в установившемся режиме будет равна нулю, т. е. ошибка регулирования
e(t) асимптотически стремится к нулю в системе (5), (17).
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Аналогично разд. 3 рассмотрим условия устойчивости замкнутой системы (5), (17),
привлекая метод [14] для анализа свойств корней характеристического полинома (20).
В частности, из (20) получаем характеристический полином подсистемы медленных дви-
жений

Asms(s) = (k0)
−1 lim

ε→0
Acls(s, ε) = B(s)Ad(s)Br(s). (21)

В сравнении с (11) в полиноме (21) имеем дополнительный множитель Br(s), устойчивость
корней которого обеспечивается выбором параметра kr. Можно принять kr = 2drωn, где
dr — коэффициент демпфирования, например dr = 1.

В целях выделения характеристического полинома подсистемы быстрых движений

для системы (5), (17) рассмотрим полином (20), который можно записать в виде

Acls(s, ε) = ε2s7 + a6(ε)s
6 + · · ·+ a2(ε)s

2 + a1(ε)s+ k0b0T
−2ω2

n, (22)

где

a6(ε) = a2ε
2 + d1ε; a5(ε) = (a1 + ω2

n)ε2 + d1a2ε+ k0b1;

a4(ε) = (a0 + a2ω
2
n)ε2 + d1(a1 + ω2

n)ε+ k0b1(a
d
1T
−1 + kr) + k0b0;

a3(ε) = a1ω
2
nε

2 + d1(a0 + a2ω
2
n)ε+ (k0b1T

−2 + k0b0a
d
1T
−1) + (k0b1a

d
1T
−1 + k0b0)kr + k0b1ω

2
n;

a2(ε) = a0ω
2
nε

2 + d1a1ω
2
nε+ k0b0T

−2 + (k0b1T
−2 + k0b0a

d
1T
−1)kr + (k0b1a

d
1T
−1 + k0b0)ω

2
n;

a1(ε) = d1a0ω
2
nε+ k0b0T

−2kr + (k0b1T
−2 + k0b0a

d
1T
−1)ω2

n.

Выполним в полиноме (22) замену s = p/ε, умножим полученное выражение на ε5 и най-
дём предел при ε → 0. В результате будем иметь полином p7 + d1p

6 + k0b1p
5, умножая

который на множитель p−5 и выполняя замену p = εs, получим характеристический по-
лином подсистемы быстрых движений (14). Таким образом, введение резонансной компо-
ненты в ПИД-регуляторе (17) не изменяет вид характеристического полинома подсистемы
быстрых движений. Соответственно наличие резонансной компоненты не влияет на выбор
параметров k0 и d1 в регуляторе (17).

Дополнительно к условию (15) с целью учёта влияния полинома Br(s) в (21) на сте-
пень разделения темпов быстрых и медленных процессов в замкнутой системе при наличии

резонансной компоненты можно рекомендовать следующие соотношения для выбора пара-
метров ε и T :

ε 6
1

η
min{τA, τB, τω}; T = ηε, (23)

где τω = 1/ωn, η > 10.
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5. Результаты численного моделирования. В данном разделе приведена иллю-
страция эффективности предлагаемого подхода к решению проблемы повышения точности

синхронизации трёхфазных напряжений автономного четырёхпроводного инвертора с на-
пряжением сети. Численное моделирование выполнено для напряжения питания инвертора
vdc = 600 В при следующих параметрах LC-фильтра и активно-индуктивной нагрузки:

R1,A = R1,B = R1,C = 1 Ом; L1,A = L1,B = L1,C = 0, 0015 Гн;

C1,A = C1,B = C1,C = 10−5 Ф; R2,A = R2,B = R2,C = 10 Ом; (24)

L2,A = L2,B = L2,C = 0, 03 Гн.

Фазовые напряжения сети заданы функциями вида

vA(t) = 220 sin (100πt), vB(t) = 220 sin (100πt− 2π/3), vC(t) = 220 sin (100πt− 4π/3).

Моделирование выполнено при частоте ШИМ fs = 20 · 103 Гц, соответственно период
квантования по времени ШИМ равен величине Ts = 50 · 10−6 c. При заданных парамет-
рах (24) и частоте сетевого напряжения ωn = 100π получаем

τA ≈ 3,45 · 10−4, τB ≈ 0,003, τω ≈ 0,0032.

Тогда согласно соотношениям (23) принимаем η = 10, ε = 3 ·10−5 и T = 3 ·10−4. Полагаем
также k0 = b−11 = L1C1/E, ad1 = 2 и d1 = 2. Принимая dr = 1, получим kr = 200π.

Результаты численного моделирования системы управления трёхфазным четырёхпро-
водным инвертором напряжения (см. рис. 3) представлены на рис. 4–6, где на интервале
времени от 0 до 0,025 c применялся алгоритм управления (8). На данном временно́м ин-
тервале амплитуда ошибки воспроизведения заданного сетевого напряжения в установив-
шемся режиме равна примерно 30 В. На интервале времени от 0,025 до 0,05 c дополни-
тельно подключается резонансная компонента и алгоритм управления для каждой фазы

vC1,A, vC1,B, vC1,C, Â

t, c0,050,01 0,02 0,03 0,04
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_200

_250
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_100
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Рис. 4. Графики напряжений vC1,A
(t), vC1,B

(t) и vC1,C
(t) на выходе LC-фильтра

трёхфазного инвертора напряжения
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Рис. 5. Графики ошибок регулирования eA(t), eB(t) и eC(t)
uA, uB, uC
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Рис. 6. Графики сигналов управления uA(t), uB(t) и uC(t)

принимает вид (17). Из представленных графиков наглядно видно, что введение резонанс-
ной составляющей обеспечивает асимптотическую сходимость к нулю средней составляю-
щей ошибки воспроизведения заданного сетевого напряжения. При этом в установившемся
режиме величина ошибки определяется только уровнем пульсаций, обусловленных нали-
чием ШИМ в контуре регулирования. Уменьшение амплитуды данных пульсаций может
быть достигнуто, например, увеличением частоты ШИМ или изменением параметров LC-
фильтра.

Заключение. В работе представлена методика расчёта резонансного ПИД-
регулятора для повышения точности синхронизации трёхфазных напряжений автоном-
ного четырёхпроводного инвертора с сетью. Показано, что использование метода разде-
ления движений позволяет выполнить расчёт ПИД-составляющей регулятора независимо
от выбора параметров резонансных компонент регулятора. Применение данного подхода
к расчёту регулятора автономных инверторов напряжения даёт возможность улучшить

электромагнитную совместимость и уменьшить потери в системах с распределённой ге-
нерацией электроэнергии. Необходимо отметить, что предлагаемый подход к расчёту ре-
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зонансного ПИД-регулятора может найти широкое применение не только в устройствах
силовой электроники, но также, например, в задачах проектирования систем активной
виброизоляции, синхронизации режимов работы гидротурбин с сетью и синхронизации

связанных колебательных систем.
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