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Исследуется точность классификации в терминах зависимости вероятности ошибки от

количества обрабатываемой информации в пространстве древовидно-структурированных
представлений распознаваемых объектов. Для заданного множества объектов приводится
нижняя граница вероятности ошибки как функция средней взаимной информации между

объектами и оценками их классов. Предлагается алгоритм направленного поиска реше-
ния о классе предъявляемого объекта по многоуровневым разделяющим функциям, и оце-
нивается вычислительный выигрыш алгоритма относительно полного перебора. На мно-
жествах изображений лиц и подписей и на ансамбле этих источников демонстрируются

экспериментальные зависимости средней вероятности ошибки и средней взаимной инфор-
мации от параметра, определяющего вычислительный выигрыш алгоритма. Для указан-
ных данных приводятся значения нижних границ вероятности ошибки, которые позволяют
оценить избыточность вероятности ошибки алгоритма при различных значениях вычис-
лительного выигрыша.
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Введение. Важными показателями эффективности процедур анализа данных в ре-
альном времени являются точность и время анализа, зависящие от количества обраба-
тываемой информации. Точность анализа определяется вероятностью ошибки, а время —
вычислительной сложностью решающего алгоритма. Указанные характеристики, как пра-
вило, связаны обменным соотношением, в котором уменьшение вероятности ошибки и уве-
личение вычислительной сложности обусловлены ростом объёма обрабатываемых данных.

В предлагаемой работе исследуется соотношение вероятности ошибки и вычислитель-
ной сложности в схеме многоклассового распознавания объектов, заданных полутоновыми
изображениями и представленных древовидно-структурированными наборами эллиптиче-
ских примитивов [1]. Такие представления аналогичны известным представлениям изобра-
жений в форме пирамид и квадродеревьев [2], которые позволяют значительно уменьшить
вычислительную сложность и соответственно время анализа изображений. Подобный эф-
фект достигается на иерархических структурах, использованных в работе [3].

Предложенные в [1] древовидные представления образов, заданных информативны-
ми объектами изображений, порождают для любого объекта набор представлений с мно-
гоуровневым разрешением. Введение метрики на множестве таких описаний позволяет
построить алгоритм направленного поиска решения о классе предъявляемого объекта.
Направленный поиск базируется на отборе наиболее правдоподобных классов на уровнях

представления с нарастающим разрешением и подобен поиску для объекта приближённо-
го ближайшего соседа в иерархически структурированной базе данных [4, 5]. При этом
правдоподобия классов по объекту определяются значениями разделяющих функций [6],
которые убывают с ростом расстояний от объекта до представителей классов.
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Разделяющие функции, введённые на множестве представлений объектов, позволяют
ввести условные по объектам вероятности классов, которые совместно с распределением
вероятностей объектов дают среднюю взаимную информацию между объектами и оцен-
ками их классов, а также среднюю вероятность ошибки в виде средней погрешности по
метрике Хемминга [7]. Указанные средние величины могут быть введены на всех уровнях
разрешения, а усреднение этих величин с весами, зависящими от параметра алгорит-
ма поиска решения, позволяет связать усреднённые по уровням характеристики качества
классификации с вычислительной сложностью. Отклонение средней вероятности ошибки
от нижней границы вероятности ошибки [8] при любом значении средней взаимной инфор-
мации даёт избыточность вероятности ошибки от потенциально возможного значения на

заданном множестве объектов при фиксированном количестве информации.
Цель работы состоит в получении численных оценок средней взаимной информации

и средней вероятности ошибки, реализуемых на разделяющих функциях экспоненциаль-
ного типа, и в аналитической оценке вычислительного выигрыша алгоритма направлен-
ного поиска решения относительно полного перебора. На множествах объектов, заданных
изображениями лиц и подписей, а также на ансамбле этих источников необходимо про-
демонстрировать уменьшение взаимной информации и увеличение вероятности ошибки

и её избыточности относительно нижней границы с ростом вычислительного выигрыша

алгоритма направленного поиска решения.

Формализация исследуемой задачи. Рассматривается схема классификации Ω→
→ XM → Ω̂, в которой Ω = {ωi, i = 1, . . . , c} и Ω̂ = {ωj , j = 1, . . . , c}, c > 2, — множества

классов и их оценок, а XM = X1 . . .XM — ансамбль множеств объектов от M источни-
ков. Каждый элемент ансамбля образован столбцом объектов xM = (x1, . . . ,xM )t таких,
что объекты источников xm ∈ Xm, m = 1, . . . ,M , принадлежат одному классу и обра-
зуют составной объект xM ∈ XM , по которому строится оценка класса. Предполагается,
что на ансамбле XM задана метрика [1], которая порождает условные по классам вероят-
ности составных объектов в форме экспоненциально убывающих функций их расстояний

до центральных представителей классов. Известное априорное распределение классов во
множестве Ω и условные по классам распределения составных объектов на преобразо-
вании Ω → XM позволили построить нижнюю границу средней взаимной информации

I(XM ; Ω̂) > 0 между XM и Ω̂ при условии, что средняя вероятность ошибки классифика-

ции E(XM ; Ω̂) не превосходит заданной величины ε. Указанная граница получена в работе
[8] в форме монотонно убывающей функции

RM (ε) = I(XM ; Ω)− h(ε− εMmin)− (ε− εMmin) ln (c− 1), εMmin 6 ε 6 εMmax. (1)

В формуле (1) функция h(z) = −z ln z − (1 − z) ln (1 − z) даёт двоичную энтропию для

значений 0 6 z 6 εMmax − εMmin, наибольшее и наименьшее значения границы определяются

величинами RM (εMmin) = I(XM ; Ω) и RM (εMmax) = 0, где I(XM ; Ω) — средняя взаимная

информация между ансамблем XM и множеством классов Ω.
Необходимо отметить, что при наибольшей средней взаимной информации I(XM ; Ω) =

= H(Ω), равной энтропии множества Ω, имеем εMmin = 0 и граница (1) совпадает с ниж-

ней границей Шеннона для функции скорость-погрешность в схеме кодирования Ω → Ω̂
со средней погрешностью по мере Хемминга [7]. В общем случае наименьшая вероят-
ность ошибки εMmin убывает с ростом средней взаимной информации I(XM ; Ω) и, в част-
ности, с увеличением числа источников M в ансамбле. При любом M > 1 наибольшая
вероятность ошибки определяется величиной εMmax = (c − 1) minci=1 P (ωi), где P (ωi) —
априорная вероятность класса ωi ∈ Ω. В силу монотонности функции (1) её обращение
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даёт нижнюю границу средней вероятности ошибки Emin(XM ; Ω̂) = R−1M (I(XM ; Ω̂)), когда

I(XM ; Ω̂) 6 I(XM ; Ω).
Для каждого объекта xm ∈ Xm, m = 1, . . . ,M , будем использовать древовидно-

структурированное L-уровневое представление xLm = (xm1, . . . ,xmL), в котором представ-
ление l-го уровня xml, l = 1, . . . , L, задано поддеревом глубины l в бинарном дереве xmL
глубины L [1]. Такие представления могут быть построены для широкого класса объек-
тов, заданных изображениями и имеющих однозначно идентифицируемую систему соб-
ственных координат. Представления l-го уровня для объектов составного объекта xM =
= (x1, . . . ,xM )t образуют столбец представлений xMl = (x1l, . . . ,xMl)

t. Последова-

тельность таких столбцов всех уровней даёт многоуровневое представление xML =
(xM1 , . . . ,x

M
L ) составного объекта. Множеству объектов источника Xm и множеству со-

ставных объектов от ансамбля источников XM соответствуют множества представлений

l-го уровня Xml и XM
l и множества многоуровневых представлений XL

m = {Xml}Ll=1 и

XML = {XM
l }Ll=1.

Введём на множестве представлений Xml объектов m-го источника Xm наборы разде-
ляющих функций l-го уровня:

Gml = {gjl(xm), ∀ xm ∈ Xm}cj=1, l = 1, . . . , L, (2)

и на множестве представлений XM
l составных объектов от ансамбля источников XM на-

боры разделяющих функций l-го уровня в форме произведений:

GM
l =

{
gjl(x

M ) =
M∏
m=1

gjl(xm),∀ xM ∈ XM
}c
j=1

, l = 1, . . . , L. (3)

В общем случае при значениях M > 1 разделяющие функции вида (3) дают условные по

объектам распределения вероятностей оценок классов на множестве Ω̂. Такие распределе-
ния задаются множествами условных вероятностей:

QM
l = {Ql(ωj | xM ) = gjl(x

M )
/ c∑

i=1

gil(x
M ), ∀xM ∈ XM

}c
j=1

, l = 1, . . . , L. (4)

Для любого уровня представления распределения вида (4) совместно с вероятностями
P (xM ), ∀xM ∈ XM позволяют ввести среднюю взаимную информацию

IGM
l

(XM ; Ω̂) =
∑

xM∈ XM

P (xM )
c∑

j=1

Ql(ωj | xM ) ln
Ql(ωj | xM )

Ql(ωj)
(5)

и среднюю вероятность ошибки

EGM
l

(XM ; Ω̂) =
∑

xM∈ XM

P (xM )
c∑

j=1

Ql(ωj | xM )(1−Ql(ωj | xM )), (6)

где Ql(ωj) =
∑

xM∈ XM

P (xM )Ql(ωj | xM ) — безусловная вероятность оценки класса ωj ∈ Ω̂.

Последующие усреднения характеристик (5) и (6) с весами {wl}Ll=1:
L∑
l=1

wl = 1, зависящими
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от параметра алгоритма поиска решения, дают значения

IGML(XM ; Ω̂) =
L∑
l=1

wlIGM
l

(XM ; Ω̂), (7)

EGML(XM ; Ω̂) =
L∑
l=1

wlEGM
l

(XM ; Ω̂), (8)

где GML = {GM
l }Ll=1. Характеристики (7) и (8) совместно с границей (2) позволяют ввести

избыточность

rGML = EGML −R−1M (IGML) (9)

средней вероятности ошибки при заданном наборе разделяющих функций GML.
Задача состоит в построении алгоритма направленного поиска решения в простран-

стве многоуровневых представлений составных объектов от ансамбля источников и оце-
нивании вычислительного выигрыша направленного поиска относительно переборного по-
иска. Для объектов, заданных изображениями лиц и подписей, и для составных объектов
от ансамбля этих источников необходимо продемонстрировать слабое уменьшение средней

взаимной информации (7) и слабое увеличение средней вероятности ошибки (8) и избы-
точности (9) при заметном вычислительном выигрыше.

Направленный поиск решения и вычислительная сложность. Предлагает-
ся алгоритм направленного поиска решения для любого составного объекта xM =
= (x1, . . . ,xM )t, имеющего последовательность представлений xML = (xM1 , . . . ,x

M
L ), в

которой xMl = (x1l, . . . ,xMl)
t, l = 1, . . . , L, — столбец представлений l-го уровня для объ-

ектов источников, образующих составной объект xM . В случае M = 1 алгоритм даёт
решение по объекту одного источника.
Алгоритм поиска решения. На текущем l-м уровне вычисляются

cl = bc2−α(l−1)c, l = 1, . . . , L, (10)

разделяющих функций из набора (3), где α = (L − 1)−1 log (c/c∗) < 1, c∗ 6 c, — цело-
численный параметр, и отбираются cl+1 классов с наибольшими значениями разделяю-
щих функций. Отобранные классы дают номера этих функций, вычисляемых на (l + 1)-м
уровне. На последнем L-м уровне принимается решение по номеру j∗ функции gj∗L(xM )
с наибольшим значением среди cL = c∗ функций с номерами, отобранными на (L − 1)-м
уровне.

Сформулированный алгоритм реализует направленный поиск решения при значениях

c∗ < c и поиск на основе полного перебора разделяющих функций L-го уровня при зна-
чении c∗ = c. С использованием стратегии отбора классов (10) выбираются веса уровней
представления wl = (log cl− log cl+1)/ log c, l = 1, . . . , L, которые при замене целочисленных

значений cl, l = 1, . . . , L, значениями ĉl = c 2−α(l−1) > cl дают распределение оценок весов

ŵl =

{
(L− 1)−1(1− log c∗/ log c), l = 1, . . . , L− 1;

log c∗/ log c, l = L.
(11)

Отметим, что условие
L−1∑
l=1

ŵl 6 ŵL определяет область значений параметра c
∗ >

√
c.

В случае c∗ = c оценки ŵl = 0, l = 1, . . . , L − 1, и ŵL = 1 обеспечивают усреднённые по
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уровням характеристики (7) и (8), совпадающие с соответствующими характеристиками

L-го уровня: IGML(XM ; Ω̂) = IGM
L

(XM ; Ω̂) и EGML(XM ; Ω̂) = EGM
L

(XM ; Ω̂).

Вычислительная сложность поиска решения по любому составному объекту оценива-
ется числом обрабатываемых вершин в M деревьях, которые представляют этот объект.
С учётом структуры бинарных деревьев и стратегии (10) число таких вершин составляет

Cα = M

L∑
l=1

cl 2
l 6 2Mc

2(1−α)L − 1

2(1−α) − 1
. (12)

При нулевом значении параметра α = 0 неравенство в правой части (12) переходит в
равенство и даёт вычислительную сложность переборного алгоритма. Согласно (12) вы-
числительный выигрыш направленного поиска решения относительно переборного поиска

определяется отношением

Cα=0

Cα>0
>

2L − 1

2L
2αL(21−α − 1) =

2L − 1

2L

(
2−

( c
c∗

)1/(L−1)) c

c∗
, (13)

которое близко к величине c/c∗ при условии L� 1 + log (c/c∗).

Экспериментальные результаты. В экспериментах использованы древовидные

представления лиц и подписей наборами эллиптических примитивов. Примеры представ-
лений, которые содержат восемь информативных уровней, показаны на рис. 1. Эллип-
сы нулевого уровня используются для нормировки параметров примитивов последующих

уровней. Вычисление параметров примитивов в собственных осях объектов и нормировка
параметров обеспечивают инвариантность представлений к повороту, смещению, масшта-
бу и яркости объектов.

Пусть dl(xm, x̂m) > 0, l = 1, . . . , L, — квадратичное расстояние порядка l между любой
парой объектов xm ∈ Xm, x̂m ∈ Xm на соответствующем уровне представления [1]. Тогда
расстояния порядка l между объектом источника и представителями классов позволяют
ввести экспоненциальные разделяющие функции

{gjl(xm) = exp (−vjmd2l (xm,xjm))}cj=1, m = 1, . . . ,M, (14)

l=0

l=0

l=1

l=1

l=2

l=2

l=3

l=3

l=4

l=4

l=5

l=5

l=6

l=6

l=7

l=7

l=8

l=8

Ëèöî

Ïîäïèñü

Рис. 1. Многоуровневые представления лица и подписи эллиптическими

примитивами
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на множествах представлений объектов источников и разделяющие функции

{gjl(xM ) =
M∏
m=1

exp (−vjmd2l (xm,xjm))}cj=1 (15)

на множестве представлений составных объектов от ансамбля источников, где vjm > 0 —
свободный параметр и xjm — представитель j-го класса.

Представители классов в функциях (14) и (15) задаются объектами, ближайшими к
центральным объектам внутри классов, относительно которых сумма квадратов внутри-
классовых расстояний порядка L минимальна. Параметры экспонент в (14) и (15) удовле-
творяют неравенству

vjm >
1

4µ2jm
ln

1 + αjm
1− αjm

, j = 1, . . . , c, (16)

где αjm = µjm/(µ
2
jm + σ2jm)1/2 определяется средним µjm =

1

‖Xjm‖
∑

xm ∈Xjm

dL(xm,xjm)

и дисперсией σ2jm =
1

‖Xjm‖
∑

xm ∈Xjm

(dL(xm,xjm) − µjm)2 внутриклассовых расстояний

порядка L. В случае µjm > σjm неравенство (16) обеспечивает достаточно малую ве-
роятность значений dL(xm,xjm) > 2µjm. Правая часть этого неравенства даёт верхние
оценки параметров vjm при замене αjm значениями растущей параболы αjm + 2(1 −

− αjm)τs − (1− αjm)τ2s > αjm в точках τs =
s∑

k=1

2−k, s > 7.

Вычислительные эксперименты выполнены на множестве лиц X1, множестве подпи-
сей X2 и на ансамбле X1X2 с использованием матриц расстояний порядка l = 1, . . . , 8 для
древовидных представлений лиц [9] и подписей [10]. Множества данных от каждого источ-
ника содержат 1000 объектов, по 40 объектов от 25 персон, которые образуют равноверо-
ятные классы. Оценивание параметров разделяющих функций (обучение) и тестирование
выполнены в режиме скользящего контроля по схеме leave-one-out.

Численные оценки характеристик (7) и (8) при значениях c∗ = 10, . . . , 25 и s = 10
для отдельных источников и для ансамбля даны в виде графиков на рис. 2, a—c. Здесь
же показаны графики нижних границ средней вероятности ошибки. Увеличение значения
s при условии, что IGmL

(Xm; Ω̂) 6 I(Xm; Ω), m = 1, 2, приводит к росту локализации
разделяющих функций вблизи представителей классов и, как следствие, к увеличению
средней взаимной информации и уменьшению средней вероятности ошибки.

Приведённые графики демонстрируют слабое увеличение средней вероятности ошибки

и избыточности с ростом вычислительного выигрыша c/c∗ направленного поиска решения
относительно полного перебора, когда c∗ = c. При этом точность классификации на ансам-
бле существенно превосходит точность классификации объектов отдельных источников.
Этот эффект обусловлен бимодальными разделяющими функциями на ансамбле и может

быть повышен путём увеличения его размера. Минимальные значения средней вероят-
ности ошибки, которые соответствуют нижним границам при максимальных значениях
средней взаимной информации для классифицируемых данных, приведены в таблице.

Аналогичные экспериментальные результаты могут быть получены для любых разде-
ляющих функций и, в частности, для SVM-классификаторов на основе опорных векторов
[11, 12].
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Рис. 2. Усреднённые по уровням значения средней взаимной информации (•),
средней вероятности ошибки (×) и нижней границы средней вероятности ошиб-
ки (∗): для источника лиц (a), источника подписей (b) и ансамбля источников (c)
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Экстремальные значения средней вероятности ошибки и средней взаимной информации

на множествах лиц X1, подписей X2 и на ансамбле X1X2

Источник M = 1 : X1 M = 1 : X2 M = 2 : X1X2

εMmin 0,092 0,052 0,010

I(XM ; Ω) 3,110 3,184 3,217

Заключение. В рамках теоретико-информационной модели исследованы характери-
стики качества и вычислительной сложности классификации объектов, заданных изобра-
жениями и представленных многоуровневыми древовидно-структурированными описани-
ями. С использованием метрики на множестве представлений объектов определены раз-
деляющие по классам функции на всех уровнях представления и предложен алгоритм на-
правленного поиска решения о классе предъявляемого объекта. Разделяющие функции поз-
волили ввести среднюю взаимную информацию между классифицируемыми объектами и

оценками их классов, а также среднюю вероятность ошибки классификации, зависящие
от параметра вычислительной сложности решающего алгоритма. Приведена аналитиче-
ская нижняя граница вероятности ошибки как функция средней взаимной информации.
Предложенный подход позволяет оценивать избыточность вероятности ошибки, которая
реализуется на любых разделяющих функциях, при фиксированных значениях количества
обрабатываемой информации, зависящей от вычислительной сложности решающего алго-
ритма.

Эффективность подхода продемонстрирована численными оценками средней взаимной

информации, средней вероятности ошибки и избыточности, полученными на множествах
изображений лиц, подписей и на ансамбле этих источников с разделяющими функциями
экспоненциального типа. Показана возможность существенного уменьшения вычислитель-
ной сложности при малом увеличении вероятности ошибки и избыточности. В перспекти-
ве планируется применить теоретико-информационный подход для исследования точности
и сложности классификации в пространстве многоуровневых представлений биометриче-
ских данных с сигмоидальными разделяющими функциями.
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