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Предложена методика быстрого выбора коэффициентов размытости ядерных функций в

непараметрической оценке двухмерной случайной величины с зависимыми компонента-
ми. Методика основана на результатах анализа асимптотических свойств ядерной оценки
плотности вероятности Розенблатта — Парзена. Исследованы свойства быстрого алго-
ритма выбора коэффициентов размытости в рассматриваемой непараметрической оценке

плотности вероятности.
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Введение. Непараметрические оценки плотности вероятности типа Розенблатта —
Парзена p̄(x) используются при разработке алгоритмов принятия решений в условиях
априорной неопределённости [1–3]. Аппроксимационные свойства p̄(x) определяются вы-
бором оптимальных значений коэффициентов размытости ядерных функций. Традицион-
ный подход к оптимизации непараметрической оценки плотности вероятности состоит в

минимизации статистической оценки её среднего квадратического отклонения. Вычисли-
тельная эффективность этого подхода снижается при увеличении объёма исходных ста-
тистических данных [4–8]. Для решения этой проблемы предложены методики быстрого
выбора коэффициентов размытости ядерных функций, основанные на анализе результатов
исследования асимптотических свойств непараметрической оценки плотности вероятности

для ряда семейств законов распределения случайных величин [9–14].
В работе [15] обоснована возможность выбора коэффициентов размытости ядерных

функций в непараметрической регрессии из условия минимума оценок средних квадра-
тических ошибок аппроксимации плотности вероятности зависимых случайных величин.
Созданы условия значительного повышения вычислительной эффективности непарамет-
рической регрессии на основе быстрых процедур выбора коэффициентов размытости в

ядерной оценке плотности вероятности зависимых случайных величин.
Цель данной работы — исследование методики быстрого выбора коэффициентов раз-

мытости ядерных функций непараметрической оценки плотности вероятности двухмерной

случайной величины с зависимыми компонентами.
Методика быстрого выбора коэффициентов размытости непараметриче-

ской оценки плотности вероятности зависимых случайных величин. Пусть име-
ется выборка V = (xi, yi, i = 1, n ) статистически независимых наблюдений случайных
величин x, y, распределённых с неизвестной плотностью вероятности p(x, y).
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При оценивании p(x, y) используем непараметрическую статистику p̄(x, y) типа Ро-
зенблатта — Парзена [16, 17]:

p̄(x, y) =
1

nc1c2

n∑
i=1

Φ
(x− xi

c1

)
Φ
(y − yi

c2

)
. (1)

Ядерные функции Φ(u) в непараметрической оценке плотности вероятности (1) удо-
влетворяют условиям:

Φ(u) = Φ(−u), 0 6 Φ(u) <∞,
∫

Φ(u) du = 1,

∫
u2Φ(u) du = 1,

∫
umΦ(u) du <∞, 0 6 m <∞.

Здесь и далее бесконечные пределы интегрирования опускаются.
Значения коэффициентов размытости c1, c2 в непараметрической оценке плотности ве-

роятности (1) зависят от интервала изменений случайных величин x и y. Поэтому примем
c1 = cσ1, c2 = cσ2, где σ1, σ2 — средние квадратические отклонения случайных величин

x, y соответственно, а c — неопределённый параметр.
Тогда асимптотическое выражение среднего квадратического отклонения p̄(x, y) от

p(x, y)

W (c) = M

∫ ∫
(p̄(x, y)− p(x, y))2 dx dy

с учётом результатов работы [16] запишем в виде

W̄ (c) =
1

nc2σ1σ2
‖Φ(u1)‖2 ‖Φ(u2)‖2 +

c4

4
B. (2)

Здесь приняты следующие обозначения:

‖Φ(u1)‖2 =

∫
Φ2(u1) du1; ‖Φ(u2)‖2 =

∫
Φ2(u2) du2;

B =

∫ ∫
(σ21p

(2)
1 (x, y) + σ22p

(2)
2 (x, y))2 dx dy;

(3)

p
(2)
1 (x, y), p

(2)
2 (x, y) — вторые производные функции p(x, y) по переменным x, y соответ-

ственно; M — знак математического ожидания.
Оптимальное значение параметра c коэффициентов размытости c1, c2 ядерных функ-

ций непараметрической оценки плотности вероятности (1)

c∗ = (2(‖Φ(u)‖2)2/(nBσ1σ2))1/6 (4)

определим из условия минимума критерия (2) для ядерных функций Φ(uv) = Φ(u), v = 1, 2.
С учётом ранее принятых предположений оптимальные коэффициенты размытости

c1, c2 ядерных функций в статистике (1) запишем как

c∗v = c∗σv = βσvn
−1/6, v = 1, 2 , (5)
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где

β = (2(‖Φ(u)‖2)2/(Bσ1σ2))1/6. (6)

Для вычисления оптимального параметра c∗ коэффициентов размытости ядерных
функций (4) необходимо определить оценку нелинейного функционала λ = Bσ1σ2 от вто-
рых производных плотности вероятности p(x, y) по переменным x, y.

Используем семейство нормальных законов распределения зависимых случайных ве-
личин x и y:

p(x, y) = (2πσ1σ2
√

1− r2)−1 ×

× exp
{
− 1

2(1− r2)

[(x−m1

σ1

)2
− 2r

(x−m1)(y −m2)

σ1σ2
+
(y −m2

σ2

)2]}
, (7)

где (m1, σ1) и (m2, σ2) — математические ожидания и средние квадратические отклонения

случайных величин x и y соответственно; неопределённые вещественные числа r подчи-
няются условию −1 6 r 6 1.

Нормальные распределения типа (7) часто встречаются в различных прикладных за-
дачах. Значимость нормального закона распределения объясняется тем, что анализируе-
мая случайная величина, являющаяся суммой большого числа независимых помех, имеет
закон распределения, близкий к нормальному [18].

На этой основе методика быстрого выбора коэффициентов размытости ядерных функ-
ций в непараметрической оценке плотности вероятности (1) состоит в выполнении следу-
ющих действий:

1. По исходной выборке V = (xi, yi, i = 1, n ), которая имеется при восстановлении
p(x, y), оценить средние квадратические отклонения σ1, σ2 случайных величин x, y и па-
раметра r, например, как коэффициента корреляции между ними. Обозначим через σ̄1, σ̄2
и r̄ статистические оценки параметров σ1, σ2 и r.

2. При конкретном объёме n выборки V и выбранном виде ядерной функции Φ(u) в
соответствии с формулами (4) и (7) определить оценку параметра

c̄∗ = (2(‖Φ(u)‖2)2/(nB̄σ̄1σ̄2))1/6

коэффициентов размытости ядерных функций c1, c2 в статистике p̄(x, y) (1). Здесь значение
B̄ вычислим в соответствии с выражением (3) при σ1 = σ̄1, σ2 = σ̄2, r = r̄. В качестве r̄
используем статистическую оценку коэффициента корреляции.

3. Определить оценки коэффициентов размытости c1, c2 в ядерных функциях в непа-
раметрической статистике (1):

c̄∗1 = c̄∗σ̄1, c̄∗2 = c̄∗σ̄2.

Анализ результатов вычислительных экспериментов. Исследуем зависимость
оптимальных коэффициентов размытости c∗1, c

∗
2 непараметрической оценки плотности ве-

роятности p̄(x, y) (1) от составляющих их параметров c∗, β и λ. Проведём анализ за-
висимости асимптотического выражения среднего квадратического отклонения W̄ (c∗) от
значений параметра r плотности вероятности p(x, y) (7). При организации вычислитель-
ных экспериментов положим, что для зависимых случайных величин x и y значения их
средних квадратических отклонений σ1 = 1 и σ2 = (1, 2, 3).
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Таб л иц а 1

Результаты анализа аппроксимационных свойств непараметрической оценки

плотности вероятности p̄(x, y) зависимых случайных величин x, y

r σ2 λ β c∗ c∗1 c∗2 W̄ (c∗)

1 0,449
0,344

0,449
0,344

0,005346
0,001828

0,175 2 0,175 0,968 0,505
0,386

0,449
0,344

0,899
0,687

0,002829
0,0009674

3 0,54
0,413

1,348
1,031

0,002059
0,0007043

1 0,445
0,34

0,445
0,34

0,005458
0,001866

0,225 2 0,186 0,958 0,499
0,382

0,445
0,34

0,89
0,68

0,002888
0,0009876

3 0,534
0,409

1,335
1,021

0,002102
0,0007189

1 0,442
0,338

0,442
0,338

0,005526
0,00189

0,25 2 0,193 0,952 0,496
0,379

0,442
0,338

0,884
0,676

0,002924
0,001

3 0,531
0,406

1,326
1,014

0,002129
0,000728

1 0,439
0,336

0,439
0,336

0,005603
0,001916

0,275 2 0,201 0,946 0,493
0,377

0,439
0,336

0,878
0,671

0,002965
0,001014

3 0,527
0,403

1,317
1,007

0,002158
0,0007381

1 0,432
0,33

0,432
0,33

0,005787
0,001979

0,325 2 0,221 0,931 0,485
0,371

0,432
0,33

0,864
0,661

0,003062
0,001047

3 0,519
0,397

1,296
0,991

0,002229
0,0007623
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Продолжение таблицы 1

r σ2 λ β c∗ c∗1 c∗2 W̄ (c∗)

1 0,391
0,299

0,391
0,299

0,007079
0,002421

0,525 2 0,405 0,842 0,438
0,335

0,391
0,299

0,781
0,597

0,003746
0,001281

3 0,469
0,359

1,172
0,896

0,002727
0,0009325

1 0,342
0,262

0,342
0,262

0,009212
0,003151

0,675 2 0,894 0,738 0,384
0,294

0,342
0,262

0,685
0,524

0,004875
0,001667

3 0,411
0,314

1,027
0,786

0,003549
0,001214

1 0,31
0,237

0,31
0,237

0,011
0,003834

0,75 2 1,611 0,669 0,348
0,266

0,31
0,237

0,621
0,475

0,005932
0,002029

3 0,373
0,285

0,931
0,712

0,004318
0,001477

1 0,27
0,207

0,27
0,207

0,015
0,005059

0,825 2 3,701 0,582 0,303
0,232

0,27
0,207

0,54
0,413

0,007828
0,002677

3 0,324
0,248

0,811
0,62

0,005698
0,001949

1 0,122
0,093

0,122
0,093

0,072
0,025

0,975 2 433,4 0,263 0,137
0,105

0,122
0,093

0,244
0,187

0,038
0,013

3 0,147
0,112

0,366
0,28

0,028
0,009535
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Определим значения параметра r̄ = r±αr при известных r = 0,25 и r = 0,75. Значения
α = 0,1, α = 0,3 характеризуют погрешности оценивания r. Например, при r = 0,25 и
α = 0,1 значения r̄ = 0,225, r̄ = 0,275 соответственно.

Верхние строки элементов табл. 1 в столбцах c∗, c∗1, c
∗
2, W̄ (c∗) соответствуют объёму

статистических данных n = 100, а нижние — n = 500.
Значения функционала λ при конкретных значениях параметра r не зависят от объёма

n статистических данных и изменения σ2 ∈ [1; 3]. Например, при r = 0,175 значение
λ = 0,175 для n ∈ [100; 500], а при r = 0,75 в принятых условиях λ = 1,611. С ростом

коэффициента корреляции r значения функционала λ увеличиваются от 0,175 при r = 0,175
до 1,611 при r = 0,75. При r = 0,975 наблюдается значительное увеличение λ до 433,4, что
может служить одним из критериев линейной зависимости между случайными величинами

(см. табл. 1).
Зависимость функционала β (6) от значений параметров r и σ2 является близкой

к вышеотмеченной зависимости λ = Bσ1σ2. Для σ2 ∈ [1; 3] и n ∈ [100; 500] значения
β = 0,968, β = 0,669 при r = 0,175, r = 0,75 соответственно. При зависимости между
случайными величинами, близкой к линейной (r = 0,975), значение β = 0,263 для σ2 ∈ [1; 3]
и n ∈ [100; 500]. Оптимальные значения параметра c∗ коэффициентов размытости c∗1, c

∗
2

(4) зависят от r, σ2 и объёма статистических данных n. При фиксированных значениях
r с ростом σ2 значения параметра c

∗ увеличиваются. Например, при r = 0,175 и n = 100
значения c∗ = 0,449, c∗ = 0,54 в условиях σ2 = 1, σ2 = 3 соответственно. С увеличением r
и n значения c∗ уменьшаются, что особенно проявляется при r = 0,975 и n = 500. В этих
условиях c∗ ∈ [0,093; 0,112] для σ2 ∈ [1; 3] (см. табл. 1).

Сравним аппроксимационные свойства непараметрической оценки плотности вероят-
ности p̄(x, y) в зависимости от погрешности оценивания коэффициента корреляции r, ис-
пользуя результаты вычислительных экспериментов (см. табл. 1). Для этого вычислим
отношение W̄ (c̄∗)/W̄ (c∗) для различных значений r̄ и r = 0,25, r = 0,75 при α = 0,1,
α = 0,3. Здесь значения W̄ (c̄∗), W̄ (c∗) определим по формуле (2) при значениях r̄ и r, где
параметр r считается известным, а r̄ — его предполагаемая оценка.

Вычислим аналитические выражения отношений c̄∗/c∗ и W̄ (c̄∗)/W̄ (c∗) с учётом при-
нятых условий исследования. Используя формулы (4), (2), имеем

c̄∗/c∗ = (B(r)/B(r̄))1/6, (8)

W̄ (c̄∗)/W̄ (c∗) = (B(r̄)/B(r))1/3, (9)

где c̄∗ — значение c∗ (4) при r = r̄.
Результаты анализа выражений (8), (9) представлены в табл. 2.
При известном малом значении r = 0,25 и относительно больших погрешностей его

оценивания 0,175 6 r̄ 6 0,325 отношение c̄∗/c∗ ∈ [1,017; 0,977], а соответствующие им
значения W̄ (c̄∗)/W̄ (c∗) ∈ [0,967; 1,047]. При малых r и больших значениях параметра
погрешностей их оценивания α ∈ [0,1; 0,3] аппроксимационные свойства непараметри-
ческой оценки плотности вероятности p̄(x, y) зависимых случайных величин изменяют-
ся незначительно. С увеличением параметра r аппроксимационные свойства p̄(x, y) сни-
жаются. Например, при известном значении r = 0,75 и α = 0,1 c̄∗/c∗ ∈ [1,103; 0,871],
а W̄ (c̄∗)/W̄ (c∗) ∈ [0,822; 1,32]. При α = 0,3 эти показатели аппроксимационных свойств
p̄(x, y) значительно снижаются (см. табл. 2).

Отсюда следует, что при малых значениях r, характерных для нелинейных зависи-
мостей между x, y в условиях достаточно больших параметров помех α, целесообразно
принимать значения c1 = cσ1, c2 = cσ2. При бо́льших значениях r̄ > 0,825 соблюдение
этого условия сопряжено со значительным ухудшением свойств p̄(x, y).
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Таб л иц а 2

Результаты сравнения аппроксимационных свойств p̄(x, y) от погрешности оценивания
коэффициента корреляции

r̄ B(r̄)/B(r) c̄∗/c∗ W̄ (c̄∗)/W̄ (c∗)

0,175 0,906 1,017 0,967
0,225 0,963 1,006 0,988
0,275 1,042 0,993 1,014
0,325 1,048 0,977 1,047
0,525 0,252 1,258 0,631
0,675 0,555 1,103 0,822
0,825 2,298 0,871 1,32
0,975 269,108 0,394 6,456

Заключение. Для упрощения задачи оптимизации непараметрической оценки плот-
ности вероятности двухмерной случайной величины с зависимыми компонентами целесо-
образно представлять коэффициенты размытости ядерных функций в виде произведения

параметра c и среднего квадратического отклонения случайной величины. По результа-
там анализа асимптотических свойств исследуемой непараметрической оценки плотности

вероятности оптимальное значение параметра c∗ зависит от коэффициента корреляции r
между зависимыми случайными величинами и объёма n исходных статистических дан-
ных. При фиксированных значениях r с ростом среднего квадратического отклонения σ2
функции y наблюдается рост значений c∗. С увеличением r и n значения c∗ уменьшаются.
При малых значениях r и относительно больши́х погрешностях их оценивания аппрокси-
мационные свойства рассматриваемой непараметрической оценки плотности вероятности

изменяются незначительно. С увеличением r аппроксимационные свойства p̄(x, y) снижа-
ются, что особенно характерно для больших погрешностей оценивания r.

Полученные результаты являются основой развития быстрых процедур оптимизации

непараметрической регрессии.
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