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чиков. Сравнивать результаты исследований, полученных для разных биомагнитных си-
стем, невозможно. Рассмотрены вопросы описания источника магнитного поля сердца на
основе пространственно-частотных преобразований 2D-модели токового диполя. Исследо-
вались: глубина залегания, местоположение и ориентация токового диполя на значение
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Введение. История биомагнитных исследований [1–7] на основе сверхпроводниковых
магнитометрических систем (СМС) насчитывает более 50 лет, однако их широкого внед-
рения в клиническую практику нет. В то же время сомневаться в актуальности и возмож-
ностях СМС не приходится [1–6].

Одна из проблем— создание универсальной базы результатов таких исследований, на-
пример аналога кардиографических атласов. Однако и сегодня собранный эксперимента-
торами достаточно обширный материал невозможно применять. Необходимо сопоставлять
результаты, полученные с использованием разнообразных по своей конструкции входных
сверхпроводниковых преобразователей (ВСП). Для решения данной проблемы нужен под-
ход, учитывающий совокупность пространственной структуры ВСП, источника магнит-
ного поля, их взаимного положения и ориентации.

В медицине в результате решения обратной задачи проводится диагностика состоя-
ния изучаемого биологического объекта. Здесь нахождение координат источника— только

одна из задач. Классика кардиологии — морфологический анализ [4] в сочетании с изо-
магнитными картами — и сегодня имеет большое значение [1–3]. Это связано с большой
чувствительностью магнитокардиографии (МКГ) и отсутствием маскирования поверх-
ностными, вторичными токами.

В [1] приводятся данные о системах, созданных разными производителями, и про-
граммном обеспечении для них. Однако и диагностические критерии здесь наработаны
для конкретных систем (связка пространственной структуры ВСП—сердце). Возникает
вопрос, как учитывать опыт других исследователей? Более того, по сути отсутствует
единая точка отсчёта. В нашем случае— это некая условная плоскость построения изомаг-
нитной карты с использованием ВСП-магнитометрического типа, т. е. создание единого
метрологического подхода для обеспечения медицинской диагностики.
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Кроме того, поскольку ВСП для клинических исследований (а не для исследователь-
ских задач) имеет сложную структуру, то неясны требования к его конструкции с точки
зрения фильтрующих свойств по отношению к источнику магнитного поля.

Возможный путь решения — это переход в спектральную область: осуществление
необходимых преобразований структур с ВСП—сердце и возврат в образцовую простран-
ственную с построением изомагнитных карт МКГ-сигнала на некую образцовую плоскость
(задание удалённости плоскости от источника, типа, структуры ВСП).

В работах [8–10] был предложен способ на основе пространственно-спектральных пре-
образований моделей ВСП и источника магнитного поля. Выбор той или иной модели ВСП,
определяемый характером решаемой задачи, становится с точки зрения сопоставления ре-
зультатов некритичным [9, 10].Однако и сегодня предложенный подход не нашёл широкого
применения. Видимо, пространственно-временной метод не нашёл своего исследователя.

Цель предлагаемой работы — дать подробный вывод пространственно-спектрального
описания токового диполя (ECD-equivalent current dipole) как источника магнитного поля
сердца.

В результате в рамках предложенной пространственно-спектральной модели источ-
ника магнитного поля и пространственного спектра выходного сигнала измерительного

канала биомагнитной системы можно осуществить преобразование любой структуры ВСП

и создать основу для образцовых диагностических критериев, устранить зависимость ре-
зультатов исследований от анатомических особенностей строения тела человека.

Метод решения. В биомагнитных, МКГ-исследованиях обычно измеряется компо-
нента магнитного поля bz, нормальная к поверхности раздела сред, которая не зависит от
объёмных токов и определяется лишь первичными «клеточными» токами. В этом смыс-
ле для неё среда (тело) является прозрачной, т. е. измеренное магнитное поле не будет
зависеть от неоднородностей среды.

Рассмотрим компоненту bz 2D-модели ECD, перпендикулярную некоторой плоскости
(x, y) на рис. 1. При этом будем считать, что источник в виде ECD расположен в точке с
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Рис. 1. Взаимное расположение точки ECD (x0, y0, z0) и точки измерения ком-
поненты магнитной индукции bz(x, y, z). Здесь D — дипольный момент, α —

угол ориентации в плоскости x0y
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координатами (x0, y0, z0), тогда имеем [6, 8–10]

bz(x, y, z) =
µµ0
4π

(DxRy −DyRx) =
µµ0
4π

Dx(y − y0)−Dy(x− x0)
[(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2]3/2

. (1)

Вначале рассмотрим все преобразования на основе 1D-модели ECD. Есть компонента,
например Dx 6= 0, а Dy = D sin (α) = 0. Тогда для bz (далее — b1) будем иметь

b1(x, y, z) =
µµ0
4π

Dx(y − y0)
[(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2]3/2

. (2)

Для получения пространственного спектра 1D-модели ECD используем двумерное

преобразование Фурье. Выражение (2) по координатам x и y имеет вид

B1(ωx, ωy, z) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

b1(x, y, z)e−jωxxe−jωyy dx dy =

=
µµ0
4π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Dx(y − y0)e−jωxxe−jωyy

[(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2]3/2
dx dy, (3)

где ωx, ωy представляют собой круговые пространственные частоты по координатам x
и y.

Для упрощения выражения (3) введём следующие обозначения: u = x− x0, ν = y− y0,
q = z − z0. Тогда выражение (3) запишем в виде

B1(ωx, ωy, z) =
µµ0Dx

4π
e−jωxx0e−jωyy0

∞∫
−∞

∞∫
−∞

νe−jωxue−jωyν

[u2 + ν2 + q2]3/2
du dν. (4)

Упрощённый подробный вывод выражения (4) приведён в приложении. Выражение
для двумерного преобразования Фурье 1D-модели ECD по координатам x и y окончательно
примет вид

B1(ωx, ωy, z) = −j µµ0
2

Dxωy√
ω2
x + ω2

y

e
−(z−z0)

√
ω2x+ω

2
ye

−jωxx0
e
−jωyy0

, (5)

где учтено, что в используемой системе координат z − z0 > 0.
Сравнив выражения (1), (2), (5), видим, что для 2D-модели ECD можно получить

уравнение

B(ωx, ωy, z) = −j µµ0
2

Dxωy −Dyωx√
ω2
x + ω2

y

e
−(z−z0)

√
ω2x+ω

2
ye−jωxx0e−jωyy0 . (6)

Исследуем выражение (4) для случаев ωx = 0 и ωy = 0, т. е. найдём значение B(0, 0, z).
Осуществив соответствующую подстановку, будем иметь

B1(0, 0, z) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

b1(x, y, z) dx dy =
µµ0
4π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Dxν

[u2 + ν2 + q2]3/2
du dν =
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=
µµ0
4π

∞∫
−∞

Dx du

∞∫
−∞

ν

[u2 + ν2 + q2]3/2
dν. (7)

Во внутреннем интеграле выражения (7) подынтегральная функция нечётная, следо-
вательно, в симметричных пределах интеграл от неё равен нулю, т. е. B1(0, 0, z) = 0. Срав-
нивая выражения (1), (2), очевидно, что для 2D-модели ECD аналогично B(0, 0, z) = 0.

В заключение запишем выражение для двумерной пространственно-спектральной
плотности (ПСП) проекции на ось z вектора магнитной индукции ECD:

B(ωx, ωy, z) =


0, ωx = 0, ωy = 0;

−j µµ0
2

Dxωy −Dyωx√
ω2
x + ω2

y

e
−(z−z0)

√
ω2x+ω

2
ye−jωxx0e−jωyy0 , ωx 6= 0, ωy 6= 0, (8)

или иначе

B(ωx, ωy, z) =

{
0, ωx = 0, ωy = 0;

D[cos (α)ωy − sin (α)ωx]Ψ(ωx, ωy, z), ωx 6= 0, ωy 6= 0,
(9)

Ψ(ωx, ωy, z) = −j µµ0
2

e
−(z−z0)

√
ω2x+ω

2
y√

ω2
x + ω2

y

e−jωxx0e−jωyy0 ,

где Ψ(ωx, ωy, z) — некоторая функция.
Проведём анализ полученных выражений с точки зрения влияния параметров

ECD (глубины залегания, местоположения и ориентации) на его пространственные и
пространственно-спектральные характеристики. При проведении МКГ-исследований для
анализа приняты следующие допущения:

— местоположение ECD определяется размерами сердца, которые равны 6× 6× 12 см
[6–9];

— предполагаемый диапазон глубин залегания ECD, исходя из расположения сердца
относительно поверхности грудной клетки, составляет порядка z0 = −3 ...−8 см [6–9, 11];

— дипольный момент токового диполя D = 5 · 10−5 А ·м. Такое значение D при сред-
ней глубине ECD (около 4–5 см) создаёт магнитную индукцию порядка 70–100 · 10−12 Тл.

Результаты исследований.
Глубина залегания ECD. Результаты расчёта по формуле (2) проекции на ось z век-

тора магнитной индукции, создаваемого ECD (здесь и далее предполагается, что он нахо-
дится в воздухе, т. е. µ = 1) с дипольным моментом D = Dx, по координате y от глубины
его залегания приведены на рис. 2. Как правило, ECD находится в центре измерительной

сетки МКГ-сигнала размером 16× 16 см.
В качестве точки наблюдения по оси x выбрана точка, расположенная над ECD, т. е.

x = x0, где x0 = 0 — центр системы по x. Диапазон изменения по координате y выбран ис-
ходя из размеров измерительной сетки МКГ-сигнала. Принятые глубины залегания ECD
соответствуют минимальной, средней и максимальной величинам, определяющимся типо-
выми размерами сердца.

Для вышеперечисленных глубин залегания ECD на рис. 3. приведены сечения зави-
симости модуля ПСП проекции на ось z вектора магнитной индукции, создаваемого ECD
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Рис. 2. Изменение проекции на ось z вектора магнитной индукции ECD по ко-
ординате y для трёх глубин залегания (сплошная линия соответствует глубине
залегания ECD z0 = −3 см, штриховая— z0 = −5 см, а точечная— z0 = −8 см)
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Рис. 3. Изменение проекции на ось z модуля вектора магнитной индукции ПСП
ECD по пространственной частоте ωy для трёх глубин залегания

(с теми же координатами и дипольным моментом), по пространственной частоте ωy (для
случая ωx = 0 рад/см), рассчитанные по формуле (9).

Из сравнения рис. 1 и 2 видно, что при уменьшении глубины залегания ECD от-
носительно плоскости измерения зависимость магнитной индукции в пространственной

области спадает быстрее, а пространственный спектр соответственно становится шире.
Местоположение ECD. На рис. 4 в соответствии с принятыми допущениями о раз-

мерах сердца изображены три возможных местоположения ECD в его пределах: сплошная
линия — ECD в центре; штриховая линия — ECD справа от центра на 3 см; точечная ли-
ния — ECD слева от центра на 3 см. Глубина залегания ECD на рис. 3 равна z0 = −5 см.
Дипольный момент ECD тот же: D = Dx.

Согласно свойствам преобразования Фурье данные сдвиги не влияют на 2D-модуль
ПСП проекции на ось z вектора магнитной индукции, создаваемого ECD.
Ориентация ECD. На рис. 5, a, b приведены изомагнитные карты проекции на ось z

вектора магнитной индукции, создаваемого ECD, с дипольным моментом D = 5 ·10−5 А ·м
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Рис. 4. Изменение проекции на ось z модуля вектора магнитной индукции ECD
по координате y при его различном местоположении в пределах сердца
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Рис. 5. Изомагнитные карты проекции на ось z вектора магнитной индукции
ECD при различной его ориентации: для угла d = 0 (a) и угла d = π/4 (b)
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Рис. 6. Изомагнитные карты проекции на ось z вектора модуля магнитной ин-
дукции ПСП ECD при различной его ориентации: α = 0 (a) и угла α = π/4 (b)
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при двух значениях угла: α = 0 и α = π/4.
Видно, что закон распределения магнитной индукции по пространственным координа-

там x и y имеет разный характер: в первом случае есть только компонента Dx, во втором
случае обе компоненты равны Dx = Dy. При α = π/2 произойдёт поворот изомагнитной
карты, изображённой на рис. 5, a, на 90◦ (характер распределения магнитной индукции
по пространственным координатам x и y поменяется местами).

Влияние ориентации ECD на его пространственно-спектральные характеристики ил-
люстрирует рис. 6. Здесь приведены изомагнитные карты модуля магнитной индукции,
создаваемого ECD, с интенсивностью D = 5 · 10−5 А ·м.

Заключение. Результаты моделирования показывают существенную роль анализа

ПСП для ECD как источника магнитного поля, так как позволяют при аналогичном ана-
лизе ВСП предъявлять требования к его конструкции с точки зрения глубины залегания

ECD, а следовательно, к ширине его спектральной плотности.
Предложенный подход позволяет не только оптимизировать и согласовать параметры

пространственной структуры ВСП—сердце, но и проводить пространственную фильтра-
цию при локализации источников аномального типа, планировать исследования по ре-
гистрации магнитных полей для решения задачи локализации источников, создаётся ос-
нова для проведения сопоставления результатов исследований, полученных для разных
пространственных структур ВСП—сердце. В частности, уйти от учёта анатомических
особенностей и качественной аргументации типа астеник—нормостеник—гиперстеник и
привязки к анатомическим точкам.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Для получения выражения двумерного преобразования Фурье 1D-модели ECD по ко-
ординатам x и y проведём ряд преобразований выражения (4), в котором рассмотрим ин-
теграл в целях его максимального упрощения. Преобразуем его в повторный. В результате
получим

∞∫
−∞

∞∫
−∞

νe−jωxue−jωyν

[u2 + ν2 + q2]3/2
du dv =

∞∫
−∞

e−jωxu du

∞∫
−∞

νe−jωyν

[u2 + ν2 + q2]3/2
dν. (4,1)

Внутренний интеграл в выражении (4,1) можно преобразовать к следующему виду:

∞∫
−∞

νe−jωy ·ν

[u2 + ν2 + q2]3/2
dν =

∞∫
−∞

ν cos (ωyν)

[u2 + ν2 + q2]3/2
dν − j

∞∫
−∞

ν sin (ωyν)

[u2 + ν2 + q2]3/2
dν.

В разложении первый интеграл равен нулю (ν cos (ωyν) — нечётная функция). Тогда, так
как ν sin (ωyν) — чётная функция, имеем

∞∫
−∞

νe−jωyν

[u2 + ν2 + q2]3/2
dν = −2j

∞∫
0

ν sin (ωyν)

[u2 + ν2 + q2]3/2
dν. (4,2)

Для интеграла в выражении (4,2) воспользуемся табличными решениями [12]:

∞∫
0

x sin (bx)

[x2 + λ2]3/2
dx =

√
π

Γ (ρ)

(2

b

)1/2−ρ
λ3/2−ρK3/2−ρ(bλ), (4,3)
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при условии b > 0, Reλ > 0, Re ρ > 0. Здесь имеем следующие обозначения: x = ν,
b = ωy, λ

2 = u2 + q2, ρ = 3/2, Γ(x) = Γ(ρ) — гамма-функция, Kn(x) = K3/2−ρ(bλ) —
модифицированная функция Бесселя второго рода (функция Макдональда) n-порядка [13].

C учётом ограничений, накладываемых на выражение (4,3), интеграл (4,2) равен

−2j

∞∫
0

ν sin (ωyν)

[u2 + ν2 + q2]3/2
dν = −2j

√
π

Γ (3/2)

( 2

ωy

)−1
(u2 + q2)0K0(|ωy|

√
u2 + q2 ). (4,4)

В выражении (4,4) |ωy| используется только под знаком функции K0(x), так как аргу-
мент должен быть положительным. Значение гамма-функции Γ(3/2) можно вычислить
согласно [12] по следующей формуле: Γ(n + 1/2) = (

√
π/2n)(2n − 1)!. В результате имеем

Γ(3/2) =
√
π/2. Тогда внутренний интеграл в выражении (4,1) примет вид

∞∫
−∞

νe−jωyν

[u2 + ν2 + q2]3/2
dν = −2jωyK0(|ωy|

√
u2 + q2 ). (4,5)

Возвращаясь к двойному интегралу выражения (4,1) с учётом (4,5) и рассуждений анало-
гичных (4,4), получим

∞∫
−∞

∞∫
−∞

νe−jωxue−jωyν

[u2 + ν2 + q2]3/2
dudv = −2jωy

∞∫
−∞

K0(|ωy|
√
u2 + q2 )e−jωxu du =

= −2jωy

[ ∞∫
−∞

K0(|ωy|
√
u2 + q2 ) cos (ωxu) du− j

∞∫
−∞

K0(|ωy|
√
u2 + q2 ) sin (ωxu) du

]
=

= −4jωy

∞∫
0

K0(|ωy|
√
u2 + q2 ) cos (ωxu) du. (4,6)

Для нахождения интеграла в выражении (4,6) согласно [14] получим

∞∫
0

K0(a
√
λ2 + b2 ) cos (cλ) dλ =

√
π

2
b1/2(a2 + c2)−1/4K−1/2(b

√
a2 + c2 ) (4,7)

при условии c > 0, Re a > 0, Re b > 0. Здесь c = ωx, a = ωy, λ = u, b = q.
Для упрощения выражения для модифицированной функции Бесселя второго рода

Kn(x) выражения (4,7) согласно [14] воспользуемся тем, что K−1/2(x) =
√
π/(2x)e−x.

Правая часть выражения (4,7) при этом преобразуется к виду√
π

2
b1/2(a2 + c2)−1/4

√
π

2b
√
a2 + c2

e−b
√
a2+c2 =

π

2

1√
a2 + c2

e−b
√
a2+c2 . (4,8)

Окончательно выражение (4,7) может быть записано в виде

∞∫
0

K0(a
√
λ2 + b2 ) cos (cλ) dλ =

π

2

1√
a2 + c2

e−b
√
a2+c2 , (4,9)



32 АВТОМЕТРИЯ. 2023. Т. 59, № 3

а двойной интеграл в выражении (4) с учётом обозначений c = ωx, a = ωy, λ = u, b = q =
= z − z0 в виде

∞∫
−∞

∞∫
−∞

νe−jωxue−jωyν

[u2 + ν2 + q2]3/2
du dv = −4jωy

π

2

1√
ω2
x + ω2

y

e
−(z−z0)

√
ω2x+ω

2
y . (4,10)
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