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Введение. Часто в инженерных приложениях приходится прибегать к аппроксимации
случайных процессов моделями, линейно зависящими от параметров. Типичными пред-
ставителями такого класса стохастических процессов выступают временны́е ряды авто-
регрессионного типа. При решении задачи аппроксимации ключевым является нахожде-
ние оценок параметров авторегрессии при заданном уровне априорного знания о процессе.
Существует множество качественных методов оценивания параметров авторегрессии, к
которым можно отнести метод максимального правдоподобия (ММП), метод наименьших
квадратов (МНК), метод стохастической аппроксимации. Следует отметить, что асимп-
тотическая теория оценивания авторегрессионных параметров разработана достаточно

полно [1], но при конечном объёме выборки качество оценивания является неразрешённой
проблемой.

В последнее время были предложены различные подходы для доверительного оцени-
вания параметров авторегрессии [2–4] при различных предположениях о распределении
процесса и структуре авторегрессионной схемы. В частности, в работе [2] рассматривает-
ся задача доверительного оценивания параметра авторегрессии первого порядка в случае

положительно-определённого шума. Асимптотически точный доверительный интервал по-
лучен на основе оценки экстремальных значений (extreme value estimate) параметра авто-
регрессии. Отметим, что в качестве распределения шума в [2] рассматривается широкий
класс моделей, параметры которого оцениваются путём применения ММП для порядко-
вых статистик. В [3] рассматривается задача построения унифицированной асимптотиче-
ски точной доверительной области параметров процесса авторегрессии первого порядка,
распределение которой не зависит от наличия свободного члена и положения корреляцион-
ного параметра на числовой прямой в авторегрессионной схеме. Для решения используется
эмпирический метод правдоподобия. В [4] предложена процедура построения доверитель-
ных интервалов для параметров авторегресии и получено асимтотическое распределение

в виде exp(−e−x).
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Важным направлением в области исследований временны́х рядов выступает так на-
зываемое последовательное оценивание, позволяющее решить задачу идентификации па-
раметров линейных систем в неасимптотической постановке. При использовании после-
довательных процедур оценивания подразумевается, что объём выборки не фиксирован
и определяется специальным правилом остановки. Последовательные методы оценивания
показали своё превосходство над классическими оценками (МНК, ММП), строящимися на
основе фиксированного объёма выборки, поскольку в общем случае первые отличаются от
последних ограниченностью среднеквадратической ошибки функцией вида 1/h, где h —
параметр, определяющий точность оценивания, увеличение которого приводит к росту
среднего объёма выборки. К настоящему времени разработаны последовательные проце-
дуры точечного и доверительного оценивания параметров линейных систем с заданной

среднеквадратической точностью [5–12].
Отметим, что авторегрессионные схемы являются достаточно адекватными для опи-

сания поведения реальных объектов. В работе [13] предложена процедура, позволяющая
выбрать наиболее подходящую модель для описания реального объекта. Процедура осно-
вана на минимизации расстояния между оценкой параметра авторегрессионной схемы и

областью допустимых значений (ОДЗ).
Одной из проблем при построении оценок параметров является отсутствие априорного

знания об уровне дисперсии шума. В работе [14] приведён алгоритм оценивания диспер-
сии шума, используемый в процедуре фильтрации сигнала, основанный на дискретном
преобразовании Фурье. В [15] предложена итерационная процедура оценивания дисперсии
аддитивной ошибки зашумлённой авторегрессии.

Цель данной работы — представить процедуру, позволяющую решить задачу неа-
симптотического доверительного оценивания параметра гауссовской авторегрессии p-го
порядка в случае неизвестной дисперсии шума.

Постановка задачи. Рассмотрим процесс авторегрессии p-го порядка:

xk = X ′k−1θ + bεk, k > 1, (1)

где Xk = (xk, . . . , xk−p+1)′; θ = (θ1, . . . , θp)
′ — вектор неизвестных параметров (штрих (′)

означает транспонирование); b2 — неизвестная дисперсия шума процесса; {εk}— последо-
вательность независимых стандартных гауссовских случайных величин, не зависящая от
начальных значений процесса x0, x−1, . . . , x1−p. Ставится задача построения доверитель-
ной области для параметра θ в неасимптотической постановке.

Оценивание дисперсии шума процесса. На первом этапе введём пробную оценку
параметра θ на основе фиксированного объёма выборки n1 по методу наименьших квад-
ратов:

θ̃n1 =
( n1∑
k=1

Xk−1X
′
k−1

)−1
n1∑
k=1

Xk−1xk, (2)

и используем её для оценивания дисперсии шума процесса. На втором этапе построим
оценку дисперсии по схеме

Γn1,n2 =
Sn1,n2
n2 − 2

, Sn1,n2 =

n1+n2∑
k=n1+1

(xk −X ′k−1θ̃n1)2. (3)

По аналогии с результатом Теоремы 1 в [7] получим верхнюю границу для функции рас-
пределения величины Sn1,n2 .
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Лемма 1. Пусть случайная величина Sn1,n2 определена выражением (3), тогда её
функция распределения имеет оценку сверху вида

P (Sn1,n2 < z) 6 P
(
b2

n1+n2∑
k=n1+1

ε2
k < z

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть N = n1+n2, D = max(0, z−Sn1,n2−1), fεt|T (x) — услов-
ная плотность распределения величины εt при условии FT = σ{X0, ε1, . . . , εT}. Учитывая
унимодальность и симметричность плотности fεt|T (x), T < t, имеем

P
( n1+n2∑
k=n1+1

(xk −X ′k−1θ̃n1)2 < z
)

= EP ((xN −X ′N−1θ̃n1)2 < z − Sn1,n2−1 | FN−1) =

= EP (−
√
D < X ′N−1(θ − θ̃n1) + bεN <

√
D | FN−1) =

= E

√
D∫

−
√
D

fεN |N−1(X ′N−1(θ − θ̃n1) + bx) dx 6

6 E

√
D∫

−
√
D

fεN |N−1(x) dx = EP (−
√
D < bεN <

√
D | FN−1) = P (b2ε2

N + Sn1,n2−1 < z).

Продолжая аналогичные рассуждения, приходим к результату Леммы 1.
Последовательная оценка МНК. Далее, используя оценку (3), получим набор мо-

ментов остановки по схеме

τ0(h) = n1 + n2, τl(h) = inf
{
n > τl−1(h) :

n∑
k=τl−1(h)+1

x2
k−l

Γn1,n2
> h

}
, l = 1, . . . , p, (4)

для любого h > 0. Затем на каждом из интервалов [(τl−1(h), τl(h)], l = 1, . . . , p, введём
систему коэффициентов

β
(l)
k (h) =

{
1, если τl−1(h) < k < τl(h);

αl(h), если k = τl(h),
(5)

где поправочный коэффициент 0 < αl(h) 6 1 единственным образом находится из уравне-
ния

τl(h)−1∑
k=τl−1(h)+1

x2
k−l

Γn1,n2
+ αl(h)

x2
τl(h)−l

Γn1,n2
= h, l = 1, . . . , p.

Для дальнейших выводов введём обозначения. Пусть 〈a〉l — l-я координата вектора a,
а 〈A〉l,s — элемент l-й строки и s-го столбца матрицы A.

Последовательную модификацию оценки МНК представим в виде

θ̂(h) = G−1(h)ϑ(h), (6)
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где l-я координата вектора ϑ(h) определяется формулой

〈ϑ(h)〉l =

τl(h)∑
k=τl−1(h)+1

√
β

(l)
k (h)

xk−lxk√
Γn1,n2

, l = 1, . . . , p, (7)

а элементы матрицы G(h) вычисляются следующим образом:

〈G(h)〉l,s =

τl(h)∑
k=τl−1(h)+1

√
β

(l)
k (h)

xk−lxk−s√
Γn1,n2

, l = 1, . . . , p, s = 1, . . . , p.

Подставив уравнение процесса (1) в (7), получим разложение

〈ϑ(h)〉l =

τl(h)∑
k=τl−1(h)+1

√√√√β
(l)
k (h)

Γn1,n2
xk−l

p∑
s=1

xk−sθs + b

τl(h)∑
k=τl−1(h)+1

√√√√β
(l)
k (h)

Γn1,n2
xk−lεk =

=

p∑
s=1

θs〈G(h)〉l,s + b〈ζ(h)〉l, (8)

〈ζ(h)〉l =

τl(h)∑
k=τl−1(h)+1

√√√√β
(l)
k (h)

Γn1,n2
xk−lεk, l = 1, . . . , p.

Запишем разложение (8) в матричном виде:

ϑ(h) = G(h)θ + bζ(h). (9)

Выделив ϑ(h) из оценки (6) и подставив в (9), имеем

G(h)(θ̂(h)− θ) = bζ(h). (10)

Результат следующей леммы является основой для построения неасимптотической

доверительной области параметра θ.

Лемма 2. Пусть в процессе (1) последовательность {εk} — это независимые стан-

дартные гауссовские величины. Тогда для любого h > 0 случайный вектор h−1/2ζ(h)

имеет стандартное гауссовское распределение, т. е. Law (h−1/2ζ(h)) ∼ N (0, Ip), где Ip —
единичная матрица размера p.

Док а з а т е л ь с т в о. Введём набор процессов {Ml(n)}n>n1+n2 , l = 1, . . . , p, где

Ml(n) =
n∑

k=n1+n2+1

xk−lεk√
Γn1,n2

.

Покажем, что процессы {Ml(n),Fn} являются квадратично-интегрируемыми мартингала-
ми. Для этого достаточно показать, что приращения ∆Ml(n) = Ml(n)−Ml(n− 1) имеют
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нулевое условное математическое ожидание и конечную условную дисперсию. Введём по-
ток σ-алгебр {Fn} = σ{X0, ε1, . . . , εn}, тогда

E(∆Ml(n) | Fn−1) = Γ
−1/2
n1,n2xn−lE(εn | Fn−1) = 0,

E([∆Ml(n)]2 | Fn−1) = Γ−1
n1,n2

x2
n−lE(ε2

n | Fn−1) = Γ−1
n1,n2

x2
n−l.

Далее заметим, что случайный вектор h−1/2ζ(h), который формируется на основе про-
цессов {Ml(n)}, по построению удовлетворяет условиям Теоремы 3 в [8]. Данный факт
доказывает результат Леммы 2.

Построение доверительной области. Далее получим доверительную область для
параметра θ. Рассмотрим статистику вида

Z(h) =
1

h
√

Γn1,n2
‖G(h)(θ̂(h)− θ)‖2, (11)

где ‖a‖2 — евклидова норма вектора a, определяемая выражением

‖a‖2 =
(∑

l

〈a〉2l
)1/2

.

Найдём нижнюю границу функции распределения статистики (11). Используя матричное
уравнение (10), приходим к равенствам

P (Z(h) < z) = P
( 1

h
√

Γn1,n2
‖G(h)(θ̂(h)− θ)‖2 < z

)
=

= P
( b‖ζ(h)‖2
h
√

Γn1,n2
< z
)

= EP
(‖ζ(h)‖2√

h
< z

√
hΓn1,n2
b2

∣∣∣ Fn1+n2

)
.

Далее пусть G(y) — функция распределения величины Γn1,n2/b
2, тогда, используя резуль-

тат Леммы 1, получим цепочку неравенств:

EP
(‖ζ(h)‖2√

h
< z

√
hΓn1,n2
b2

∣∣∣ Fn1+n2

)
=

∞∫
0

P
(‖ζ(h)‖2√

h
< z
√
hy

∣∣∣ Fn1+n2

)
dG(y) >

>

∞∫
0

P
(‖ζ(h)‖2√

h
< z
√
hy

∣∣∣ Fn1+n2

)
dP
( n1+n2∑
k=n1+1

ε2
k < y(n2 − 2)

)
.

Учитывая тот факт, что случайная величина h−1/2‖ζ(h)‖2 имеет χ-распределение с

p степенями свободы в соответствии с результатом Леммы 2, a

n1+n2∑
k=n1+1

ε2
k имеет

χ2-распределение с n2 степенями свободы, то получаем основной результат в виде сле-
дующей теоремы.
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Теорема 1. Пусть {εk} — последовательность независимых стандартных гауссов-
ских случайных величин. Тогда для последовательного плана оценивания параметра ав-
торегресии, определяемого совокупностью моментов остановки (4), системой коэффициен-
тов (5) и точечной оценкой (6), для любого h > 0 и любого z > 0 выполняется неравенство

inf
θ∈Θp

P
( 1

h
√

Γn1,n2
‖G(h)(θ̂(h)− θ)‖2 < z

)
> q(z, h;n2, p);

q(z, h;n2, p) =
1

2n2/2Γ(n2/2)

∞∫
0

Ψp

(
z

√
yh

n2 − 2

)
yn2/2−1e−y/2 dy,

(12)

где Θp ⊂ Rp — некоторая подобласть евклидова пространства; n2 — объём выборки для

оценивания дисперсии шума; Γ(x) — гамма-функция; Ψp(x) — функция распределения,
определяемая выражением

Ψp(x) =
1

2p/2−1Γ(p/2)

x∫
0

yp−1e−y
2/2 dy. (13)

З ам е ч а н и е. Отметим, что при условии стационарности процесса (1) отношение
G(h)/h сходится к невырожденной матрице почти наверное в соответствии с результатом
Предложения 2 в [9].

Численные результаты. Для представления численных результатов введём следу-
ющие обозначения. Пусть в качестве p1 выступает значение нижней границы доверитель-
ной вероятности q(z, h;n2, p), определяемой выражением (12). Величина Z̄(h) — усредне-
ние базовой статистики (11). Усреднённое значение последнего момента остановки τp(h)
процедуры, определяемое правилом (4), обозначим через τ̄p. Величина τp(h) задаёт объ-
ём необходимой выборки для построения доверительного эллипсоида. Величина ∆ задаёт

выборочную норму уклонения оценки ‖θ̂(h) − θ‖2, а величина p̄z — выборочную вероят-
ность накрытия параметра θ доверительным p-мерным эллипсоидом при фиксированном
значении параметра z, который отвечает за длину полуосей эллипсоида. Если перефор-
мулировать, то величина p̄z показывает выборочную вероятность события {Z(h) < z}.
Величина µ̄max описывает усреднённое значение максимальной полуоси эллипсоида вида

‖G(h)(θ̂(h)− θ)‖22 = z2h2Γn1,n2 .

Длины полуосей эллипсоида µi, i = 1, . . . , p, определяются по формуле

µi = hz

√
Γn1,n2
λi

,

где λi — соответствующие собственные значения матрицы W = G′(h)G(h).
В табл. 1 представлены выборочные характеристики процедуры (12) для процесса

AR(3) вида

xk = 0, 6xk−1 − 0, 8xk−2 + 0, 5xk−3 + bεk, k > 1, (14)
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Таб л иц а 1

Усреднённые характеристики доверительной области (12) для процесса (14)

h p1
b = 0,8 b = 2,4

Z̄(h) τ̄p ∆ p̄z µ̄max Z̄(h) τ̄p ∆ p̄z µ̄max

100 0,039 0,140 218,5 0,256 0,062 0,164 0,144 218,5 0,277 0,055 0,169
500 0,299 0,065 914,2 0,120 0,355 0,165 0,063 935,7 0,117 0,351 0,166
1000 0,564 0,046 1771,1 0,084 0,640 0,166 0,044 1772,0 0,081 0,661 0,166
1500 0,730 0,039 2723,2 0,071 0,768 0,166 0,037 2713,3 0,069 0,786 0,166

2000 0,831 0,032 3637,5 0,059 0,868 0,165 0,031 3554,7 0,056 0,887 0,165
2500 0,892 0,028 4518,6 0,052 0,934 0,166 0,029 4421,5 0,055 0,908 0,166
3000 0,930 0,026 5454,4 0,049 0,954 0,165 0,026 5452,4 0,048 0,954 0,166
3500 0,953 0,024 6280,6 0,045 0,959 0,166 0,024 6366,4 0,046 0,968 0,165

Таб л иц а 2

Усреднённые характеристики доверительной области (12) для процесса AR(3)

θ1 θ2 θ3
Неизвестная дисперсия b2 Известная дисперсия b2

Z̄(h) τ̄p ∆ p̄z µ̄max Z̄(h) τ̄p ∆ p̄z µ̄max

–0,7 –0,7 –0,9 0,047 742,8 0,067 0,965 0,235 0,055 434,1 0,080 0,961 0,245
–0,6 –0,7 –0,8 0,047 956,4 0,075 0,971 0,269 0,054 626,3 0,084 0,963 0,268
–0,5 –0,6 –0,8 0,047 1058,6 0,067 0,970 0,232 0,055 686,2 0,078 0,967 0,230
–0,4 –0,3 –0,8 0,048 1196,4 0,073 0,961 0,231 0,055 758,7 0,087 0,955 0,240

–0,3 –0,6 –0,5 0,048 1837,6 0,074 0,970 0,251 0,053 1268,6 0,080 0,970 0,250
–0,1 0 –0,8 0,048 1273,1 0,064 0,964 0,179 0,055 803,5 0,074 0,970 0,183
0,1 –0,3 0,7 0,048 1599,3 0,063 0,968 0,203 0,055 1060,0 0,071 0,962 0,203
0,3 0,5 –0,7 0,048 1412,1 0,075 0,975 0,253 0,054 885,8 0,084 0,965 0,254

0,4 0,5 –0,8 0,046 1138,9 0,062 0,971 0,206 0,055 739,1 0,073 0,969 0,208
0,5 0,3 –0,6 0,049 1858,5 0,077 0,965 0,248 0,055 1273,8 0,087 0,962 0,246
0,6 –0,6 0,9 0,047 739,0 0,062 0,971 0,204 0,054 459,4 0,071 0,955 0,210
0,9 –0,9 0,9 0,047 622,9 0,081 0,969 0,304 0,055 384,6 0,098 0,967 0,323

для различных значений дисперсии шума b2 и различных значений параметра h (z = 0,05,
n1 = 20, n2 = 15), определяющего длительность процедуры (12). Отметим, что при уве-
личении h возрастает нижняя граница доверительной вероятности p1, а также становятся
более стабильными границы эллипсоида в силу Замечания. Значения величины p̄z незна-
чительно больше, чем соответствующие значения нижней границы доверительной веро-
ятности p1, что свидетельствует о близости нижней границы доверительной вероятности
p1 и истинного её значения. При различных значениях дисперсии b

2 ∈ {0, 82, 2, 42} объ-
ём выборки, необходимый для доверительного оценивания, аналогичен в силу нормировки
наблюдений на оценку дисперсии (3) при построении моментов остановки (4).

В табл. 2 представлены результаты моделирования при построении доверительного
эллипсоида для процесса авторегрессии третьего порядка AR(3) при различных значениях
параметра θ при условии неизвестной и известной дисперсий шума b2 (h = 855, z = 0,1,
p1 = 0,95, b = 2,4, n1 = 20, n2 = 15). Совокупность первых трёх столбцов показывает
комбинацию значений параметров θ1, θ2 и θ3. Совокупность следующих пяти столбцов де-
монстрирует результаты моделирования в случае, когда дисперсия шума неизвестна, т. е.
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Таб л иц а 3

Усреднённые характеристики доверительной области (12) для процесса AR(2)

θ1 θ2
p = 2, p1 = 0,977 p = 3, p1 = 0,950

Z̄(h) τ̄p ∆ p̄z µ̄max Z̄(h) τ̄p ∆ p̄z µ̄max

–1,8 –0,9 0,039 96,2 0,891 0,977 3,590 0,047 140,3 10,514 0,976 91,364
–1,4 –0,6 0,039 400,7 0,196 0,986 0,793 0,048 618,5 1,626 0,971 4,491
–1 –0,2 0,040 719,5 0,156 0,978 0,596 0,049 1130,8 0,286 0,972 1,078

–0,5 0,3 0,040 1093,8 0,093 0,978 0,350 0,050 1715,1 0,137 0,97 0,387

0 0,8 0,039 968,1 0,039 0,983 0,109 0,048 1516,9 0,132 0,963 0,505
0,7 –0,3 0,040 1495,1 0,060 0,988 0,216 0,050 2340,9 0,099 0,968 0,363
1,5 –0,7 0,039 308,3 0,203 0,987 0,823 0,047 482,4 5,043 0,978 12,428
1,8 –0,9 0,037 98,9 0,710 0,983 3,220 0,046 138,8 8,663 0,971 51,302

в процедуре используется оценка дисперсии (3). Совокупность оставшихся пяти столбцов
включает в себя результаты, когда известна априорная информация о дисперсии шума
процесса, т. е. оценка дисперсии шума Γn1,n2 в процедуре в точности равна истинному
значению оцениваемой дисперсии b2. При моделировании процедуры в случае известной
дисперсии первые n1 +n2 элемента выборки не использовались при построении последова-
тельной оценки, но учитывались при расчёте необходимого объёма выборки τp(h). Легко
заметить, что при увеличении априорной информации уменьшается требуемый объём вы-
борки для получения доверительной области с аналогичными свойствами. Данный факт
является вполне естественным, поскольку величина Sn1,n2 принимает своё минимальное
значение при условии, что пилотная оценка, определяемая выражением (2), равна истин-
ному значению θ. Следовательно, расстояние между моментами {τl} будет тем меньше,
чем лучше будет оценён параметр θ на первом шаге. Параметры h и z подобраны таким
образом, чтобы нижняя граница доверительной вероятности была равна p1 = 0, 95. Доба-
вим, что качество оценивания заметно ухудшается (в смысле увеличения длины полуосей
эллипсоида) при приближении значений параметра θ к границам устойчивости процес-
са (1).

В табл. 3 продемонстрированы усреднённые характеристики доверительной обла-
сти (12) для процесса авторегрессии при различных значениях параметра θ в условиях
различных априорных предположений о порядке модели (h = 855, z = 0,1, b = 2,4, n1 = 20,
n2 = 15). Выборка строилась по схеме процесса авторегрессии второго порядка, заданного
уравнением

xk = θ1xk−1 + θ2xk−2 + 2, 4εk, k > 1.

Комбинации значений параметров θ1 и θ2 представлены в первых двух столбцах таблицы.
В следующих пяти столбцах находятся усреднённые характеристики доверительного оце-
нивания в случае, когда порядок авторегрессии оценён верно. В следующих пяти столбцах
находятся характеристики доверительного оценивания параметров в случае, когда предпо-
ложение о порядке авторегрессии ошибочно, т. е. фактически рассматривается ситуация,
когда порядок процесса авторегрессии равен 3, но θ3 ≡ 0. Поскольку оценка доверительной
вероятности зависит от значения порядка процесса p через функцию распределения (13),
то это приводит к различным значениям нижней границы доверительной вероятности p1.
Сравнивая столбцы под заголовками µ̄max, приходим к выводу, что неверно подобранный
порядок процесса p приводит к кратному увеличению длины полуосей доверительного эл-
липсоида.
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Усреднение результатов проводилось по 1000 реализаций процедуры.
Заключение. В данной работе предложена последовательная процедура доверитель-

ного оценивания параметра процесса авторегресии p-го порядка в случае гауссовского шу-
ма с неизвестной дисперсией. Процедура позволяет построить эллипсоид, накрывающий
неизвестный параметр θ с доверительной вероятностью в неасимптотической постанов-
ке. Нижняя граница доверительной вероятности рассчитывается с использованием трёх
входных параметров процедуры: p — порядок авторегрессии, n2 — объём выборки, необ-
ходимый для построения оценки дисперсии, h — параметр, отвечающий за объём выборки
последовательной модификации оценки МНК параметра θ. Следовательно, при фиксиро-
ванных значениях p и n2 для построения доверительных границ параметра удовлетвори-
тельного качества необходимо подбирать параметры h и z. С одной стороны, чем больше
значение параметра h, тем устойчивее границы доверительного эллипсоида. С другой сто-
роны, сокращение значения z в (12) приводит к уменьшению длины максимальной полуоси
эллипсоида, но одновременно с этим и к росту оценки доверительной вероятности, кото-
рую можно увеличивать за счёт повышения параметра h. Параметр z, отвечающий за
длину полуосей доверительного эллипсоида, можно связать с нижней границей довери-
тельной вероятности q(z, h;n2, p), определяемой формулой (12), при фиксированных зна-
чениях входных параметров h = h0, n2 = n0

2 и p = p0. Для этой цели достаточно найти
значение обратной функции

z = q−1(ρ, h0;n0
2, p0),

где ρ — желаемая нижняя граница доверительной вероятности.
Полученные результаты могут быть использованы в приложениях теории оптималь-

ного управления, оценивания временны́х рядов и обнаружения разладки.
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