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Предложен метод синтеза оптимальных по энергопотреблению регуляторов в открытой и

замкнутой областях определения пространственно-временных управляющих воздействий
для линейных многомерных объектов с распределёнными параметрами параболического

типа в условиях заданной точности равномерного приближения конечного состояния систе-
мы к требуемому пространственному распределению управляемой величины. Развиваемый
подход базируется на разработанном ранее альтернансном методе построения параметри-
зуемых алгоритмов оптимального программного управления, существенно использующем
фундаментальные закономерности предметной области. Показано, что искомые уравнения
регуляторов сводятся к линейным с ограничениями законам обратной связи по неполному

наблюдению состояния объекта с нестационарными коэффициентами передачи, которые
определяются предварительным расчётом программного управляющего воздействия.
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Введение. Конструктивный подход к задачам оптимального управления (ЗОУ) си-
стемами с распределёнными параметрами (СРП) [1] связан с необходимостью оценки це-
левого множества конечных состояний СРП в равномерной метрике [2–5].

После предварительной процедуры последовательной параметризации управляющих

воздействий, осуществляемой с использованием аналитических условий оптимальности,
задача программного управления в подобной постановке сводится к параметрической зада-
че полубесконечной оптимизации, алгоритмически точное и технически реализуемое реше-
ние которой может быть получено с помощью конструктивной технологии альтернансного

метода [2–5].
Основные результаты решения проблемы синтеза оптимального управления в систе-

мах с сосредоточенными и распределёнными параметрами получены на базе метода ди-
намического программирования или принципа максимума Понтрягина с использованием

классических условий трансверсальности на гладкой границе области допустимых конеч-
ных состояний [6–8].

Однако при заданной точности равномерного приближения к требуемому конечному

состоянию СРП известные условия трансверсальности неприменимы на негладкой гра-
нице целевого множества [3–5], что приводит в данном случае к необходимости разра-
ботки специальных методов аналитического конструирования оптимальных регуляторов,
базирующихся на результатах предварительного решения задачи программного управле-
ния [3, 9]. В представленной работе указанный подход используется для решения типичной
задачи минимизации энергопотребления в СРП параболического типа [3, 9–11] примени-
тельно к многомерным моделям объекта с пространственно-временными управляющими
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воздействиями в открытой и замкнутой областях их изменения. Некоторые частные слу-
чаи изучались ранее [3, 9].

Постановка задачи. Пусть управляемая функция состояния Q(X, t) объекта с рас-
пределёнными параметрами описывается в зависимости от времени t > 0 и простран-
ственных координат X ∈ V , X = (xi), i = 1, k, 1 6 k 6 3, в пределах односвязной области
V 3 X с кусочно-гладкой границей S линейным многомерным уравнением в частных про-
изводных параболического типа:

∂Q

∂t
=

k∑
i=1

ai(X)
∂2Q

∂x2
i

+
k∑
i=1

bi(X)
∂Q

∂xi
+ c(x)Q+ uV (x, t), (1)

с начальными

Q(X, 0) = Q0(X); X ∈ V̄ = V ∪ S, (2)

и граничными условиями

∂Q

∂Γ
+ αQ = uS(X, t); X ∈ S, (3)

внутренним uV (X, t) или(и) граничным uS(X, t) управляющими воздействиями в классе
кусочно-непрерывных функций [6], стесняемыми ограничениями

0 6 uV min 6 uV (X, t) 6 uV max; 0 6 uSmin 6 uS(X, t) 6 uSmax (4)

с известными предельно допустимыми значениями uV min, uV max, uSmin, uSmax = const.
Здесь Γ — вектор внешней нормали к S; α = const > 0; заданная функция Q0(X) интегри-
руема с квадратом в области V̄ ; коэффициенты ai(X), bi(X), c(X) являются достаточно
гладкими функциями своих аргументов, где не все ai(X) в (1) одновременно равны нулю.

За заведомо фиксируемое конечное время tкон необходимо обеспечить заданную точ-
ность ε равномерного приближения результирующего пространственного распределения
управляемой величины Q(X, tкон) к требуемому Q

∗∗(X) > Q0(X) ∀X ∈ V̄ согласно соот-
ношению

max
X∈V̄
|Q(X, tкон)−Q∗∗(X)| 6 ε, (5)

определяющему оцениваемое в равномерной метрике целевое множество конечных состо-
яний СРП [2–4].

Пусть далее эффективность процесса управления объектом (1)–(4) оценивается квад-
ратичным функционалом качества, в типичных ситуациях характеризующим расход энер-
гии на процесс управления [3, 9–11]:

I(uV , uS) =

tкон∫
0

[ ∫
V̄

ρV (X)u2
V (X, t) dX +

∫
S

ρS(X)u2
S(X, t) dS(X)

]
dt, (6)

где ρV (X), ρS(X) — заданные коэффициенты.
Будем всюду далее рассматривать область V̄ в форме параллелепипеда в декартовой

системе координат X = (x, y, z), 0 6 x 6 xc, 0 6 y 6 yc, 0 6 z 6 zc, с одним (для простоты)
управлением uS(X, t) = uS(x, y, t) на грани z = zc, полагая uS(X, t) = 0 на других гранях
x = xc и y = yc. Случаи с uS(X, t) на других гранях или их совместное использование
приводят к аналогичным результатам.
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Тогда эквивалентное (1)–(3) представление модели объекта управления может быть
получено методом конечных интегральных преобразований в форме бесконечной системы

обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка [3]:

dQ̄n
dt

= −M2
nQ̄n + ūV n(t) + ūSn(t), Q̄n(0) = Q̄0n, n = 1, 2, . . . , (7)

относительно коэффициентов (временны́х мод) Q̄n(t) разложения Q(X, t) в сходящийся в
среднем ряд по ортогональной с весом r(X) системе собственных функций Φn(X), опреде-
ляемых вместе с собственными числами M2

n известными способами [12–14]:

Q(X, t) =
∞∑
n=1

Q̄n(t)Φ̂n(X), Φ̂n(X) =
Φn(X)

‖Φn‖
, (8)

где ‖Φn‖ — норма Φn(X).
В уравнениях (7) Q̄0n — моды Q0(X); ūV n(t) и ūSn(t) — временны́е моды разложения

uV (X, t) и uS(x, y, t) в ряд вида (8):

uV (X, t) =
∞∑
n=1

ūV n(t)Φ̂n(X); uS(x, y, t) =
∞∑
n=1

ūSn(t)Φ̂∗n(x, y), (9)

рассматриваемые далее в качестве бесконечного числа автономных, не зависящих друг от
друга сосредоточенных управляющих воздействий. Здесь Φ∗n(x, y), n = 1, 2, . . ., — подобная

Φn(X), ортогональная с весом r1(x, y) система собственных функций конечного интеграль-
ного преобразования uS(x, y, t) в области D = (x, y : 0 6 x 6 xc; 0 6 y 6 yc) [12, 13].

Всюду далее в условиях выполнения усиленных условий Коши — Липшица будем

учитывать N1 слагаемых в суммах (8), (9) при N1 = ∞ или N1 = N < ∞ в зависимости

от используемой схемы анализа и возможностей практической реализации исследуемых

далее алгоритмов управления, ограничиваясь в случае N1 = N с любой требуемой точно-
стью решением «укороченной» системы N первых уравнений (7) при достаточно большой
величине N и полагая при этом Q̄n(t) = 0, (n > N) [15, 16].

Переход к описанию СРП в (7), (8) в терминах модальных переменных при ρV (X) =
= r(X), ρS(X) = r1(x, y) в (6) приводит в силу ортонормированности семейства соб-

ственных функций Φ̂n(X), Φ̂∗n(x, y) [12, 13] к представлению критерия оптимальности (6)
в следующем виде:

I1(ūV , ūS) =

tкон∫
0

( N1∑
n=1

ū2
V n(t) +

N1∑
n=1

ū2
Sn(t)

)
dt→ min

ūV ,ūS
,

ūV = (ūV n), ūS = (ūSn), n = 1, N1,

(10)

а требования (5) к конечному состоянию объекта предъявляются в форме условия

max
X∈V̄

∣∣∣ N1∑
n=1

Q̄n(tкон)Φ̂n(X)−Q∗∗(X)
∣∣∣ 6 ε. (11)

В итоге рассматриваемая задача оптимизации сводится к определению программных

оптимальных управлений ū∗V (t), ū∗S(t), по которым восстанавливаются u∗V (X, t), u∗S(x, y, t)
в форме разложения в ряды (9), и алгоритмов обратной связи u∗V (Q̄,X, t), u∗S(Q̄, x, y, t),
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где Q̄ = (Q̄n), n = 1, N1, обеспечивающих при N1 = ∞ перевод объекта (7)–(9) за задан-
ное время tкон в требуемое конечное состояние согласно (11) при минимально возможном
значении критерия оптимальности (10) в условиях ограничений (4).

При использовании усечённой модели объекта с N1 = N < ∞ все полученные

далее результаты следует считать субоптимальными. Всюду далее для простоты без

потери общности основных результатов исключается вариант одновременного воздей-
ствия обоих управлений uV (X, t) и uS(x, y, t), полагая u(X, t) = uV (X, t), X ∈ V̄ , или
u(X, t) = uS(x, y, t), x, y ∈ D; ū(t) = (ūV n(t)) или ū(t) = (ūSn(t)), n = 1, N1.

Программное оптимальное управление. На сформулированную бесконечномер-
ную (N1 = ∞) задачу оптимального управления распространяется принцип максимума
Понтрягина [2, 17], согласно которому в рассматриваемой задаче оптимизации (7)–(11)
каждое из искомых оптимальных управлений ū∗n(t) определяется в форме явной функции,
соответствующей оптимальному процессу сопряжённой переменной ψ∗n(t):

ū∗n(t) = ūnmin, если

∣∣∣1
2
ψ∗n(t)

∣∣∣ < |ūnmin|; (12)

ū∗n(t) =
1

2
ψ∗n(t), если |ūnmin| 6

∣∣∣1
2
ψ∗n(t)

∣∣∣ 6 |ūnmax|; (13)

ū∗n(t) = ūnmax, если

∣∣∣1
2
ψ∗n(t)

∣∣∣ > |ūnmax|, n = 1, N1. (14)

Здесь ūnmin, ūnmax — ограничения на ūn(t) ∈ [ūnmin, ūnmax], связанные общими для всех
n = 1, N1 условиями (4), и сопряжённые переменные ψ∗n(t) в (12)–(14) непосредственно
определяются в экспоненциальной форме с точностью до априори неизвестных значений

ψ∗n(tкон) [9]:

ψ∗n(t) = ψ∗n(tкон)e
−M2

n(tкон−t), n = 1, N1, (15)

которые должны быть найдены из условий достижения целевого множества (11).
В [18] применительно к требованиям (11) предложен конструктивный способ последо-

вательной конечномерной параметризации управляющих воздействий («ψ — параметриза-

ция») на множестве N∗-мерных векторов ψ(N∗) = (ψ̃n), n = 1, N∗, ψ̃n = ψn(tкон), N
∗ < N1,

финишных значений первых N∗ сопряжённых функций при равных нулю всех остальных
значений ψn(tкон):

ψ(N∗) = (ψn(tкон)) = (ψ̃n), n = 1, N∗, N∗ > 1; ψn(tкон) = 0, n > N∗. (16)

С возрастанием N∗ обеспечивается попадание под действием параметризуемых на

множестве (16) управлений в целевое множество, сужающееся к заданному состоянию
Q∗∗(X) в пространстве (Q̄n) с гарантированным выполнением условия (11) для дости-
жимых значений ε при некотором конечном значении N∗ > 1 [18].

Параметризуемое подобным образом оптимальное управление (12)–(14) описывается

согласно (15), (16) следующей явной зависимостью от вектора ψ
(N∗

0 )
∗ :

ū∗n(t) = ūnmin, если

∣∣∣1
2
ψ̃∗ne

−M2
n(tкон−t)

∣∣∣ < |ūnmin|, (17)

ū∗n(t) =
1

2
ψ̃∗ne

−M2
n(tкон−t), если |ūnmin| 6

∣∣∣1
2
ψ̃∗ne

−M2
n(tкон−t)

∣∣∣ 6 |ūnmax|, (18)
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ū∗n(t) = ūnmax, если

∣∣∣1
2
ψ̃∗ne

−M2
n(tкон−t)

∣∣∣ > |ūnmax|, (19)

при n = 1, N∗0 и ū
∗
n(t) = 0, n > N∗0 , по которой u∗(X, t) восстанавливается в форме (9):

u∗(X, t) =

N∗
0∑

n=1

ū∗n(t)Φ̂1n(X). (20)

Здесь оптимальная размерность N∗0 вектора ψ
(N∗

0 )
∗ = (ψ̃∗n), n = 1, N∗0 , определяется в зави-

симости от заданной величины ε в (11) по указанным в [9, 18] правилам и Φ̂1n(X) = Φ̂n(X),

если u(X, t) = uV (X, t); Φ̂1n(X) = Φ̂∗n(x, y), если u(X, t) = uS(x, y, t).
Если на некоторых временны́х промежутках оптимального процесса достигаются

ограничения u∗(X, t) = umax или u
∗(X, t) = umin в (4) для всех X, то при этом на данных

промежутках выполняются соответственно равенства ū∗n(t) = ūnmax или ū
∗
n(t) = ūnmin

в (17), (19) для всех n = 1, N∗0 , где ūnmax и ūnmin определяются как коэффициенты разло-
жения umax и umin в ряды (9) [12, 13]:

ūnmax = umaxIn; ūnmin = uminIn, n = 1, N∗0 , (21)

In =

∫
V̄

Φ̂n(X)r(X) dX, если u(X, t) = uV (X, t),

In =

∫
D

Φ̂∗n(x, y)r1(x, y) dx dy, если u(X, t) = uS(x, y, t).

Выбор всюду далее величин ūnmax, ūnmin в (17)–(19) согласно (21) гарантирует вы-
полнение ограничений (4). Дальнейшая проблема сводится к фактическому определению

вектора ψ
(N∗

0 )
∗ из условий (5), (11).

Редукция к задаче полубесконечной оптимизации и метод её решения. Рассмотрим

сначала типичный случай линейной зависимости ū∗n(t) от вектора параметров ψ
(N∗

0 )
∗ в (18),

считая, что ограничения (4) не достигаются на всём протяжении оптимального процесса.

Интегрирование уравнений (7) модели объекта при заданных величинах Q̄0n с ψ
(N∗

0 )
∗ -

параметризованным согласно (16) управлением вида (18) и его подстановка в (10) при-
водят к представлению конечного состояния Q(X, tкон), описываемого разложением в ряд
(8), и критерия оптимальности (10) в форме явных зависимостей от своих аргументов

соответственно Q(X,ψ(N∗
0 )) и I1 (ψ(N∗

0 )).
В результате осуществляется процедура точной редукции рассматриваемой ЗОУ СРП

(7)–(11), (18) к специальной задаче математического программирования — задаче полу-
бесконечной оптимизации (ЗПО) для достижимых значений ε [2–4]

I1(ψ(N∗
0 ))→ min

ψ
(N∗

0 )
; max

X∈V̄
|Q(X,ψ(N∗

0 ))−Q∗∗(X)| 6 ε, (22)
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на экстремум функции конечного числа переменных ψ(N∗
0 ) = (ψ̃i), i = 1, N∗0 , в (16) с беско-

нечным числом диктуемых требованием (5) ограничений для всех X ∈ V̄ , эквивалентных
в совокупности одному ограничению на функцию максимума в (22).

Как показано в [2–4], альтернансные свойства искомого вектора ψ
(N∗

0 )
∗ приводят к

системе соотношений

Q(X0
j , ψ

(N∗
0 )

∗ )−Q∗∗(X0
j ) = ±ε, j = 1, R, (23)

в некоторых точках X0
j ∈ V̄ , j = 1, R, общее число R которых оказывается равным числу

всех неизвестных параметров оптимального процесса, включая ψ̃∗n, n = 1, N∗0 , и наряду

с ними неизвестное заранее минимально достижимое на множестве векторов ψ
(N∗

0 )
∗ значе-

ние ε
(N∗

0 )
min величины ε, если ε = ε

(N∗
0 )

min в (22).
При наличии диктуемой закономерностями предметной области необходимой допол-

нительной информации о характере зависимости Q(X,ψ
(N∗

0 )
∗ ) от пространственных коор-

динат X ∈ V̄ , позволяющей идентифицировать в (23) значения X0
j для всех j = 1, R и

знаки Q(X0
j , ψ

(N∗
0 )

∗ ) − Q∗∗(X0
j ) в этих точках, соотношения (23), дополненные условиями

существования экстремума функции Q(X,ψ
(N∗

0 )
∗ )−Q∗∗(X) в точках X0

jg ∈ intV̄ , g = 1, R1,

где R1 6 R и X0
jg ∈ {X0

j }:

∂

∂X
[Q(X0

jg, ψ
(N∗

0 )
∗ )−Q∗∗(X0

jg)] = 0, g = 1, R1 , (24)

переводятся в замкнутую относительно искомых неизвестных систему уравнений (23), (24)
с однозначно определяемым знаком ε в каждой точке X0

j [2–5].

Эта система решается известными численными методами относительно величин ψ̃∗i ,

i = 1, N∗0 , значений X0
jg, g = 1, R1, а также ε

(N∗
0 )

min , если в (22), (23) ε = ε
(N∗

0 )
min .

Подстановка найденных подобным образом значений ψ̃∗i , i = 1, N∗0 , в (18) полностью
определяет оптимальное программное управление в открытой области определения управ-
ляющих воздействий.
Учёт ограничений на модальные управления. В условиях (15) выход ū∗n(t) на ограни-

чения (17), (19) возможен только на начальной и конечной стадиях оптимального процесса
с параметрическим представлением ū∗n(t) в следующей форме:

ū∗n(t) =


ūnmin, t ∈ [0, t1n], t1n > 0;

1

2
ψ̃∗ne

−M2
n(tкон−t), t ∈ [t1n, t2n], t2n 6 tкон;

ūnmax, t ∈ [t2n, tкон].

n = 1, N∗0 , (25)

Здесь моменты t1n, t2n схода и выхода на ограничения в (17), (19) фиксируются равен-
ствами

ū∗n(t1n) =
1

2
ψ̃∗ne

−M2
n(tкон−t1n) = ūnmin; ū∗n(t2n) =

1

2
ψ̃∗ne

−M2
n(tкон−t2n) = ūnmax, (26)

и значения t1n > 0, t2n 6 tкон, определяющие выбор конкретного варианта алгоритма (25),
зависят при заданном tкон от величин ūnmax и ūnmin. Интегрирование уравнений (7) с
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управлением (25) опять приводит к ЗПО, отличающейся от (22) только конкретной формой

зависимостей I1(ψ(N∗
0 )) и Q(X,ψ(N∗

0 )) от своих аргументов ввиду различия управляющих
воздействий (18) и (25) в открытой и замкнутой областях своего определения. Решение та-
кой задачи сводится к решению по схеме альтернансного метода [2–4] системы уравнений
вида (23), (24) теперь уже совместно с уравнениями (26) относительно всех искомых пара-
метров оптимального процесса, в том числе t1n, t2n, в предположении, что такое решение
существует при определённом выборе umax и umin в (4).

Синтез оптимального управления. В условиях отсутствия ограничений (4) объ-
ект управления описывается системой уравнений (7) с управляющим воздействием (18).
Интегрирование этих уравнений в обратном времени τ = tкон − t приводит, подобно [9],
к параметризованной форме их решений относительно временны́х мод Q̄∗n(t) управляемой

величины в оптимальном процессе в зависимости от ψ̃∗n и Q̄∗n(tкон). Последующая под-

становка в получаемый результат значений ψ̃∗n = ψ∗n(tкон), определяемых согласно (16)
из соотношений (15), позволяет найти ψ∗n(t) в виде следующей линейной зависимости от
величин Q̄∗n(t) и Q̄∗n(tкон):

ψ∗n(t) = An(t)Q̄∗n(t)+Bn(t)Q̄∗n(tкон), n = 1, N∗0 , ψ∗n(t) = 0, n = N∗0 + 1, N1, t < tкон,

(27)An(t) = −4M2
n(e2M2

n(tкон−t) − 1)−1, Bn(t) = 4M2
n(eM

2
n(tкон−t) − e−M

2
n(tкон−t))−1.

Теперь алгоритм управления (18) приводит с учётом равенств (15), (27) к линейному
закону синтеза оптимального регулятора с нестационарными коэффициентами An(t), Bn(t)
обратной связи по временны́м модам Q̄n(t), n = 1, N∗0 , управляемой величины:

ū∗n(Q̄, t) = ū∗n(Q̄n, t) =
1

2
An(t)Q̄n(t) +

1

2
Bn(t)Q̄∗n(tкон), n = 1, N∗0 ,

ū∗n(Q̄, t) = 0, n > N∗0 ; (28)

u∗(Q̄,X, t) =
1

2

N∗
0∑

n=1

(An(t)Q̄n(t) +Bn(t)Q̄∗n(tкон))Φ̂1n(X). (29)

Здесь Q̄∗n(tкон) определяются по результатам предварительного решения задачи программ-
ного управления в открытой области его изменения при найденных альтернансным мето-
дом величинах ψ̃∗n, n = 1, N∗0 , для каждого из реализуемых значений Q̄n(0) в (7) и все Q̄0n

вычисляются по результатам наблюдения Q̄n в начальный момент времени t = 0.
Переход в (28), (29) к обратным связям по неполному измерению состоянияQu(Xu, t) =

= (Qu(Xuj , t)) в r точках Xuj , j = 1, r, обеспечивается следующим из (8) решением
относительно Q̄(t) векторно-матричного уравнения наблюдения

Qu(Xu, t) = ΦuQ̄(t), Φu = [Φ̂1n(Xuj)], j = 1, r, n = 1, N1. (30)

Если по условиям требуемой точности моделирования объекта (7) можно ограничить-
ся учётом только N∗0 первых составляющих Q̄(t), то Q̄(t) непосредственно задаётся реше-
нием системы уравнений (30) при r = N∗0 = N1:

Q̄(t) = (Q̄n(t)) = Φ−1
u Qu(Xu, t), Q̄n(t) = [Φ−1

u Qu(Xu, t)]n, n = 1, N∗0 . (31)
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Подстановка (31) в (29) приводит к линейному алгоритму синтеза по измеряемому
выходу объекта:

u∗(Qu, X, t) =
1

2
Φ−1
u Qu(Xu, t)ϕ(X, t) +

1

2

N∗
0∑

n=1

Bn(t)Q̄∗n(tкон) Φ̂1n(X),

ϕ(X, t) = (An(t)Φ̂1n(X)), n = 1, N∗0 , (32)

где Φ−1
u Qu(Xu, t) — матрица-строка, ϕ(X, t) — матрица-столбец.
Синтез в замкнутой области определения управляющих воздействий. Применитель-

но к ограниченному программному управлению (25) на интервалах [t1n, t2n] ∈ t сохраня-
ются линейные алгоритмы синтеза вида (28), (29), (32), где ψ̃∗n и Q̄

∗
n(tкон) находятся по

результатам решения задачи программного управления теперь уже в замкнутой области

его определения. Точное решение задачи синтеза во всей замкнутой области определения
управляющих воздействий связано с серьёзными затруднениями [19]. В большинстве слу-
чаев с приемлемой в приложениях точностью искомые законы обратной связи ˜̄u

∗
n(Q̄, t),

ũ∗(Q̄,X, t) и ũ∗(Qu, X, t) могут быть построены по аналогии с программным управлени-
ем (17)–(19) путём дополнения регулятора (28) характеристикой усилительного звена с
насыщением [19, 20]:

˜̄u
∗
n(Q̄, t) = ˜̄u

∗
n(Q̄n, t) =


ūnmin, |ū∗n(Q̄n, t)| < |ūnmin|;

ū∗n(Q̄n, t), |ūnmin| 6 |ū∗n(Q̄n, t)| 6 |ūnmax|;
ūnmax, |ū∗n(Q̄n, t)| > |ūnmax|.

(33)

На этом основании получаем искомые алгоритмы:

ũ∗(Q̄,X, t) =

N∗
0∑

n=1

˜̄u
∗
n(Q̄n, t)Φ̂1n(X);

ũ∗(Qu, X, t) =

N∗
0∑

n=1

ũ∗n([Φ−1
u Qu(Xu, t)]n, t)Φ̂1n(X),

(34)

заведомо удовлетворяющие условиям (4) в силу ограничений (21) в регуляторе (33).
Оптимальное управление процессом нагрева неограниченной пластины.

В качестве примера рассмотрим задачу синтеза оптимального по расходу энергии регуля-
тора для управления процессом нагрева неограниченной пластины. Пусть температурное
поле Q(x, t) пластины описывается линейным неоднородным уравнением теплопроводно-
сти вида (1)–(3) в относительных единицах при k = 1 в (1) с управляющим воздействием
uV (x, t) по мощности внутреннего тепловыделения [5, 21]:

∂Q(x, t)

∂t
=
∂2Q(x, t)

∂x2
+ uV (x, t), 0 6 x 6 1, t ∈ [0, tкон],

заданными начальными и граничными условиями

Q(x, 0) = Q0 = const > 0,
∂Q(0, t)

∂x
= 0,

∂Q(1, t)

∂x
+ αQ(1, t) = 0,
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учитывающими тепловые потери в окружающую среду с нулевой температурой на границе

x = 1 по закону конвективной теплопередачи с заданным значением α критерия Био.
Управляющее воздействие uV (x, t) стесняется ограничениями

0 = uV min 6 uV (x, t) 6 uV max (35)

с известными предельно допустимыми значениями uV min и uV max. В пространстве модаль-
ных переменных Q̄n(t), n = 1, 2, . . ., объект управления описывается системой уравнений
вида (7) с автономными модальными управлениями ūV n(t).

Температурное поле Q(x, t) представляется его разложением в ряд вида (8) по соб-
ственным функциям Φn(x) = cos (Mnx) [5, 21]:

Q(x, t) =
∞∑
n=1

2α2 cos (Mnx)

(M2
n + α2 + α) sin2Mn

Q̄n(t), (36)

где Mn, n = 1, 2, . . ., — бесконечно возрастающая последовательность корней трансцен-
дентного уравнения M tgM − α = 0.

Распределённое управляющее воздействие uV (x, t) восстанавливается по своим состав-
ляющим ūV n(t) в форме ряда (9).

Задача заключается в определении алгоритма обратной связи u∗(Q, x, t), обеспечива-
ющего перевод объекта управления за заданное время tкон в требуемое конечное состояние
Q∗∗(x) = Q∗∗ = const > Q0 с заданной точностью ε равномерного приближения соглас-
но (5) при минимальном в условиях (35) значении критерия оптимальности вида (10):

I1(ūV ) =

tкон∫
0

N1∑
n=1

ū2
V n(t) dt→ min

ūV
.

Определение программного управления. Ограничимся далее типичным для приложе-

ний случаем N∗0 = 2, ε = ε
(2)
min, R = 3 в (23) при n = 1, 2 в (25), (26) [2–5].

Решение задачи программного управления без ограничений (35) определяет ū∗n(t) для

n = 1, 2 в форме (18) при ψ̃∗1 > 0, ψ̃∗2 < 0, откуда следует согласно (17), что в условиях
umin = 0 получаем ū1 min = ū2 min = 0 и t11 = t12 = 0 в (25).

Для определённости рассмотрим характерный вариант с выбором такой величи-
ны umax в (35), для которой ū∗1(t) < ū1 max ∀t ∈ [0, tкон], и следует принять t21 = tкон,
а ū∗2(t22) = ū2 max при t22 < tкон в (25). В таком случае алгоритм (25) конкретизируется
следующим образом:

ū∗1(t) =
1

2
ψ̃∗1e

−M2
1 (tкон−t), t ∈ [0, tкон];

ū∗2(t) =

{
1
2 ψ̃
∗
2e
−M2

2 (tкон−t), t ∈ [0, t22];

ū2 max, t ∈ [t22, tкон].

(37)

В соответствии с (37) в рассматриваемой ситуации на протяжении оптимального про-
цесса достигается только одно ограничение по максимально допустимой величине ū2 max
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для модального управления u∗2(t). Интегрирование уравнений модального описания объек-
та управления с управляющими воздействиями (37) приводит к следующим выражениям

для Q̄n(tкон) при вычислении Q(x, ψ
(2)
∗ ) в (23), (24) в форме ряда (36):

Q̄1(tкон) = Q̄01e
−M2

1 tкон +
ψ̃∗1

4M2
1

(1− e−2M2
1 tкон);

Q̄2(tкон) = Q̄02e
−M2

2 tкон +
ψ̃∗2

4M2
2

(e−2M2
2 (tкон−t22) − e−2M2

2 tкон) +

+
ū2 max

M2
2

(1− e−M
2
2 (tкон−t22));

(38)

Q̄n(tкон) = Q̄0ne
−M2

ntкон , n = 3, N1,

где Q̄on =
2α2Q0

(M2
n + α2 + α)Mn sinMn

, n = 1, N1.

Физические закономерности поведения нестационарных температурных полей в оп-

тимальном процессе нагрева пластины и альтернансные свойства Q(x, ψ
(2)
∗ ), требующие

выполнения строгих равенств в (23) в трёх точках x0
j ∈ [0, 1], j = 1, 2, 3, при R = 3,

определяют в таком случае при Q0 = const, подобно [2–5], форму кривой Q(x, ψ
(2)
∗ ) − Q∗∗

результирующего распределения температуры по пространственной координате (рис. 1).
Это позволяет перевести равенства (23) в систему уравнений (23), (24) с заведомо иден-

тифицируемыми точками x0
1 = 0, x0

2 ∈ (0; 1), x0
3 = 1 и знаками Q(x0

j , ψ
(2)
∗ )−Q∗∗:

Q(0, ψ
(2)
∗ )−Q∗∗ = −ε(2)

min, Q(x0
2, ψ

(2)
∗ )−Q∗∗ = ε

(2)
min,

Q(1, ψ
(2)
∗ )−Q∗∗ = ε

(2)
min,

∂Q(x0
2, ψ

(2)
∗ )

∂x
= 0,

разрешаемую совместно с одним равенством в (26) для ū∗2(t22) при заданном ū2 max отно-

сительно искомых неизвестных ψ
(N∗

0 )
∗ = (ψ̃∗1, ψ̃

∗
2), x0

2, ε
(2)
min и t22 стандартными численными

методами. Последующая подстановка найденных значений ψ
(N∗

0 )
∗ = ψ

(2)
∗ , t22 в (20), (37)

окончательно определяет оптимальное программное управление в рассматриваемой зада-
че оптимизации.
Синтез оптимального регулятора. Искомый алгоритм ũ∗(Q̄, x, t) обратной связи мо-

жет быть реализован в форме (34). Согласно (33) и (37) в рассматриваемой задаче при
t11 = t12 = 0, t21 = tкон, t22 < tкон

˜̄u
∗
1(Q̄1, t) = ū∗1(Q̄1, t); ˜̄u

∗
2(Q̄2, t) =

{
ū∗2(Q̄2, t), |ū∗2(Q̄2, t)| 6 |ū2 max|;
ū2 max, |ū∗2(Q̄2, t)| > |ū2 max|,

где ū∗n(Q̄n, t), n = 1, 2, определяются выражениями (28) и Q̄n(tкон) вычисляются по фор-

мулам (38) со значениями ψ̃∗1, ψ̃∗2, t22, фиксируемыми по результатам решения задачи про-
граммного управления. Уравнение регулятора ũ∗(Qu, x, t) с обратными связями по выходу
объекта в случае r = N1 = N∗0 = 2 в (30) представляется в форме (34) после подста-
новки (31). На рис. 1, 2 представлены некоторые расчётные результаты, полученные при
Q∗∗ = 0,25, α = 0,5, Q0 = 0, tкон = 1,0, umax = 1,82, ū1 max = 1,95, ū2 max = −0,16.
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Температурное распределение в конце процесса оптимального управления
Рис. 2. Поведение управляющего воздействия на пространственно-временной плос-

кости в зависимости от изменяющихся во времени сигналов обратной связи

Рис. 1 иллюстрирует распределение температуры по толщине пластины в конце оп-

тимального процесса нагрева при ψ̃∗1 = 0,694, ψ̃∗2 = −16,77, ε
(2)
min = 0,009, t22 = 0,63.

На рис. 2 показано поведение в процессе нагрева на пространственно-временной плос-
кости оптимального управляющего воздействия, изменяющегося во времени по алгоритму
(34) в зависимости от текущих значений измеряемых сигналов обратной связи с неста-
ционарными коэффициентами передачи при выборе двух измерителей выхода объекта в

точках xu1 = 0, xu2 = 1.
Заключение. В данном исследовании разработан метод аналитического конструиро-

вания оптимальных по энергопотреблению регуляторов в открытой и замкнутой областях

изменения пространственно-временных управляющих воздействий для линейных много-
мерных моделей объектов с распределёнными параметрами параболического типа приме-
нительно к оценкам в равномерной метрике целевых множеств управляемого процесса.
Полученные уравнения регуляторов сводятся к линейным алгоритмам обратной связи с

фиксируемыми предварительным решением задачи программного управления нестацио-
нарными коэффициентами передачи. Погрешности реализации предлагаемых процедур
синтеза непосредственно по неполному наблюдению за состоянием системы определяются

требованиями к точности описания модели объекта укороченной системой уравнений для

модальных составляющих управляемой величины.
Финансирование. Исследование выполнено при поддержке Российского научного

фонда (грант № 22-29-00180), https://rscf.ru/project/22-29-00180, ФГБУ ВО «Самарский

государственный технический университет».
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